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Prefacio

Neste material, apresentamos como a matemaética pode ser uma ferramenta
util para o estudo de fenémenos biolégicos, desde que seu papel seja bem avaliado.
Especificamente, trataremos da modelagem matemética do cancer com enfoque
em tratamento quimioterapico.

Atualmente, o cancer ainda ndo é completamente entendido, mesmo em ambito
mais elementar. Assim sendo, escolhemos a abordagem fenomenoldgica para dis-
correr sobre o crescimento e tratamento de tumores. Embora esta visao possa
parecer superficial, permite a producao de previsoes testdveis em laboratoério, e,
ainda, possibilita o entendimento de conceitos basicos e fundamentais sobre o as-
sunto. Apresentamos conceitos biolégicos importantes para o entendimento do
cancer, alguns modelos matematicos, para possibilitar ao leitor uma visao ini-
cial/introdutdria, de dindmica tumoral, e, finalmente, tratamos de modelagem em
quimioterapia através de equagoes diferenciais ordinarias.

Esperamos que este livro sirva de motivacao para que outras pessoas adentrem
nesta area de pesquisa e, além disso, que mostre a grande utilidade da modelagem
matematica na solugao de problemas de ordem prética.

Botucatu/Salvador, 07 de setembro de 2011.
Diego S. Rodrigues

Paulo F. A. Mancera
Suani T. R. Pinho
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Capitulo 1

Biologia do cancer e
quimioterapia antineoplasica

Cancer é o nome dado a um conjunto de mais de 100 doengas que tém em
comum o crescimento desordenado (maligno) de células que invadem os tecidos e
6rgaos, podendo espalhar-se (metdstase) para outras regides do corpo. Sua causa
é, essencialmente, genética, herediaria ou nao, e pode ser potencializada por agen-
tes externos ao organismo hospedeiro, tais como radiacao ionizante, substancias
canceriginas e agentes virais. Assim sendo, para entender e controlar a doenga
sao necessarios estudos que compreendem diversas areas de pesquisa, da biologia
tumoral & nutricao.

Quanto & ocorréncia do cancer em ambito mundial, a Organizacao Mundial
da Saude, através do World Cancer Report 2008, relata que o impacto global
da doenca mais que dobrou nos ultimos 30 anos. Ainda segundo essa mesma
estimativa, em 2008 metade da incidéncia e cerca de dois tercos das mortes por
cancer ocorreram nos paises menos desenvolvidos; de um total de 12,4 milhoes
de casos novos e 7,6 milhdes de ébitos no mundo (World Health Organization
[94]). Em relacdo a realidade brasileira, o INCA! estimou 489.270 novos casos
da doenca para o ano de 2010, sendo os tipos mais incidentes no ser humano,
a excegao do cancer de pele do tipo nao melanoma, os canceres de préstata e
de pulmao no sexo masculino e os canceres de mama e de colo do ttero no sexo
feminino, acompanhando o mesmo perfil de magnitude observado no mundo. Além
disso, desde 2003, as doencas malignas respondem pela segunda maior causa de
morte da populagdo brasileira (Brasil [16]).

Perante esse cendrio, o cancer constitui atualmente um dos mais importan-
tes problemas de satide publica do mundo. Além das estratégias de prevengao e

1Recentemente denominado Instituto Nacional de Cancer José de Alencar Gomes da Silva.
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controle, empregadas na tentativa de reverter esse quadro, sao utilizados também
os tratamentos como radioterapia, cirurgia e quimioterapia antineoplasica — nosso
foco neste livro. Caracterizando-se pela administracao de uma ou mais drogas, a
quimioterapia tem por objetivo a erradicacao do tumor, ou sua méaxima redugao
de tamanho, se nao for possivel elimina-lo (Krabs & Pickl [57]). Em decorréncia
dos efeitos colaterais, aproximadamente 25% dos pacientes oncoldgicos que se tra-
tam com essa modalidade de terapia apresentam nduseas e vomitos (Burish et al.
[20]).

Apesar do sucesso da quimioterapia no combate ao cancer, ainda permanecem
em aberto questoes importantes como, por exemplo, a determinagao de protocolos
6timos de tratamento quimioterapico e, quando aplicavel, se a quimioterapia deve
preceder a cirurgia ou vice-versa. Tais questoes necessitam de melhor entendimento
quantitativo e analitico, sendo, portanto, os modelos matematicos uma ferramenta
de grande valia (Galach [38] e Winkler [95]). Para tanto, devem ser levadas em
conta as recentes pesquisas sobre biologia tumoral, para que nao haja dissociagao
entre pesquisa em cancer e modelagem matematica em cancer, tal como ocorre
nos dias de hoje (Komarova [56]).

Embora matematica tenha se mostrado muito importante em genética e bi-
ologia populacional (Hastings [48] e Murray [68]), hd tempos a modelagem ma-
temdatica em cancer era uma area muito pouco estudada e nebulosa e uma teoria
matemdtica do cancer parecia pura imaginagao (Mackenzie [60]). Porém, nos
dltimos anos, esta linha de pesquisa tem se desenvolvido muito, implicando o sur-
gimento de vérios grupos de pesquisa e grande ntimero de publicagoes (Araujo &
McElwain [2], citando Perumpanani [73]). Nos dias de hoje, vdrios modelos ma-
temdticos fazem previsdes quantitativas e testdveis (em animais de laboratério),
algo muito diferente dos antigos modelos (modelos importantes) que apresentavam
conclusoes qualitativas um pouco vagas em termos bioldgicos.

Atualmente, os modelos mateméticos permeiam a pesquisa em cancer. Por
exemplo, R. Fister? estuda modelos de controle étimo que fornecem aos médicos
momentos apropriados para tratamento com drogas; C. Panetta3 usa sistemas de
equagoes diferenciais para prever a resposta de um paciente para um dado regime
de droga; J. D. Murray e K. R. Swanson* desenvolvem estudos de um modelo de
tumor cerebral utilizando anatomia tridimensional do cérebro; M. A. J. Chaplain®
estuda o crescimento de tumores sélidos, angiogénese e metédstase (Mackenzie [60]).

Frente a complexidade do cancer, a construcao de modelos matemaéticos da
doenca é pensada atualmente como um grande desafio. Diversas metodologias tém
sido empregadas, sendo que, na matematica, destacam-se: equagoes diferenciais

2 Murray State University/Estados Unidos.

38t. Jude Children’s Research Hospital/Estados Unidos.
4 University of Washington/Estados Unidos.

5 University of Dundee/Escécia.
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(Gatenby [39] e Pinho et al. [75]), autdématos celulares (Reis et al. [79]), otimizagao
(Panetta [32]) e modelagem multiescala (Stamatakos et al. [88]). Independente-
mente da abordagem adotada, certamente a abordagem tedrico-experimental prové
melhores resultados (Komarova [56]), em que experimentos guiam teoria(s) e teo-
rias conduzem experimento(s) (Araujo & McElwain [2] e Byrne et al. [23]).

No que diz respeito a oncologia matematica em quimioterapia, o trabalho de
Skipper et al. [86] permanece sendo o mais influente, ainda nos dias de hoje (Gi-
lewski & Norton [42]). Unindo teoria e experimentacao, em tal trabalho, Skipper
e colaboradores propoem que as células tumorais sao eliminadas em proporgao
constante, a cada infusdo de agente quimioterdpico (morte celular logaritmica -
log-kill). Para tanto, os autores elaboraram um experimento no qual foram inocu-
lados diferentes tamanhos de tumores em grupos de ratos (contendo, cada um, por
volta de dez individuos) e apds 24 horas cada animal recebeu uma tinica dosagem
de determinada droga. Posteriormente, foi computada a fragao média de células
tumorais sobreviventes em cada grupo, de onde foi obtido valor proximo de um
para a razao entre as porcentagens de células tumorais sobreviventes do maior e do
menor inéculo, indicando que cada dose administrada elimina aproximadamente o
mesmo percentual de células tumorais. Em especial, os autores constataram uma
reducdo tumoral de dois a trés logs®.

1.1 Fundamentos biolégicos de cancer

O objetivo desta secao é apresentar ao leitor o que é o cancer. Evidentemente,
a biologia do cancer é um tépico muito mais complicado do que nossas discussoes.
Para conceitos basicos de biologia indicamos o livro de Franks & Teich [36] e, para
aprofundamento do assunto, o étimo livro de Weinberg [91]. A seguir, apresen-
tamos alguns conceitos biolégicos fundamentais desta temética. Posteriomente,
voltaremos a discorrer sobre alguns deles, com mais detalhes.

e Cancer: caracterizado por crescimento celular descontrolado, cuja causa esta
relacionada ao gendtipo do individuo e/ou ao meio.

e Neoplasias: correspondem as formas de cancer nao controladas.

e Tumor: aumento de volume dos tecidos que pode ou nao ser provocado por
uma proliferacao neoplésica verdadeira.

e Tumor benigno: tumor no qual as células mutantes permanecem contidas
dentro de um tnico local, com uma fronteira de células normais bem definida.

6Por exemplo, para uma massa tumoral de 1010 células, uma reducio de trés logs elimina
99,9% do tumor, pois 107/10'° = 0,001 = 0, 1%.
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e Tumor maligno: nesse tipo de tumor, as células mutantes se misturam com
as células normais. Este tipo constitui o cancer.

e Metastase: formacao de um novo tumor a partir de outro, mas sem conti-
nuidade fisica entre os sitios tumorais.

e (Células endoteliais: células que constituem o interior dos vasos sanguineos,
especialmente os capilares.

e Angiogénese tumoral: processo de neovascularizagao no qual as células tu-
morais estimulam a formacao de novos vasos sanguineos.

Para a manutencao da vida, células normais de todo o organismo coexistem em
perfeita harmonia citolégica, histolégica e funcional. Essas células, de acordo com
sua funcao e morfologia, se agrupam em tecidos que formam o6rgaos. O contato e
permanéncia de uma célula ao lado da outra sao controlados por substancias intra-
citoplasmaticas. Elas se reconhecem por processos de superficie, fazendo com que
as células semelhantes permanecam juntas e que determinadas células se interajam
para executar determinadas fungoes orgéanicas. O crescimento celular responde as
necessidades especificas do corpo, que envolve o aumento de massa celular, du-
plicagdo do DNA (4cido desoxirribonucléico) e divisao fisica das células em duas
células filhas idénticas (mitose).

A duragéo do ciclo celular de células humanas normais é de 24 a 48 horas,
enquanto as células de tumores malignos mais comuns duram de 72 a 120 horas.
Em células normais, restrigoes a mitose sao impostas por estimulos reguladores
que agem sobre a superficie celular, estimulos estes que podem resultar tanto do
contato com demais células, como da redugao na producao ou disponibilidade de
certos fatores de crescimento (Growth Factors, GF). Esses fatores agem através
da ligagao a receptores especificos de superficie celular para controlar processos
celulares. O sinal recebido por esses receptores é transmitido para o citoplasma e,
entao, para o nucleo. Esses fatores sdo polipeptideos que regulam a proliferagao
celular, e tém outras fungoes como deposicao e resolugao de proteinas na matriz
extra celular, manutencao da viabilidade celular, diferenciagao celular, quimio-
taxia, ativacao de respostas inflamatorias e o reparo tecidual. O aumento dos
fatores de crescimento resulta em doencas caracterizadas por respostas celulares
proliferativas ou por fibroses. O mecanismo de controle de crescimento celular
estd na dependéncia de fatores estimulantes e inibidores, e estdao em equilibrio até
que aparega estimulo de crescimento efetivo (sem a ativagdo de mecanismos ini-
bitérios). Isso ocorre quando héd necessidade de reparar uma alteragao tecidual,
ou seja, células sobreviventes se multiplicam até recompor o tecido, e quando fi-
cam em contato intimo umas com as outras, param de se multiplicar. Se ocorrer
uma ruptura nos mecanismos reguladores de multiplicacao celular, sem que seja
necessaria ao tecido, a célula comeca a crescer e a dividir-se desordenadamente.
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Isso pode resultar num clone de células descendentes, herdeiras dessa propensao ao
crescimento e divisao anormais, e insensiveis a mecanismos reguladores normais,
formando um tumor ou neoplasia que pode ser benigna ou maligna.

Por fim, de modo a situar o leitor, apresentamos na Figura 1.1 informagdes
sobre sua respectiva ordem de grandeza de tumores humanos.

Oncogénese

Independente da exposigao a carcindgenos, as células sofrem processos de muta-
¢oOes espontaneos, que nao alteram o desenvolvimento normal da populagao celular
como um todo. Isto inclui danos oxidativos, erros de agao das polimerases e das
recombinases, e redugao e reordenamento cromossoémico. Essas mutacoes podem
condicionar uma maior ou menor instabilidade genémica, que é crucial no processo
de carcinogénese. Entao, a carcinogénese pode iniciar-se pela agao de agentes
carcinogénicos (fisicos, quimicos ou bioldgicos), ou de forma espontanea. O tempo
para a carcinogénese ser completada é indeterminado, pode demorar até anos.
Teoricamente, a carcinogénese pode ser interrompida em qualquer uma das etapas,
se o organismo for capaz de reprimir a proliferagao celular e reparar o dano causado
a0 genoma.

Células-tronco’ podem sofrer trés modificacoes:

e Diferenciar em forma madura e compor um tecido.

7Células progenitoras imaturas do tecido corporal.
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Figura 1.1: Dimensoes do tumor, segundo a divisao celular, para humanos. A me-
dida que ocorrem mais divisoes, o tempo de duplicacao da massa tumoral diminui,
causando assim inibi¢do de crescimento do tumor. Adaptado de Brasil [15], com
dados extraidos de Schaebel [85].
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e Autoreplicar.
e Morrer.

Podemos adicionar uma quarta modificacao, a mutagao, que é a reproducao de
uma nova forma. O cancer parece surgir de mutagado em células isoladas (mono-
clonais). Com o crescimento do cancer, mutagoes adicionais ocorrem em células
filhas. Entao, alguns subclones de células malignas podem predominar enquanto
outros morrem. Esses subclones podem ter alta propensao para metastizar-se em
tecidos distantes ou podem ser mais resistentes a danos produzidos por tratamen-
tos anticancer.

Bases genéticas

Mutagoes no genoma celular por agentes mutagénicos ou carcinogénicos, e mu-
dangas epigenéticas no citoplasma, ou nao mutacionais, sdo importantes causas
para o aparecimento da oncogénese.

Um modelo de carcinogénese é o de dupla mutagdo two-hit (Wodarz & Ko-
marova [96]). Neste modelo, afirma-se que uma primeira mutac¢ao produz células
iniciadoras (com disponibilidades de mutacdo igual a uma célula-tronco), e uma
segunda mutacao produz células cancerosas.

A cinética do crescimento desse tecido determina a possibilidade de desenvol-
vimento de malignidade. Se a probabilidade da replicacao for alta, entao, é mais
provavel a malignizacao. Também podemos observar o fator hereditariedade de
alguns tumores pelo fato de as células-tronco serem células de linha germinativa
que podem ser inicializadoras.

O gene p53

O gene pb3 possui uma proteina que se liga ao DNA e exerce seu efeito indu-
zindo a transducao de um outro gene regulador. Mutagoes do gene p53 incapacitam
parar a proliferacao celular e conduzem a uma instabilidade génica. Pessoas que
herdam apenas uma cépia funcional do gene p53 sao predispostas ao cancer. O
livro de divulgagao cientifica “Uma Célula Renegada: Como o Céancer Comeca”
(Weinberg [92]) é uma 6tima leitura para melhor compreensao do p53.

Crescimento tumoral

As células cancerosas e as normais se dividem mais rapidamente quando os
volumes teciduais ou tumorais sao menores, e mais lentamente quando os volu-
mes sao maiores. Isto leva a um crescimento exponencial com curtos periodos de
duplicacao em tumores de volumes menores. A fase proliferativa de um tumor
decresce a proporgao que o tumor cresce, aumentando seu tempo de duplicacao.



Fundamentos biolégicos de cancer 19

Esse conhecimento da cinética celular é interessante na pratica, pois podemos
extrair pelo menos trés aplicacoes:

1. Quanto menor for o tumor, maior a sua proliferacao, e mais sensivel sera a
administracao de antibldsticos (quimioterapia), e & radiacdo ionizante (radi-
oterapia).

2. Quanto mais precoce a aplicagao de quimioterapia e radioterapia apds a
remocgao cirurgica do tumor, melhor serd a eficicia, visto que tem maior
nimero de células proliferativas.

3. Tecidos normais com alta fragao de crescimento sofrem mais com os efei-
tos colaterais do tratamento quimioterdpico e radioterapico do que outros
tecidos.

Nos canceres, os tempos de duplicagdo das células e do volume (ou massa)
podem ser altamente varidveis e relativamente autonomos e sao medidas reais de
sua agressividade. Canceres maduros exibem um comportamento relativamente
incontroldvel em seu crescimento e perdem a capacidade de resposta a mecanis-
mos reguladores do crescimento intra e extracelulares. O comportamento inicial
do crescimento de tumores é bem ajustado por uma fungao exponencial, porém,
a medida que o cancer se torna maior em tamanho, e talvez cresga mais que
seu suprimento vascular e suas fontes de micronutri¢ao, sua velocidade de cresci-
mento diminui com o tempo. Esse fendmeno pode ser descrito por uma equagao
relacionando-se o tamanho do tumor com o tempo, por exemplo, como na curva
gompertziana.

Classificacao dos tumores

Existem formas de crescimento celular controladas e ndo controladas. A hiper-
plasia, a metaplasia, e a displasia sao exemplos de crescimento celular controlados.
Tumores benignos e malignos

Critérios para a distingao de tumores:

1. Encapsulagao

Os tumores benignos tém uma pseudocdpsula fibrosa formada pela com-
pressao dos tecidos vizinhos. Os malignos nao tém essa capsula, pois invadem
agressivamente os tecidos adjacentes.

2. Crescimento
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Os tumores benignos crescem lenta e expansivamente, possuem estroma ade-
quado com vascularizacao, por isso raramente apresentam necrose ou hemor-
ragias. Os tumores malignos tém crescimento rapido, desordenado e infil-
trante, apresentam desproporcgao entre o parénquima8 e o estroma’, por isso
é comum apresentarem areas de hemorragias e necroses.

3. Morfologia

Os tumores benignos possuem células bem diferenciadas e portanto reprodu-
zem o aspecto do tecido original. Os tumores malignos tém menor grau de
diferenciacao e, entao, nao reproduzem as caracteristicas do tecido original.
Também apresentam anomalias bem visiveis, como nticleo maior e nucléolo
bem evidente.

4. Mitose

Quanto maior a proliferacao, maior o nimero de mitoses e menor o nimero de
diferenciacoes celulares. Entao, o tumor benigno apresenta mitoses tipicas,
e os malignos apresentam mitoses atipicas e em maior ntimero do que os
benignos.

5. Antigenicidade

Células de tumores benignos nao produzem antigenos, e algumas células de
tumores malignos produzem. Isso é usado como método diagnéstico.

6. Metastase

Tumores malignos invadem e se disseminam, resultando em metastases, que
sao crescimentos neoplésicos secundarios, a distancia, sem continuidade com
o foco primario.

Metastase

Segundo Perumpanani & Norbury [73], a morbidade e mortalidade associadas
ao cancer sao consequéncias da habilidade das células cancerigenas de invadir teci-
dos vizinhos, vasos sanguineos, linfiticos e véarios 6rgaos distantes do sitio primério
do tumor. Este processo é conhecido como metastase, e é o grande responsavel
pela falha do tratamento de cénceres. Primeiramente, pelo préprio tratamento
que, frequentemente, envolve cirurgias invasivas seguidas por radioterapia e qui-
mioterapia, fica muito menos efetivo depois que células do tumor se espalham para
outros sitios. Também pela dificuldade de se determinar exatamente para onde

8Células que estdo originando o tecido ou o tumor.
9Tecido conjuntivo vascularizado que constitui a estrutura da sustentacio e o veiculo de
nutrigdo do parénquima.
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uma célula de um tumor primdario migrard no corpo. E importante frisar que
crescimento tumoral invasivo e metdstase ndo ocorrem sem angiogénese (Folkman
35)).

A metastase é uma cascata sequencial de passos envolvendo multiplas in-
teragoes tumor-hospedeiro mediadas por moléculas de adesao celular. Seis passos
podem ser definidos (Preziosi [78] e Winkler [95]):

1. Destacamento

Células tumorais podem se destacar do tumor primario, provavelmente, de-
vido a diminui¢ao de sua interacao adesiva com células vizinhas. E larga-
mente admitido que a perda de fungao de E-caderinas esta relacionada com
este passo.

2. Invasao

Usando moléculas apropriadas de adesao, principalmente da familia das in-
tegrinas, e enzimas degradativas, as células cancerigenas podem ser capazes
de se ligar ou destacar da matriz extracelular e dar inicio as modificagoes e
ajustes necessarios para migrar do local de origem até um vaso sanguineo ou
linfatico.

3. Intravasao

Intravasao ocorre na circulagao sanguinea ou linfatica. E mais provavel que
ocorra metastase em tumores vascularizados por conta das aberturas naturais
produzidas pela angiogénese que facilitam a penetracao de células tumorais
na circulagao.

4. Transporte e imobilizagao

Como as células cancerigenas viajam através da corrente sanguinea, elas
podem encontrar células imunocompotentes que podem por fim em suas jor-
nadas através do corpo. Contudo, algumas células cancerigenas sao capazes
de se “dissimular” (elas expressariam moléculas nativas das membranas de
leucdcitos), e dessa forma escapam dos possiveis ataques do sistema imu-
nolégico. Células cancerigenas circulantes podem também interagir com
componenentes do sangue, como plaquetas, leucocitos e outras células tu-
morais e formam agregados cujo tamanho ajuda a célula parar na circulacao
(imobilizagao). Este tipo de imobilizagdo e reagbes bioquimicas é desenca-
deado por citocinas liberadas pelas plaquetas e acredita-se que elas induzem
a expressao de moléculas de adesao pelas células endoteliais, que ajudam a
extravasacao de celulas cancerigenas.

5. Extravasagao
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Neste processo, células cancerigenas individuais, primeiramente, param na
circulagao pelo desenvolvimento de interacoes adesivas com as células da
parede endotelial dos vasos. Entao, se espalham em direcdo a jungoes das
células endoteliais, através das quais elas migram (extravasam).

6. Invasao do 6rgao alvo

Este passo requer os mesmos tipos de eventos descritos no passo 2, agao de
enzimas e aquisicao de motilidade.

Angiogénese

Angiogénese é a formagao de vasos sanguineos a partir de uma vascularizagao
pré-existente, é um componente crucial no processo de crescimento de muitos
mamiferos (Chaplain [24]) e ocorre tanto em adultos como em embrides (Preziosi
[78]). Ela ocorre, por exemplo, na embriogénese durante a formagao da placenta,
depois da implantacdo do blastocisto na parede uterina (Graham & Lala [43]). Em
adultos ela ocorre na vascularizagao dos ovérios e utero durante o ciclo menstrual,
nas glandulas mamadrias durante a lactacdo, etc (Folkman [34]).

A angiogénese também é importante em processos patoldgicos, tais como,
doencas inflamatérias cronicas (artrite reumatéide, por exemplo), vasculopatias,
desordens degenerativas, neovascularizagao dos olhos, tlceras duodenais, processos
de cicatrizacdo, tumorgénese, etc (Chaplain [24] e Preziosi [78]). Através dela o
crescimento de um tumor pode ser retomado e a massa de células necréticas no in-
terior do tumor desaparece. Em cada caso, contudo, uma bem ordenada sequéncia
de eventos que caracterizam a angiogénese é a mesma (Chaplain [24]), comegando
com o rearranjo e migracao de células endoteliais de um vaso pré-existente e cul-
minando numa nova extensiva rede, ou leito, de vasos sanguineos.

Ha cinco diferentes fases biolégicas da angiogénese: iniciacao, progressao, dife-
renciagdo, maturagao, remodelamento e guia (guidance) (Preziosi [78]). A iniciagao
é caracterizada pela variagao da forma das células endoteliais e pelo aumento da
permeabilidade. A fase de progressao inclui a degradacao da matriz extracelular,
migracao e proliferacao das células endoteliais. Durante a diferenciacao, as células
endoteliais param de crescer, sobrevivem em condigoes sub6timas e se diferenciam
em primitivos vasos sanguineos. A fase de maturagao compreende a formagao de
nova matriz extracelular, recrutamento de pericitos e células musculares lisas e
remodelamento da rede vascular primitiva. Na fase guia (guidance), a arquitetura
da arvore vascular é finalizada e delineada. Todos esses passos sao em parte re-
gulados por fatores de crescimento endotélio-especificos que incluem membros dos
fatores de crescimento do endotélio vascular (Vascular Endotelial Growth Factors,
VEGF), angiopoietinas, efrinas e familias de semaforinas.

Inicialmente, os tumores sélidos sao avasculares, eles nao possuem sua prépria
provisao de sangue. Nessa situagao, eles dependem de vasos sanguineos proximos
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para a obtengao de nutrientes, de oxigénio e também para a eliminacao de me-
tabélitos, sendo todas essas trocas realizadas por difusdo (Mantzaris et al. [63],
Plank [76], Rocha [81] e Wodarz & Komarova [96]). Com o aumento rdpido da
massa tumoral, as demandas por nutrientes e oxigénio também aumentam, até o
momento em que as provisoes oferecidas as células via difusao sao insuficientes para
as necessidades do tumor. Nesta situagao, as células superficiais do tumor recebem
nutrientes normalmente e as células do interior, nao. Isso provoca a formagao de
um nucleo necrético formado por células tumorais mortas devido & insuficiéncia de
nutrientes que chegam até elas, e, eventualmente, o tumor para de crescer (a menos
que seja vascularizado), ndo ultrapassando o tamanho de aproximadamente 2 mm
(Kerbel [53], Mantzaris et al. [63], Plank [76], Preziosi [78] e Wodarz & Komarova
[96]).

No processo angiogénico, o estado proliferativo normal das células endoteliais é
alterado, e o tumor vasculariza-se'? através da liberacdo de fatores angiogénicos tu-
morais ( Tumoral Angiogenic Factors, TAF). Tais substancias provocam a formagao
de brotos capilares voltados ao tumor, conforme exibido na Figura 1.2. A falta de
oxigénio (hipéxia) representa um sinal para o inicio dos mecanismos moleculares
e celulares, responsaveis por desencadear a neovascularizagao através do VEGF.

e WL as>”

Figura 1.2: Angiogénese tumoral. O brotamento dos capilares é produzido por
estimulos angiogénicos, via VEGF (Bussolino [21]). A neovascularizagdo pode
contornar limitacoes de difusao de oxigénio e, também, restrigoes de troca de
nutrientes, ambos presentes em tumores avasculares (Kerbel [53]). Figura extraida
de: http://www.biodigital.com/medical-animation.aspx; acessada em 7 jan. 2011.

Além dos fatores pré-angiogénicos, como o VEGF, os tumores sdo capazes de
produzir proteinas especificas ( Tumor Inhibitor Factors, TIF), como a angiostatina
e endostatina, que inibem o crescimento das células endoteliais.

10Conforme comentado anteriormente, tumores em fase pré-vascular tém didmetro de 1 a 2
mm, no maximo (Kerbel [53]).
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1.2 Fundamentos de quimioterapia antineoplasica

As classificagoes e conceitos apresentados a seguir foram extraidos de Brasil
[15], em que fizemos algumas modificagoes.

A quimioterapia antineopldsica consiste no emprego de substancias quimicas,
isoladas ou em combinagao (poliquimioterapia), com o objetivo de tratar neopla-
sias. B uma das modalidades indicadas para o tratamento de doengas malignas
do sistema hematopoético e para tumores sélidos.

A maioria dos agentes antineopldsicos atuam de forma nao seletiva, lesando
tanto células malignas quanto benignas. Como as diferencas entre as duas po-
pulagoes celulares sao mais quantitativas do que qualitativas, uma linha muito
ténue separa o sucesso terapéutico de uma toxicidade inaceitdavel. Os farmacos
agem interferindo com outras fungoes bioquimicas celulares vitais, por atuarem
indistintamente no tumor e tecidos normais de proliferagao rapida, como o sistema
hematopoético e as mucosas, o que obriga a interrupg¢ao periédica do tratamento
para a recuperacao do paciente.

Quanto a sua finalidade, a quimioterapia pode ser classificada em:

o Curativa — Objetiva a erradicacdo de evidéncias da neoplasiall. E utilizada,
por exemplo, em leucemias agudas.

e Paliativa — Visa melhorar a qualidade de vida do paciente, minimizando
os sintomas decorrentes da proliferagao tumoral, aumentando seu tempo de
sobrevida em fungao de uma redugao do nimero de células neoplésicas.

e Potencializadora — Quando utilizada simultaneamente a radioterapia, no
sentido de melhorar a relagao dose terapéutica/dose téxica do tratamento
com irradiagdo, objetiva, principalmente, potencializar o efeito dos anti-
neopléasicos no local irradiado e, conceitualmente, nao interfere no efeito
sistémico do tratamento. E empregada, por exemplo, em tratamentos de
tumor de pulmao.

e Adjuvante — Quando é realizada posteriomente ao tratamento principal, quer
seja cirturgico ou radioterdpico. Tem por finalidade eliminar a doenca residual
metastatica potencial, indetectavel, porém presumida existente. E indicada,
por exemplo, para tratar tumores de mama, ovario, célon e reto.

e Neoadjuvante — Quando é realizada previamente ao tratamento principal,
quer seja cirurgico ou radioterapico. Objetiva tanto a redugao do volume
tumoral quanto a eliminacao de metastases nao detectaveis clinicamente ou,
eventualmente, formadas no momento de manipulagao cirtrgica. Pode ser
usada, por exemplo, em sarcomas e tumores de mama avancados.

11O cancer nio é detectdvel abaixo de um certo limite clinico (ver Figura (1.1)).
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Quanto a relagao com o ciclo celular, os agentes quimicos podem ser classifica-
dos em:

e Quimioterapicos ciclo-especificos: As medicacoes ciclo-especificas sao aque-
las que se mostram mais ativas nas células que se encontram numa fase
especifica do ciclo celular. A especificidade da fase do ciclo celular apresenta
implicagoes importantes: observa-se um limite no nimero de células, que
podem ser erradicadas com uma Unica exposi¢ao, em um curto espago de
tempo a medicagdo, uma vez que somente aquelas células que estiverem na
fase sensivel sdo mortas. Uma dose mais elevada nao consegue matar mais
células. E necessario, entao, promover uma exposicao prolongada ou repetir
as doses da medicagao para permitir que mais células entrem na fase sensivel
do ciclo.

e Quimioterapicos ciclo-inespecificos: O efeito citotéxico das medicagoes ciclo-
inespecificas é obtido em qualquer fase do ciclo celular. Esses agentes sao efi-
cazes em tumores grandes com menos células ativas em divisao no momento
da administracao da medicacao. Os antineoplasicos ciclo-inespecificos sao,
geralmente, mais dose-dependentes que os antineoplasicos ciclo-especificos.
Isto significa que o nimero de células destruidas é diretamente proporcional a
dose da medicagao administrada. Do ponto de vista farmacocinético, quanto
maior a dose administrada, maior a fragao de células mortas. Um grupo de
medicagoes que parecem ser eficazes, quer estejam as células neoplasicas em
ciclo de divisao ou em repouso, sao os alquilantes.

Protocolos antiangiogénicos de quimioterapia antineoplasica

A angiogénese é um artificio fundamental que os tumores possuem para pro-
ver seu desenvolvimento. Consequentemente, nos ultimos anos, grande parte das
pesquisas tem sido direcionadas para o estudo de terapias antiangiogénicas. Tais
tratamentos consistem em administrar drogas desenvolvidas especificamente para
agir sobre as células endoteliais e inibir a angiogénese, como modelado mate-
maticamente por Hahnfeldt et al. [46]. Todavia, o efeito de inibi¢ao vascular,
também, pode ser obtido através de determinados protocolos quimioterapicos an-
tiangiogénicos, os quais consistem em administrar agentes quimioterapicos que nao
sao drogas antiangiogénicas, mas que provocam tal efeito se o intervalo entre as ad-
ministragdes da droga for relativamente curto'? (Kerbel & Kamen [54]). Diante do
emprego desta forma de terapia, também chamada quimioterapia metronémica'?

)

12Por exemplo, intervalo de seis dias constitui um esquema antiangiogénico, enquanto para o
protocolo convencional este valor é normalmente de 21 dias (Browder et al. [18]).

130 termo metronomic chemotherapy apareceu pela primeira vez no artigo de Hanahan et al.
[47].
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Browder et al. [18] relatam a eliminag@o de carcinoma pulmonar de Lewis em ra-
tos, fato este que nao ocorreu no referido estudo quando o protocolo convencional
foi empregado.

Apesar de nos esquemas de tratamento antiangiogénicos, a dose cumulativa
da droga ser frequentemente mais baixa, em alguns casos, sao utilizadas doses
superiores aquelas da terapia em regime convencional, especialmente em alguns
estudos pré-clinicos que buscam aumento de sobrevida (Bello et al. [10] e Man
et al. [62]). Diferentemente da quimioterapia em dose densa (convencional), na
qual as células tumorais sao o alvo, a quimioterapia metronémica tem por objetivo
eliminar as células endoteliais responsaveis pela neovascularizagao do tumor.

1.3 Exercicios

1. Aponte as diferencas existentes entre tumores begninos e malignos. Qual
desses dois tipos é o mais prejudicial e por qué? Qual deles constitui o
cancer?

2. Quais as semelhangas e diferengas entre as quimioterapias dose densa (con-
vencional) e metronémica? Diferencie essas duas modalidades quanto aos
seus principios de acao e a administracao da droga.

3. Deseja-se administrar um agente quimioterdpico cujo efeito resposta seja
independente do ciclo de divisao celular. Qual é a escolha mais adequada:
administrar uma droga ciclo-especifica ou ciclo-inespecifica? Justifique sua
resposta.

4. Num protocolo de tratamento hipotético, um agente quimioterapico é ad-
ministrado via intravenosa a cada trés semanas. Sabendo-se que ao inicio
do tratamento o tumor a ser tratado possui 10'C células e supondo-se que
a droga utilizada provoque uma redugao tumoral de dois logs por infusao,
quanto tempo de terapia é necessario para que o paciente seja curado? Ad-
mita que o crescimento do tumor é desprezivel no decorrer do tratamento e
que a cura ocorre quando o numero de células tumorais for menor do que
um.



Capitulo 2

Modelagem matematica em
cancer e farmacologia

Podemos entender um pouco melhor a natureza por meio das investigacoes
cientificas e a utilizacao da Matematica na descrigcao, modelagem e predigao do
nosso mundo em todos os seus aspectos. Entretanto, as aplicacoes em Biologia s
recentemente tém atingindo grande dimensdo, em particular em céncer/tumores
— quimiotaxia, angiogénese, dinamica tumoral, etc. Por exemplo, modelos de
crescimento de tumores sélidos tentam descrever o crescimento da massa/volume
de células em relagao a algum metabolismo importante como oxigénio e taxa de
natalidade/mortalidade; modelos de angiogénese focam nas células endoteliais; ha
também a modelagem matematica da invasao e metastase, que incluem invasao de
tecidos hospedeiros e crescimento de tumores decorrentes de metdastase.

O crescimento de tumores malignos é resultado de miltiplas mudancas genéticas
e epigenéticas, em que cada uma é insuficiente, por si, para transformar a célula,
mas podem conduzir ao cancer por acumulacao. Estas mudancas sao heterogéneas
e nenhum defeito genético, conjunto ou sequéncia de defeitos é encontrado nas
células que exibem transformacao fenotipica.

Em ambito celular, cada mudancga genética tem o potencial de produzir uma
subpopulacao com propriedades fisiologicas diferentes daquelas dos seus prege-
nitores. Essas mudangas genéticas e consequéncias fisiolégicas controlam a in-
teragao de desenvolvimento das células tumorais umas com as outras e também
com as células normais, produzindo um tumor que apresenta um comportamento
varidvel, como por exemplo os tumores benignos, com crescimento limitado, po-
dendo evoluir gradativamente para um tumor agressivo e letal ao hospedeiro como
os tumores malignos. Diferengas inconsistentes foram encontradas em células nor-
mais e transformadas, com mudangas no gendtipo; nenhuma propriedade ou um
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conjunto de propriedades foi encontrado em todas as populacoes de tumores. A
importancia destas diferengas é frequentemente obscura. Ela é importante para
separar mudangas aleatérias insignificantes daquelas as quais finalmente conferem
a uma populagao transformada as caracteristicas que controlam estas interagoes
com o hospedeiro.

O organismo fornece a estrutura conceitual do caso para o estudo da relagao
tumor-hospedeiro. Cada volume de tecido pode ser modelado como uma comu-
nidade celular povoada por “espécies” de células epiteliais e mesenquimais, que
estao em equilibrio dindmico uma com a outra e também com o ambiente. Trans-
formacoes malignas produzem, inicialmente, um pequeno numero de individuos
de uma espécie tumoral, os quais sao imediatamente inseridos em uma rede com-
plexa de interagoes com as células normais da comunidade. Para a tumorgénese,
as células transformadas devem apresentar propriedades que permitem a aquisi¢ao
do espago e dos recursos da populacao existente, apesar da vantagem numérica das
dltimas e da atividade inibitéria da resposta do hospedeiro.

Modelos da interagao tumor-hospedeiro, como populagoes competindo, sao ex-
plorados para definir parametros criticos, os quais controlam os resultados, de
modo que estas mudangas fenotipicas observadas em células malignas podem ser
compreendidas de acordo com suas contribuigbes para a tumorgénese (Gatenby
[39], Gatenby & Vincent [40] e Gatenby [41]).

Ainda nao hd nenhum modelo para crescimento de tumor sélido totalmente
baseado em fundamentos e propriedades observéveis de biologia tumoral (Herman
[49]). Os modelos atuais para o crescimento de tumor sao, principalmente, oriun-
dos de ajustes de curvas, simulagoes em computador, ou de equagoes diferenciais
baseadas em simplificagdes de conceitos biolgicos. A principal razéo para a falta
de modelos sofisticados e robustos é a dificuldade de modelar os controles de cres-
cimento. Nos modelos atuais, hd um desconhecimento geral de como o tamanho
do hospedeiro afeta o crescimento neoplasico. Por exemplo, embora a maioria das
pesquisas em cancer sejam desenvolvidas em animais significativamente menores
que humanos, principalmente em ratos, nao hd nenhuma teoria completa para
predizer como o crescimento do tumor (ou qualquer outra propriedade do tumor)
varia de organismo para organismo baseado no tamanho. Também ha pouco enten-
dimento de como o uso de energia pelas células do tumor determina o crescimento
de tumores sélidos. De acordo com Drechsel [29], a energia de ligacao das pontes
de hidrogénio influencia no mecanismo de reparacdo do DNA.

Se todas as células cancerigenas tivessem a capacidade de se replicar de modo
eficiente, o processo seria incontrolavel. Logo, um crescimento exponencial nao po-
deria ser sustentado num longo periodo de tempo. Entao, deve haver um processo
limitante, uma inibigao. Além da existéncia de competigao celular, é razoavel pen-
sar que um fator limitante é a diferenga multiplicativa, ou seja, uma célula filha
pode nao ter a mesma propriedade de replicacao da célula mae. Podemos simplifi-
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car, dizendo que o tumor possui células vidveis (com capacidade de duplicagao) e
invidveis (ou diferenciadas). As células vidveis sao responsédveis pelo crescimento
do tumor e pela morte de seu hospedeiro. Experimentalmente é muito dificil ana-
lisar a populagao de células vidveis. S6 é possivel analisar a massa tumoral total.

Devido ao carater introdutério deste livro, nao pretendemos fazer uma andlise
do estado-da-arte de modelos matematicos em cancer e quimioterapia, mas apre-
sentar alguns exemplos que envolvem somente equagoes diferenciais ordinarias.
Sugerimos a leitura/consulta dos livros, para uma profunda andlise do tema, de
Adam & Bellomo [1], Bellomo et al. [11], Britton [17], Deisboeeck & Stamatakos
[27], Eisen [30], Jones [52], Martin & Teo [64], Preziosi [78] e Wodarz [96].

2.1 Modelo exponencial

Malthus [61] afirma: Uma populagdo, se ndo contida, cresce sequndo uma razao
geométrica. Mas qual a relacao entre o crescimento tumoral e essa afirmagao?

Em um tumor em estagio inicial de desenvolvimento nao ocorre angiogénese, e
considerando-o como constituido de uma tnica populagao celular, pode-se assumir
que sua taxa de crescimento é proporcional ao ntimero de células tumorais N (t),

ou seja, %—]X o N. Denotando-se por r a constante de proporcionalidade, entao

dN
— =rN 2.1.1
ar ( )

em que r > 0 é a taxa de crescimento intrinseca na qual as células se dividem,
com dimensdo tempo~!. Pode-se escrever ainda (%)/N = r, isto é, a taxa de
crescimento tumoral per capita é constante.

O modelo descrito pela equagao (2.1.1) possui algumas hipéteses implicitas:
auséncia de estrutura espacial, N é suficientemente grande a ponto de ser tratado
como uma variavel continua, as células tumorais se dividem a uma taxa constante
e de forma ndo sincronizada e ndo hé estocasticidade demografica' ou ambiental?.

Resolvendo-se (2.1.1) para N(t = 0) = Ny > 0, nmero inicial de células

tumorais, encontra-se
N(t) = Noe™, (2.1.2)

que resulta em crescimento exponencial, sendo portanto ilimitado.
E razodvel pensar que, de fato, o crescimento de tumores no estagio inicial
pode ser bem aproximado por (2.1.2). Evidentemente, a equagao (2.1.2) é vélida

para crescimento de tumores apenas no estagio inicial. Observamos que para um

IRefere-se a flutuagdes aleatérias na taxa de crescimento devido & variabilidade individual em
termos de sobrevivéncia e reprodugao.
2Mudancas ambientais que provocam alteracdo no valor de .
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problema envolvendo cirurgia e quimioterapia Kohandel et al. [55] consideram que
o crescimento celular é exponencial, ja que tanto cirurgia, quanto a quimioterapia
irao agir na fase inicial da doenga, e isto implicard maior possibilidade de sobrevida
do paciente.

2.2 Modelos com saturacao de crescimento tumo-
ral

O modelo exponencial nao explica a saturagao observada no crescimento de
véarios tipos de tumores. Por essa razao, tal modelo é valido apenas para tumores
avasculares, nos quais a angiogénese nao tenha ocorrido, os quais, segundo Kerbel
[53], possuem, no maximo, em torno de 1 a 2mm de didmetro.

Sabe-se que as células tumorais competem entre si por recursos vitais e oxigénio.
Verhulst [90] e Lotka [58]3 propuseram um modelo de dindmica populacional que
contempla tal interagao, dado por

dN N

em que k > 0 é a capacidade suporte da populagao tumoral e (1 — %) representa

a competicdo intraespecifica. A solucao de (2.2.3) é dada por

k

N(t) = —— ,
14 (m - 1) et

(2.2.4)

em que li+rn N(t) = k, indicando saturagao de crescimento. Para k > N, N/k <
—+00

1 e, nesse caso, a equagdo (2.2.3) reduz-se a (2.1.1).

Embora tal solugao contemple inibicao de crescimento, sua simetria em relagao
ao ponto de inflexdo N = g confere ao modelo logistico pouca flexibilidade no
ajuste de dados experimentais (Byrne [22]). Assim, pode-se pensar num modelo

mais geral, o modelo logistico generalizado, dado por

AN 1 N’

no qual o valor de 6 define a rapidez na qual a saturacédo é atingida. A solucao de

3A formulagio original deste modelo é de Verhulst [90], mas a formulagdo aqui apresentada é
atribuida a Lotka [58].
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(2.2.5) é dada por

1+ <(Ni0)0 - 1) e—rt

Na equagdo (2.2.5), se # = 1 obtém-se (2.2.3), o modelo logistico. Por outro
lado, se § — 0% tem-se o modelo de Gompertz dado por

dN N

N(t) =k

(2.2.6)

Um modelo ainda mais versatil que (2.2.5), desenvolvido por von Bertalanffy
[12] é
dN
—— =(N¥—pN¢, (2.2.8)
dt
em que (, p, @ e £ sao parametros positivos. Para que haja inibigao do crescimento,
& > ¢. Vejamos como & e ¢ podem ser interpretados em termos da dinamica
tumoral.
Como o volume V do tumor é proporcional ao nimero de células, de modo a
quantificar o metabolismo tumoral, pode-se reescrever a equacao (2.2.8) como

v Ve — pVeE, (2.2.9)
dt
em que (V¥ representa o anabolismo (crescimento tumoral, via sintese de substancias)
e —pV*¢, o catabolismo (dimui¢do tumoral, via consumo de substancias). Quanto
maior a area superficial S do tumor, maior a difusao de oxigénio e nutrientes
através de sua superficie, donde resulta que o crescimento tumoral é proporcional
a area de sua superficie. Ja o consumo de substancias é proporcional ao volume
tumoral V', implicando que, quanto maior for o tamanho do tumor, maior sera
o consumo de nutrientes e oxigénio. Assim, segundo as consideragoes anteriores,
(V¥ < S e pV& o« V. Para um tumor esférico de raio r tem-se que V o 13 e
S o r2, resultando em S o Vi o r2. Assim, p = % pois (V¥ x S Vi, e
¢ = 1 pois pV¢ x V. Neste caso, denomina-se a equagao (2.2.9) como surface
rule model.

Diante de vérios modelos de crescimento tumoral, é natural questionar qual
é o mais compativel com dados experimentais. Spratt et al. [87], em um estudo
com 113 pessoas, concluem que o modelo logistico generalizado é o que melhor
ajusta os dados de cancer de mama. Michelson et al. [65] mostram que o modelo



32 Modelos matematicos

de Gompertz fornece o melhor ajuste para crescimento volumétrico de tumores in
vivo, em quatro das cinco populagoes de células tumorais estudadas pelos autores.
Vaidya & Alexandro-Jr. [89], comparando a doenga em humanos e ratos, apontam
que o modelo logistico é mais robusto no ajuste dos dados de todas as sete pessoas
participantes do estudo, enquanto em sete dos dez casos relatados em ratos o mo-
delo de von Bertalanffy é o melhor. Entao, é dificil provar que o crescimento de
tumores segue uma lei universal (Retsky [80]). Notamos que o modelo gompert-
ziano, apesar de menos versatil do que os demais, ainda é o mais empregado para
descrever dados de crescimento de tumores malignos (Bajzer & Pavlovic [4]). Nao
hé justificativa unanime para tal escolha (Bajzer & Pavlovic [4] e Britton [17]),
sendo necessarias maiores investigagoes.

Assim como as células de cada tecido do corpo humano, cada tipo de tumor
possui um valor caracteristico r de taxa de crescimento, obtido através de dados
experimentais in vitro ou in vivo, ou, ainda, relacionando-o com o tempo de du-
plicagao de tamanho do tumor. Em um tumor em fase exponencial de crescimento,
utilizando-se (2.1.2), N(0) = Ny e para o tempo tq de duplicagdo, N(tq) = 2Ny,
resultando em 2Ny = Nge"t¢. Logo, r é dado por

ld
=g (2.2.10)

Sobre a ordem de grandeza das células tumorais, sabe-se que um tumor é visivel
aos raios X quando possui 108 células (Weinberg [91]), clinicamente palpdvel em
humanos a partir de 10° células ~ 1g (Weinberg [91]), que pessoas com a doenca
geralmente nao sobrevivem apds o tumor atingir por volta de 102 células ~ 1kg
(Spratt et al. [87] e Weinberg [91]) e que um homem adulto possui aproximada-
mente 5 x 10'3 células? (ver também Figura 1.1).

Considerando tais informagoes e para comparar os modelos apresentados, exi-
bimos, na Figura 2.1 (Rodrigues [82]), uma simulagdo numérica de crescimento
tumoral, em que utilizamos para r o valor médio obtido por Spratt et al. [87] para

metéstases pulmondrias em humanos®.

2.2.1 Modelo de Bassanezi

De acordo com Bassanezi et. al. [7], o crescimento de tumores sélidos pode ser
modelado pela equacao

dT
dt
4Esta estimativa considera que 10° células ~ 1g (Schaebel [85]).
5Tal estudo contemplou 58 homens e 60 mulheres, em que nio houve diferenca significativa
ao nivel de 5% entre as médias de taxa de crescimento tumoral de cada sexo. Os dados foram

coletados na fase de crescimento exponencial do tumor, ou seja, quando o tempo de duplicacdo
do tumor é aproximadamente constante.

Ty(1-y) (2.2.11)
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Figura 2.1: Crescimento de tumor em humanos segundo os modelos exponencial,
logistico, de Gompertz e logistico generalizado, em que r = 1072 /dia, k = 10*2
células, N(0) = 4 x 102 células, e para o modelo logistico generalizado § = 2. O
modelo logistico e o0 modelo exponencial sao indistinguiveis no inicio da dinamica
(Rodrigues [82]).

em que T é a massa tumoral total, y é a taxa de inibicao para células diferenciadas,
v € a taxa de duplicagao de células vidveis.
Experimentalmente, observa-se que y cresce com o tempo; y € (0,1], sendo
y = 1 a inibicao total. A taxa de inibi¢ao tumoral pode ser modelada pelo modelo
gompertiziano, a saber
dy

e —aylny, (2.2.12)

em que a é uma constante de proporcionalidade. A solugéo de (2.2.12) é

_emat+C

y(t) =e : (2.2.13)

em que C' é uma constante obtida experimentalmente pela quantidade de células
viaveis inoculadas em um animal cobaia.
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Substituindo a equagéo (2.2.13) na equagao (2.2.11), temos

% T (1 _ e—e*‘”*c) , (2.2.14)

Considerando os valores exibidos em Bassanezzi et. al. [7], que sdo a = 0,231,
v=1,073 e C = 1,075, a equagao (2.2.14) torna-se

d (—0,231t+1,075)
—_ —_— p— ( € )
7 T'(t) =1,073T(t) (1 e ) . (2.2.15)

O gréfico da solugao da equacgao (2.2.15) é exibido na Figura 2.2, em que obser-
vamos rapido crescimento (exponencial) e depois inibi¢ao do crescimento tumoral.

Figura 2.2: Crescimento tumoral. A curva em preto é a solugdo numérica de
(2.2.15) e as cruzes sao dados experimentais apresentados em Bassanezzi et. al.
[7]. O tempo, t, é dado em dias e a massa, m, em g.



Modelo de competicao 35

2.3 Modelo de competicao

A seguir, apresentamos um modelo matemé&tico proposto por Gatenby [39],
que ¢é baseado na competicao de células normais e células tumorais estando estas
modeladas como populagoes competidoras pelo espaco e outros recursos em algum
volume do tecido dentro de um érgao. Nesta andlise, a heterogeneidade de células
tumorais e os tipos de células normais no tecido normal sao simplificados supondo
uma dominancia normal Ny e uma populacao tumoral N; existentes em um dado
tempo. Entao,

dNy k1 — N1 — a2 N
W = T N1 ( kl )
, (2.3.16)
dN> ka — Na — as1 N1
7 = T2 N2 ( k2 )

com N;j a populagao de células tumorais, N a populagao de células normais da
qual o tumor se origina, r a taxa intrinseca de crescimento para cada populacao,
k; a capacidade suporte ou nimero maximo de células de cada populagao que
poderia ocupar o espago tecidual e ser adequadamente suportado pelo ambiente
na auséncia da populagao competidora, as; o coeficiente de competi¢ao medindo os
efeitos em N> causados pela presenga de células tumorais Ny, a2 0 coeficiente de
competicao medindo os efeitos em N7 causados pela presenca de Ny — porque esta
interacao pode ser complexa e varidvel, ela é dividida em estimuladores e inibidores
do crescimento, ou seja, aja = ai2; — Q12s, sendo ajz; a quantidade do efeito
inibitério do hospedeiro na populacao tumoral, incluindo a inibicdo imunoldgica
da resposta e por contato e ayz; a interacao do hospedeiro (fator de crescimento)
que estimula o crescimento da célula tumoral.

A interacao da populagao tumoral com as células hospedeiras pode resultar em
trés estados constantes estaveis nao triviais:

1. Extincao da populacao original.

2. Equilibrio estavel em que células transformadas coexistem com células nor-
mais.

3. Extingao da populagao invasora.

Agora iremos analisar em detalhes este modelo. H4 trés fases do crescimento
do tumor. A primeira ocorre imediatamente depois do inicio da transformagao
do clone e determina se o sistema retornara para seu estado constante em que
Ny = kg e N1 = 0, isto é, determina a sobrevivéncia do clone tumoral. Se o clone
persistir, o sistema movera para um dos dois estados constantes novos:
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1. Tumor coexiste com o tecido normal, o que corresponde ao crescimento nao
agressivo do tumor que pode arbitrariamente ser classificado como benigno
(se uma grande populagdo normal persistir) ou cancer “potencialmente ma-
ligno” (se somente uma pequena populagao normal persistir).

2. O tumor destréi inteiramente a populagao normal correspondendo ao cancer
agressivo, altamente maligno.

Para a andlise destas fases, de interagao de tecido normal com uma populagao
tumoral emergente (Fase 1) podemos modeld-la reescrevendo as equagoes (2.3.16)
com o dado que N> é aproximadamente ks e N7 é muito pequeno, ou seja

dN; N1 o2
o - (1‘;71‘;71%)
(2.3.17)
dNy Ny an
o (1— B Nl)

Para N7 pequeno (N7 < k1) e No proximo a kg, entdo (N1/k1) = 0e (Na/ke) ~
1, ficando as equacoes reduzidas a

le a2
— = Ny (1-—N.
i 71 4V1 ( o 2
(2.3.18)
dNo Q21
— = Ny ([ ——— N
dt T2 V2 ( ks 1
A pequena populacdo transformada evoluird somente se dﬁl >0e dfi? <0

para N7 pequeno e Ny préoximo de kg, o que significa que a pupulagao tumo-
ral apresentard um crescimento e a populagdo normal diminuird ou se manterd
constante.
Portanto, para (2.3.17) temos que

dNy Q12

—— >0,sel — —= N5 >0,

dt ko
ou seja, se aja < ]’3—12

Entao, aj9; — aqos < J]f[—lz Como N, é aproximadamente k2, segue que

< kl
o -—.
12 L

Da equagao (2.3.17) temos que
dNy Qa1

Y2 0 e 22 >0,
at =, T
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Logo, ag; > 0.

Para analisarmos a estabilidade do sistema, teremos que encontrar primeiro
os pontos de equilibrio das equagoes. Através destes pontos poderemos inferir
o comportamento das células normais e tumorais em diversas situacoes. Para
determiné-los, igualamos as equacoes a zero. Entao,

dNy N1 o2
- 0 Ny (1= 222N, =0 2.3.19
L =711V ( o Ty 2) ) ( )
dNs Na o
—= = 0=>m Ny |1———-—"-N;|=0. 2.3.20
i T2 N2 < ks ks 1> ( )
As solugoes sao
° N1 = 0, N2 = O;
e N1 =0, Ny = ky;
[ ] lekl,NQZO;
[ ]
—k
N, = 2+ ao1 ky
—1+4 a2 a2
(2.3.21)
—k
N, 1+ a2 ks
—1+ az ag
De (2.3.21), segue que
—k k k
Ny w:Oéaglklszéklz—Q,
—1 4+ a1 12 21
e
—k k k
Nl—w:()éalgkgzklékaz—l.
—1 4+ a1 12 12

Usando estes dois valores encontrados, podemos construir as iséclinas (ver
secdo 2.6), lugar geométrico de representagao das equagoes oriundas dos pontos de
equilibrios.

Uma condicao necesséaria para a sobrevivéncia das células clonais é dada por

ky

Q125 > (125 — N
2

Uma andlise dessa equagao sugere duas fases no crescimento do tumor. Em
um periodo imediatamente depois dos eventos genéticos num clone transformado,
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este contém uma ou um pequeno numero de células as quais nao apresentam
vascularidade. A captacao de substrato para os clones depende da difusao do
tecido, o que resulta em uma menor capacidade vascular em relagao a do tecido
normal (k1 < k2). Sob esta condigao k1 /N2 é um valor muito pequeno e desprezivel
e, entao

Q12 > (125

Assim, a sobrevivéncia de clones tumorais é dependente de fatores gerados pe-
los hospedeiros. A persisténcia clonal somente ocorre se houver fatores positivos
de crescimento produzido por células normais, e estes devem exceder os fatores
negativos de inibi¢ao por contato e outros mecanismos os quais diminuem o cres-
cimento tumoral. Assim, os eventos iniciais incluem mudancas genéticas as quais
permitem que efeitos de estimulacao produzidos no hospedeiro ajam sobre o tumor.
A segunda fase no crescimento do tumor pode ser prevista se o clone transformado
se proliferar, um acontecimento andlogo ao de modelos classicos em carcinogénese
(Gatenby [39] e Gatenby & Vicent [40]). Deste modo, as condigoes iniciais que, Ny
é pequeno e Ny é grande, nao continuarao a valer. Desde que a expansao do tumor
requeira um declinio na populacao normal, o valor de J]f,—; progressivamente aumen-

tara, e quando grande, dominara o termo ao; — J]f,—; Assim, os modelos predizem
que a resposta do hospedeiro ao tumor decresce significativamente com o cresci-
mento tumoral. Além disso, como o termo ]If]—; torna-se grande, a dependéncia do

estimulo pelo hospedeiro decresce porque a;jz; — ]If,—; ficarda menor.

Quando as duas fases de crescimento estao completas, a resposta do hospe-
deiro é superada e ocorre o crescimento de células tumorais. O tumor torna-se
agora independente de fatores negativos ou positivos do hospedeiro. As mudangas
genéticas necessarias para a sobrevivéncia do tumor sao insuficientes para assegu-
rar um crescimento invasivo do tumor. Estas mudancas ocorridas na populacao
conseguem somente manter um estado de constancia, em que coexistem células
normais e tumorais. Este estado é pré-maligno porque um ou mais de seus mem-
bros pode adquirir um fendtipo invasivo, se ocorrerem mudangas genéticas que
lhes propiciem esta capacidade. Biologicamente, este estado inicial é equivalente
ao crescimento do tumor benigno (mas com um potencial maligno-indolente) ou
um maligno nao invasivo como o carcinoma in situ.

Exigéncias para o crescimento maligno podem ser determinadas aproximando
as equagoes de (2.3.16) a 0 com a condigdo que N2 tende a 0. Logo,

AN, Ny
NN (1),
a 1< kl)

Para dN1/dt > 0, N1 < k1, e a segunda equacao (2.3.17) é reescrita como

dN> Qo1
—==1r9Ny [1——"N; ).
o — 22 ( T 1)
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Para dN»2/dt < 0, com k; préximo a Ny, temos que

2
Qo1 = T
1

Na Figura 2.3, exibimos uma simulagao numérica para o modelo de Gatenby.

Figura 2.3: Solucao numérica do modelo de Gatenby [39], no qual a situagao de
equilibrio ¢ a coexisténcia entre células tumorais Nz (linha tracejada) e células nor-
mais N (linha cheia). Parametros utilizados: r1 = 2,2, k1 = 60, a2 = 0,005, =
1, 1, kz = 10, g1 = O, 1.

2.4 Modelo em angiogénese

Apresentamos modelo devido Michelson & Leith [66], que é baseado em duas
populagoes de células de tumor. Modelando estas populacoes e suas taxas de cres-
cimento e aparecimento, explicitamente como uma funcao da capacidade suporte,
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pode-se predizer a dinamica como regressao do tumor, ressurgimento e estabili-
dade. Este modelo descreve o controle de crescimento de tumor explicitamente
como uma funcao dinamica da resposta de hospedeiro. A angiogénese, através da
indugao da formagao de novos vasos sanguineos, faz com que o tumor primério
possa comandar, até certo ponto, seu préprio destino. Isto é especialmente verda-
deiro se a hipéxia® tumoral resultar em regulacao do sinal angiogénico.

Suponha que um tumor seja composto por duas populacoes celulares distintas,
X e Y, que crescem segundo o modelo logistico, enquanto competem por recursos
limitados, e que uma emerge da outra. Entao, podemos modelar o microambiente
do tumor como a interacao dinamica das duas populagoes

dX X
— = nX(l-=—-qY)|-mX
dt T1 ( kl C1 > m
: (2.4.22)
dy Y
— = Y(l-——-cX X
o ) ( s C2 ) +m

em que r; (i = 1,2) representa mitose, k; (i = 1,2) representa capacidade suporte
(habilidade do hospedeiro para suportar cada subpopulacao de tumor), ¢; (i = 1, 2)
representa a influéncia que cada subpopulacao tem na outra, ou competicao por
recursos escassos e, por fim, m representa uma taxa de transigdo subjacente da
populagao X para a populacao Y.

Se Y representa uma subpopulac@o inativa (em que supomos que hipdxia de
tumor seja uma medida de quiescéncia), entdo 1o = 0, e, removendo-se os indices,
a equagao (2.4.22) se torna

dX X
(2.4.23)
dYy
- = X
dt "

O sinal basico empregado pelo tumor para manipular seu préprio ambiente
é angiogénese. Este tipo de sinal de adaptacao altera o microambiente local,
tornando-o mais propicio para o crescimento de tumor. A forma da funcao de
resposta do hospedeiro para vérios sinais angiogénicos gerados pelo tumor é des-
conhecida. Segundo Michelson & Leith [66], ndo existe nenhum dado experimental
sobre que formas eles poderiam ter. No modelo, o parametro que representa estes
tipos de sinais de adaptagdo é o k. Entdo, podemos estender a equacao (2.4.23) &

6Deficiéncia parcial de oxigénio no tecido.
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forma
dX X
@ = (- rmr )
: (2.4.24)
dy
il X
di "

em que a fungdo K(X,Y; ) modela a angiogénese e 8 é o vetor de pardmetros
contidos na forma funcional escolhida para K.

2.5 Modelos em farmacologia

De forma simplificada, pode-se considerar que a farmacocinética estuda os pro-
cessos que uma droga sofre no organismo (da administragao a excrec¢do), enquanto
a farmacodinamica analisa o efeito resposta de drogas.

Baseando-se em Bellman [9], apresentaremos agora a modelagem farmacoci-
nética. Contudo, interessa-nos nao somente estudar a variagdo na quantidade de
droga, mas também a farmacodinamica. Para tanto, incluimos ainda um modelo
de resposta a droga de Hoppensteadt & Murray [51], que, apesar de nao ter sido
concebido especificamente no contexto da farmacologia oncoldgica, nos ajudara a
explicar a saturacao do efeito resposta a droga.

2.5.1 Farmacocinética

Considere o sistema circulatério como um compartimento no qual a quantidade
de uma dada droga é ¢(t). Suponha ainda que uma droga seja injetada neste com-
partimento a uma taxa u(t). Por processos como excre¢ao e/ou metabolismo, a
droga decai a uma taxa . Assim, utilizando a lei da conservagao da massa, a quan-
tidade de droga no compartimento apds um tempo dt, arbitrariamente pequeno, é
dada por

c(t +dt) = c(t) — yc(t) dt + u(t) dt, (2.5.25)

isto é, a quantidade de droga, apds transcorrido um tempo dt, é igual a quantidade
de droga ¢(t), menos a quantidade de droga v ¢(t)dt que decaiu, mais a quantidade
de droga u(t) dt que foi injetada. Supondo-se que c(t) seja diferencidvel, tem-se,
por expansdo em série de Taylor (em torno de t), que

dc(t)
dt

c(t +dt) ~ c(t) + dt, (2.5.26)
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em que os termos de ordem superior a um foram desconsiderados. Quando se
considera que o decaimento de droga é proporcional a ¢(t), entao tem-se a cinética
de primeira ordem. Substituindo-se (2.5.26) em (2.5.25), resulta

de(t)
dt

= u(t) —ye(t), (2.5.27)

com ¢(0) = ¢y (na prética, cg = 0). A solugao de (2.5.27) é dada por

ct)y=e " /0 e’ u(s)ds. (2.5.28)

Quanto ao valor de v, este pode ser obtido a partir de (2.5.27) com u(t) = 0, de
forma anéloga ao cdlculo da taxa de crescimento (ver equagdo (2.2.10)), resultando
em

t1/2
== 2.5.29
7= g ( )
em que 11 /5 € o tempo de meia-vida da droga considerada.

Comentdrios em detalhes sobre a aplicagao da equagao (2.5.29) serdo feitos no
préximo capitulo. Antes, vejamos a resposta & droga considerando-se cinética de
primeira ordem, na qual se aplica a quimioterapia antineopldsica (Buick [19]).

2.5.2 Farmacodinamica

Em geral, é a ligacao de sitios especificos que provoca a resposta farmacologica
no individuo. Sejam A(t) e I(t) o nimero de sitios ativos (livres) e inativos
(ligados), respectivamente. Considerando-se que nenhum sitio é criado, entao
A(t) + I(t) = n. A partir de tais consideracoes, Hoppensteadt & Murray [51]
propuseram o seguinte modelo

dA
i al —fAc
, (2.5.30)
dI
pri BAc—al
em que A(0) = n e I(0) = 0. Assume-se que a taxa de ligagdo é proporcio-

nal & quantidade ¢(¢) de droga e também ao ntimero de sitios ativos disponiveis.
Supondo-se ainda que a resposta r(t) é proporcional a quantidade de droga e ao
nimero de sitios livres (ativos), tem-se que

r(t) = ic(t) At), (2.5.31)
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em que ¢ > 0 é a resposta caracteristica de um determinado individuo. Se a taxa
de ligagao é alta, o nimero de sitios ativos e inativos equilibra-se rapidamente.
Assim, utilizando-se que A + I = n, no equilibrio, tem-se que

an

A = P (2.5.32)
- _ fBnec
I = P (2.5.33)

Consequentemente, a resposta a droga é dada por

tanc
T = 5 2534
P ( )
a qual caracteriza-se por uma resposta funcional do tipo Michaelis-Menten, sa-
turando em 7Tpax = “z" para valores grandes de ¢. Combinando-se (2.5.33) e

(2.5.34) pode-se escrever ainda que r = %, ou seja, a resposta a droga é propor-
cional ao nimero de sitios ligados. A equagao (2.5.34) modela saturacao de modo
apropriado: acima de uma certa quantidade de droga, a morte celular independe
da quantidade de droga.

No contexto de modelagem em cancer, Aroesty et al. [3] mostraram que tal
saturacao permite descrever dindmica tumoral sobre quimioterapia ciclo-inespeci-
fica. A equagdo (2.5.34) engloba ainda tratamentos com drogas ciclo-especificas,
desde que a droga utilizada atue principalmente em uma fase do ciclo celular que
gaste quase o tempo total do ciclo de divisao, de modo que a especificidade da
droga possa ser negligenciada.

2.6 Exercicios

1. Resolva a equagao (2.2.3) e obtenha a equacao (2.2.4).

2. Resolva a equacdo (2.2.5) e obtenha a equagéo (2.2.6). Dica: identifique
(2.2.5) como uma equagdo de Bernoulli e, entdo, aplique uma mudanca de
varidvel conveniente.

3. Deduza a equagdo (2.2.5) a partir de (2.2.3). Dica: utilize o limite funda-

mental lim =Ink.

z—0 xT

4. Obtenha (2.5.28) de (2.5.27). Dica: utilize o método do fator integrante.

5. Resolva a equagao (2.2.12) e obtenha a equagao (2.2.13). Dicas: i) utilize o
método de separagao de varidveis e ii) note que Iny < 0.
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6. Construa as iséclinas do modelo de Gatenby (2.3.16). E, entdo,
(a) Em quais iséclinas a sobrevivéncia do tumor ocorre? Que condigdes
devem satisfazer?

(b) Em quais iséclinas a extingdo do tumor ocorre? Que condic¢oes devem
satisfazer?

(¢) Quais as condigbes para o crescimento inicial do tumor? Sob tais cir-
cunstancias, o sistema retornara ao seu estado constante prévio?

(d) Podemos afirmar que ap; > 0 é uma condigao para que células tumorais
inibam o crescimento de células normais?
7. Construa os retratos de fase de (2.3.16).
8. Counsidere o modelo (2.4.24).
(a) Para m > 0 (constante) e K(X,Y;3) = k > 0 (constante), analise sua
estabilidade para ¢ >0 e c= 0.

(b) Param > 0 (constante) e K(X,Y;3) = k X (k > 0 e constante), analise
sua estabilidade para ¢ > 0e c = 0.



Capitulo 3

Modelagem em
quimioterapia

A poliquimioterapia® é largamente empregada nos dias de hoje e, embora, te-
nha gerado avangos no tratamento de cancer, quantitativamente pouco se conhece
sobre o efeito combinado de drogas. Por exemplo, um agente quimioterapico pode
potencializar o efeito de outro, o que implica em respostas terapéuticas nem sempre
aditivas?. Assim sendo, para simplificar nossa abordagem compreenderemos aqui
terapias nas quais ha administragao de apenas um dado agente quimioterapico.

Sobre a administragao, ha situagoes nas quais o medicamento é infundido inin-
terruptamente por alguns dias (Baxter [8]). Se tal administracao se d4 a uma taxa
constante, entdo ¢(t) = ¢ > 0. Entretanto, na maioria dos protocolos, administra-
se droga(s) em intervalos de tempo fixos e assim ¢(t) é uma fungio periddica.
Neste ultimo caso, como o tempo gasto na infusdo é muito menor que o tempo
total de tratamento do paciente, admitimos que a droga interage imediatamente
com o tumor. Denominamos estas duas situagdes como:

1. Administragao continua: ¢(t) = ¢ (constante) > 0.

2. Administracdo em ciclos: Nesta forma de administracdo, cada ciclo® dura
normalmente trés ou quatro semanas, seguido por um periodo de descanso,
no qual o quimioterapico nao é administrado®. De acordo com Martin & Teo

ITerapia anti-neoplésica na qual sdo utilizadas pelo menos dois agentes quimioterdpicos.

2Por exemplo, segundo Bonassa [13], o emprego individual de ciclofosfamida ou doxorrubi-
cina, ocasiona 30% de resposta favordvel em pacientes portadoras de cincer de mama avangado,
enquanto a administragido conjunta provoca 70 a 80%.

3Ciclo é definido como perfodo apés o qual o protocolo de tratamento se repete.

4Protocolos de tratamento sdo estabelecidos dessa forma, para que o paciente possa se recu-
perar a cada sessdao de quimioterapia.
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[64], definimos a velocidade de infusdo da seguinte forma:

, (3.0.1)
0, n+r7<t<n+T

q >0, n<t<n+4+r
(U—{
em que T+7 é o ciclo (perfodo entre o inicio das infusoes), n = 0, T, 27, ...,IT
é o numero de infusoes e 7 é tempo de infusao. Como o tempo no qual a
droga nao é administrada é muito maior que o tempo de infusao, T > 7.

3.1 Modelo de Kohandel

Seguindo Wheldon [93] e Costa [26], iremos considerar a exposi¢ao de células
tumorais para um quimioterépico ciclo-inespecifico com concentragdo ¢(t). Entao,
um modelo matemaético para a quimioterapia de uma droga ciclo-inespecifica para
uma populacao de células tumorais que seguem a lei de Gompertz é dado por

1 dN N
fﬁ?ﬁ”:_ﬂln<ﬁ)'_Adw’ (3.1.2)

com N a populagao de células tumorais, k = Ny exp(a%), an, € [ parametros

positivos.
Considerando ¢(t) = ¢, constante, temos que a solucao de (3.1.2) é dada por

N@)_szmp(<ag“—i%?)—(1—eW)). (3.1.3)

Para terapia ciclo-especifica, a andlise é considerada de acordo com o me-
canismo cinético responsavel pelo retardamento. Para um quimioterapico ciclo-
especifico, Wheldon [93] considera o seguinte modelo

%%g__ﬂm<%>(1—§dwy

com v a sensibilidade das células ao quimioterapico e A a taxa de crescimento
especifica das células. Neste modelo, a fragao de crescimento das células tumorais
responde instantaneamente a mortalidade decorrente do tratamento.

Agora, iremos ilustrar um modelo matematico relacionado com tratamentos
envolvendo quimioterapia e cirurgia. Este modelo foi proposto por Kohandel e
colaboradores [55], e envolve tratamentos de cancer do ovério, sendo que aqui
nos concentraremos principalmente nas equagoes. A droga considerada é ciclo-
inespecifica.
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H4 diferentes modelos propostos para estudar o efeito da quimioterapia no
crescimento tumoral, como, por exemplo, os propostos por Skipper e colaborado-
res [86], conhecido como log-kill (ver préximo capitulo para maiores discussoes),
Norton & Simon [70] (modelo NS) e Holford & Sheiner [50] (modelo Eyqz). O
modelo log-kill considera a mortalidade celular como proporcional a prépria po-
pulacao, o de NS que a mortalidade celular é proporcional a taxa de crescimento e
o modelo E,,,; € proporcional & funcao Michaelis-Menten. Para a cirurgia temos
um processo instantaneo, matando uma quantidade fixada exp(—w,) das células
tumorais, em que w; é relacionada com a porcentagem de células tumorais removi-
das — valores pequenos de w, correspondem a situagdes em que maior quantidade
de células tumorais nao sao detectadas durante a cirurgia.

O modelo proposto por Kohandel et al. [55] usando log-kill é dado por

dN

— =-ANI (ﬁ) — Nc(t) — ws Ly, N, (3.1.4)

k

em que c¢(t) é a concentracao da droga num tempo ¢ e

1, t =t
I“S_{ 0,t#ts

com t = t, instante da cirurgia.

Se cirurgia ou quimioterapia ainda néo ocorreu, a solugéo de (3.1.4) é a solugao
da equagdo de Gompertz. Para t =ty = t; instante do inicio da quimioterapia,
temos que, da solugao de (3.1.4),

N(to) = k (%)B . (3.1.5)

Para tg < t < ty, intervalo em que quimioterapia é aplicada, e usando (3.1.5),

segue que
N(t) =k exp <e_'8t (cl(t) +1n (%))) ,

() = — / "yt ar.

to

com

Agora, iremos considerar que cirurgia ocorre em t =ty e que exp(—ws,) células
s@o mortas, e entdo a solucao de (3.1.4) é dada por

Nye(t) = k exp (eﬁtf (cl(tf) +1In (%)) - ws> ,

com Ny (t) identificando a sequéncia quimioterapia,e, entdo, cirurgia.
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Para o caso em que cirurgia ocorre primeiro que quimioterapia, temos que o
namero de células logo apds a cirurgia em to é dado por

Bto

N(to) = ke <%> . (3.1.6)

Para ty < t < ty, intervalo em que quimioterapia é aplicada, e usando (3.1.6),

temos que
_Bt Ny —Bt
Neg(t) =kexp (e [ci(ty) +1n o ) T wse o).

3.2 Modelo de Byrne

Um modelo de tratamento quimioterapico desenvolvido por Byrne [22] per-
mite entender como a taxa na qual a droga é entregue afeta as células tumorais.
Tal modelo considera que o tumor, na auséncia de tratamento, cresce segundo a
curva logistica e que a droga quimioterapica elimina células tumorais ao entrar em
contato com elas. As equagoes desse modelo sao

dN N
= — rN (122 N = f(N,
d% r ( k) HQN = J( Q), (3.2.7)

em que N(t) representa o numero de células tumorais e Q(¢) é a concentragao
(média) da droga. As condigées inicias sao N(0) = Ny e Q(0) = Q. Os
parametros r e k ja foram descritos anteriormente; v é a taxa na qual a droga
torna-se sem efeito, como resultado de uma célula morta; A é a taxa de decai-
mento da droga e ¢(t) denota a taxa na qual a droga é entregue ao tumor.
Embora tal modelagem seja vélida, ainda que o medicamento fosse adminis-
trado por infusdo continua, o modelo apresentado em (3.2.7) ndo contempla as
células normais, e sabemos que estas certamente sao afetadas pela quimioterapia.
Quando ¢, = 0 nenhuma droga é administrada e tli)rgo N(t) = k. Considera-se

entao q(t) = goo > 0.

No estudo de sistemas dinamicos, hé grande interesse em saber se as varidveis
do sistema tendem a um valor fixo, quando ¢t — oo. Para tanto, calculam-se
os pontos fixos do sistema e analisa-se a estabilidade. Para o sistema acima em
questao, tem-se que

rN (1—%—;1@):0 e oo —AQ —7Q N =0, (3.2.8)
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com ¢(t) = ¢oo- Entdo,

N=0 e Q:%’", (3.2.9)
€
A vk Ak (g p
2 — _ —_— —_ =
N (1 ! >N+ - (M 1) =0, (3.2.10)
r N
Q=1 (1 - Z) . (3.2.11)

Para um tumor sélido especifico e uma dada droga, r, k, u, A e v sao fixos.
Assim, o tdnico pardmetro “livre” é ¢ (varia de acordo com o protocolo de trata-
mento), que aqui é tomado como um pardmetro de bifurcagio.

A equagao para N em (3.2.10) possui raizes reais se, e s6 se, seu discriminante
for nao negativo, ou seja,

A AN 2
(24 gy Ar —1)>0. 2.
A (7(1 A)) 47(” 1)_0 (3.2.12)

Deseja-se também que as raizes, além de reais, sejam positivas, para que as
solugbes tenham sentido biolégico. A solucao nao trivial para N é dada por

S (-2) (3 (%) e

2

N = (3.2.13)

Da equagao acima, tem-se que a condigao necessaria para que as duas raizes

sejam positivas é —% (1 — ka) > 0, implicando que V—/\k > 1.

Além disso, quando A = 0, tem-se que

N A2 k>
42" (q “—1):—2<1—L> : (3.2.14)
~y r 5y A
2
ecomo¥>06$—z(1—"*—)\’C > 0, entao
Joo b Ar

-1>0 = Qoo>—.
Ar 1

Para a existéncia de raizes reais, conclui-se, a partir de (3.2.14), que

A A E\?
g < 7’” <1 + o (1 - FYT) ) = o, (3.2.15)
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em que ¢2** é o maximo valor para o qual as solugoes reais existem. Desse modo,

h& simultaneamente dois valores de N que possuem significado biolégico se

AT vk
7<qoo<qg”0“ e T>1'

Ainda se ¢ < %, com 'ka > 1, haverd uma tnica raiz real positiva, pois

Ik < lem (3.2.13) e

\/@ <1_¥>)2—4¥(%—1)>—$<1—7—f>>0.

vk ‘ . sy Ar mazx.
No caso de 5= < 1, somente uma das raizes é real positiva, se T <l <4

)

ainda assim se goo < % as duas raizes sao negativas e nao podem ser interpretadas.

E preciso determinar quando cada um dos pontos fixos seréd estavel. Lineari-
zando (N, Q) em torno do ponto fixo trivial e introduzindo o parametro ¢ < 1,
tem-se

N(t) = 0+€N(), (3.2.16)
Q) = q%+6@(t), (3.2.17)

em que N(t) e @(t) sao as solucoes em torno do ponto fixo.
Substituindo (3.2.16) e (3.2.17) em (2.5.29) e (3.2.7), respectivamente, e fa-
zendo € — 0 obtém-se

@ = (5w
dA _ -
o - @ qu
cuja solugao é
N(t) = N(0)exp ((T _ %) t),
Q) = <Z(O) + %) oA %N(t)

Assim, conclui-se que, se goo > %, N(t) = 0 e Q() — 0, quando t — oo,
ou seja, o sistema evolui para o ponto fixo trivial (estado livre do tumor). Caso
contrario, se ¢oo < % o ponto trivial é instavel. Entao, se a dose administrada ao

tumor exceder o valor limiar %, o tumor sera eliminado.
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Para a estabilidade do ponto fixo nao-trivial, seja (N,Q) = (Neo, Qo) a
solugdo de (3.2.10). Utilizando novamente a linearizarizagao, com € < 1, pode-se
escrever a solugao nas proximidades do ponto fixo nao-trivial como

N(t) = Nu +eN(t), (3.2.18)
Q = Qo +eQ(t). (3.2.19)

Substituindo (3.2.18) e (3.2.19) em (3.2.7), respectivamente, e expandindo f(N, A)
e g(N, A) em torno de (Quo, Qo) Obtém-se que

dN 6f of —

p7al N + QQ, (3.2.20)

aQ 59

i N+ 8QQ’ (3.2.21)
em que % = —]{,( 0os Qoo), € cuja solucdo é da forma

(N,Q) = (N,Q)e"", (3.2.22)

em que Ne Q sao constantes.
Substituindo (3.2.22) em (3.2.20) e (3.2.21) resulta

af af

No = 8NN+8QQ
—~  dg
QU - 8NN+ QQ7
ou, em termos matriciais
o af 8f
N| _|aN oQ| [N
"[@]‘ 99 9y @]'
ON 0Q
————
M

A equacao acima é a equagao de autovalores. Para obté-los, utiliza-se que
det(o I — M) = 0, resultando na relacao de dispersao

- (e ) o (8 50
N " aqQ ONOQ 9AON)

Se R(o) < 0, entdo o sistema ¢ linearmente estdvel. E isto acontece se

of of 99 9f dg
8_N+@ 0<8_N%_%8_N' (3.2.23)
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Substituindo as derivadas parciais em (3.2.23) tem-se que

O diagrama de bifurcacao, apresentado na Figura 3.1, exibe o nimero de células
tumorais em equilibrio em fungao da dose, em que para um determinado intervalo
de goo hd duas raizes reais positivas de (3.2.13). J4 na Figura 3.2, hd somente um
valor de N para um determinado valor de ¢, isto é, uma tnica raiz real positiva
de (3.2.13).

0.8

0.6

0.4

0.2

Figura 3.1: Diagrama de bifurca¢do mostrando como o valor de N (no equilibrio

néo-trivial), varia com a dosagem da droga para 'YTQ <l,emquer=k=p=A=1

evy=20,5.
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Figura 3.2: Valor de N (no equilibrio nao-trivial) para uma dada dosagem da
drogapara”Te>1,emquer:k:u:/\zle"y:2.

3.3 Modelo em quimioterapia

Se considerarmos uma situac¢ao na qual inibicao e estimulos angiogénicos estao
em equilibrio, antes de o tratamento se iniciar e, a seguir, que o tratamento se
inicia, porém nao apresente efeito antiangiongénico e denotando-se o niimero de
células tumorais e normais por N; (i = 1,2) e a quantidade do agente quimiotera-
pico por @, temos o seguinte modelo (Rodrigues [82]):

dN, N1 a1V, uN1Q
—Y = TlNl 1——- —
dt kl kl a + Q
dN, No oV, vN2Q
— No[1—-22 — , 3.3.24
dt 2 ( ke ko ) b+Q 3324
dQ
A DY
= q(t) = AQ

em que o indice 7 = 1 diz respeito a populagao de células tumorais e 7 = 2 as nor-
mais, r; denota a taxa de crescimento das populagoes tumoral e normal, k; denota
a capacidade suporte do tumor apdés a neovascularizagao atingir o equilibrio, ko é
a capacidade suporte das células normais, a; o coeficiente de competigao interes-
pecifica referente a populagao i, a e b determinam a velocidade da resposta a droga,
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A é a taxa de decaimento de um dado agente quimioterapico ciclo-inespecifico e
e v sao as taxas de tratamento das células tumorais e normais, respectivamente,
sendo que a taxa de mortalidade per capita das células tumorais é dada por ai%

Pressupomos crescimento logistico para as células normais e tumorais, pois
Vaidya & Alexandro-Jr [89] relatam circunsténcia na qual o modelo logistico é o
mais adequado para o ajuste de dados de crescimento para humanos. Para via
de administragao intravenosa do medicamento, a variagao temporal da quantidade
de droga é dada pela cinética de primeira ordem (Liillmann [59]), como dado pela
ultima equagao de (3.3.24). Sobre o efeito da droga, consideramos resposta funcio-
nal do tipo Michaelis-Menten, pois apds uma certa dose, a resposta ao tratamento
independe da quantidade de droga. No contexto de modelagem em cancer, Aroesty
et al. [3] mostraram que tal saturagao permite descrever dinamica tumoral sobre
quimioterapia ciclo-inespecifica. Admitimos ainda que as células sao eliminadas
pela droga em proporgao constante (Skipper et al. [86]).

Para que o tratamento faca sentido, o agente quimioterapico tem que agir com
maior intensidade nas células tumorais. Por exemplo, segundo Buick [19], o efeito
de droga em linfomas é até 10* vezes maior do que em células de médula dssea,
donde temos que

> v. (3.3.25)

Quanto as taxas de crescimento, temos que o tumor cresce mais rapidamente do
que os tecidos normais pelo fato de as células tumorais conseguirem adiar a morte
celular programada, chamada apoptose. Se r; é dado por r; = b; — d;, em que b;
é a taxa de divisao celular e d; é a taxa de morte celular, entao do ponto de vista
bioldégico by = by, mas devido a evasao da apoptose das células tumorais, d; < da,
implicando

r1y > To. (3326)

A andlise do modelo permite comparar diferentes protocolos de administracao
de agentes quimioterdpicos (pressupondo-se que ao inicio de tais tratamentos o
aporte vascular estd em equilibrio). Assim sendo, para a busca de tratamentos
bem sucedidos, é importante entender quais situagoes provocam o fracasso clinico
da quimioterapia. De acordo com Norton [69], sdo causas deste fracasso:

1. Tumor resistente ao tratamento devido a terapia ser iniciada para tumor de
grande volume com baixa fragdo de crescimento.

2. Tumor nao curado devido & administragao de doses de intensidades insufi-
cientes para manter a regressao do tumor (devido & regressao relativamente
baixa de pequenos tumores).

3. Surgimento de segundo tumor resistente por mutacao ou selegao.

4. Tumor resistente ao tratamento devido a administracao de dose muito baixa.
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5. Tumor resistente ao tratamento porque o intervalo de tempo entre as doses
¢ muito alto.

Dentre as razoes listadas anteriormente, 1, 2 e 3 nao serao abordadas aqui, ja
que, no modelo que propomos, nao hé distingao entre as células tumorais. Os itens
4 e 5 sao contemplados aqui, para administragao em ciclos. Para tal investigagao,
a fim de impor condigbes sobre a cura espontanea do cancer e de modo similar a
Freedman & Nani [37] e Pinho et al. [75], postulamos que a eliminagéo do tumor
jamais ocorre na auséncia de tratamento, constituindo a chamada hipdtese geral
do cancer.

O modelo para o caso limite e sem tratamento da doenga é dado por Gatenby
[39], ou seja,

dN1 i Nl O[1N2
W—“Nl(l‘k—l‘ " )
(3.3.27)
dN2—rN 1_&_%]\71
a 22 ko ko

Gatenby & Vicent [40] apresentam andlise de estabilidade local do sistema
(3.3.27). No entanto, procedemos com os resultados a seguir para estabelecer
a hipotese geral do cancer e comparar os resultados numéricos e constatagoes
biolégicas.

A seguir, discutimos e apresentamos detalhadamente os resultados desse mo-
delo, para as situagoes sem e com tratamento da doenca.

3.3.1 Cancer nao tratado

As solugoes de equilibrio do sistema (3.3.27) sao

e F1(0,0) (extingdo das células normais e tumorais).
e F5(0,k2) (cura espontanea).
(

e F5(k1,0) (extingao de células normais e persisténcia do tumor).

o Fy (0;22’;11__]“12 , ?2];21__’“11) (coexisténcia entre as células normais e tumorais).
Biologicamente, temos que Fy(0,0) e F5(0,k2) nunca sdo observadas, sendo
portanto instaveis segundo a hipotese geral do cancer. Vejamos sob quais condigoes
isto ocorre.
Os autovalores da matriz jacobiana avaliada em Fj (0,0) sdory > 0 e ro > 0,
e entdo F1(0,0) é um né hiperbdlico instével, e como N1(0) # 0 e N2(0) # 0,
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entao na auséncia de tratamento da doenca as células normais e tumorais nunca
sao extintas simultaneamente.
Os autovalores associados & matriz jacobiana calculada em F3(0, k2) sdo —rg e

ri(k1—a1 ks

™ ). Como —ry < 0, a condicao de instabilidade de F5(0, ko) é

k
ki —orky >0 — o<a1<k—1. (3.3.28)

2
Assim, impondo a desigualdade (3.3.28), decorre que a solugdo de cura es-
pontanea F5(0,ks) é ponto de sela hiperbdlico e a hipdtese geral do cancer é
garantida. Mesmo que a desigualdade (3.3.28) seja satisfeita, o ponto de equilibrio

Ozgkl—klz aq k}z—kl
(6] 04171 ) 0420(171

de coexisténcia Fy ( ) é biologicamente vidvel (possui valores néo

negativos de N1 e Na), se asa; —1 < 0 e asky — ko < 0. Assim, sob a hipdtese
geral do cancer, apresentamos na Figura 3.3 uma simulacao numérica na qual as
células normais e tumorais coexistem.

3.3.2 Tratamento quimioterapico antineoplasico

Administragao continua
Quando ¢(t) = ¢ > 0, o sistema (3.3.24) torna-se auténomo e possui quatro
pontos de equilibrio, dados por

o (1 (O, 0, %) (eliminacao das células normais e tumorais devido a alta dosagem
administrada).

e Gy (O, No, %) (cura da doenga através do tratamento quimioterdpico neoad-

juvante).
o (3 (Nl,O, %) (eliminac@o das células normais pelo tratamento com per-
sisténcia do tumor).

e Gy (M, No, %) (coexisténcia entre células normais e tumorais na presenga
do tratamento).

Notamos que

N ki(riaX+q(ry —p)) S ko (rabA+q(ra —v))
Ny — LNy = . 3.3.29
! ri(aA+q) 2 r2 (DA +q) (3.3.29)

Para que G»(0, No, 1) tenha sentido do ponto de vista biolégico, temos que

g bA
No>0 = 0<g¢< 2 , com V> Tg. (3.3.30)
vV —T9
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Figura 3.3: Evolucao do tumor quando o paciente (humano) nao é submetido ao
tratamento (sistema (3.3.27)). Condigoes iniciais: N;(0) = 10° células tumorais
(= 1cm e clinicamente palpavel) e N2(0) = 1012 células normais, em que os valores
de r1, ro, k1, ko, @1 € ao sao dados na Tabela 3.1. Embora, a simulacao seja
exibida até 4000 dias, dificilmente o paciente sobreviveria apds, aproximadamen-
te, 1500 dias, devido &s complicacoes decorrentes de um tumor de 9 x 10! células

(~ 900g).

A desigualdade (3.3.30) estabelece um limite superior para a taxa de infuséo
de droga necesséria para a cura. Analogamente, a condigao necesséria e suficiente

para que Nl seja positivo em G3 (]\71, 0, %) é

A
0<g< na , com  p > 7. (3.3.31)
K="
Avaliada em Gy (O, 0, %), a matriz jacobiana tem os seguintes autovalores
A - bA —
@1 — Tl a + q(,rl :LL)7 @2 — TQ + q(,rz V)7 @3 — _)\ (3332)
aX+q bA+q

O ponto de equilibrio G1(0,0, £) tem que ser instével; caso contrario, o trata-
mento quimioterapico eliminaria as células tumorais e também as células normais.
Como A > 0, entdo ©3 < 0. Portanto, basta que ©1 e/ou O3 seja(m) posi-
tivo(s) para que G1(0,0, ) seja instdvel. Assim, se ©1 > 0, G1(0,0, {) é instavel
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e Gs(Ny,0, %) tem sentido biolégico. Analogamente, se ©2 > 0, G1(0,0,%) ¢é
instével e G (0, Na, 1) ¢ biologicamente vidvel.

A seguir, apresentamos sob quais condigoes o modelo prevé eliminacao de tumor
pelo tratamento quimioterdpico. A matriz jacobiana avaliada em Ga(0, No, 1) é
dada por

nii 0 0
o q T9 N2 (0% —VNQ )\Qb
J(0, Ny, L)y = | 222 “r2 AT 3.3.33
(0.8, %) L e (3.3.33)
0 0 -
em que
S ri(aX+q)(k1 — a1 No) — pqk;
H ki(aX+q)
e o
n :TQ(bA+q)(k2—2N2)—qu2
- k2 (b + q) '
O polinémio caracteristico P(1)) de N(0, Ny, ¥) ¢é dado por
(A+¢) R(¥) D(¥)
P() = : 3.3.34
W) kika(aX+q)(bA+q) ( )
em que
R(Y) = (bA+q) (k2(7°2 — ) —2rp 1\72)) —vqks, (3.3.35)
D(l/)) = (a/\—|—q) (kl(’l”l —’L/)) — 7101 NQ)) —,uqkl. (3336)
Entéao, ¥1 = =X\ < 0 é uma raiz de P(¢). Os outros autovalores restantes sao as
duas rafzes dos polinomios R(¢)) e D(1). Substituindo Ny = W em

(3.3.35), obtemos que ¥y = —O9 éraiz de R(¢). Deste modo, se a desigualdade v >
ro for verificada, entao ¥y < 0. O terceiro autovalor 13 é encontrado substituindo-
se (3.3.29) em (3.3.36), a saber

AP +Bg+C
_ , 3.3.37
1/)3 kl’f‘g(a)\'FQ)(b)\'f‘Q) ( )
em que
A = rok (7‘1 - /J,) + oy ko (I/ — 7”2), (3338)
B = (CL + b) (TlTQA(kl + Oélkg)) + )\(Tlcwoqu — Tgblukl), (3339)

C = riraabX(k —ayks). (3.3.40)
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Para que o ponto de equilibrio G4 (O, ]\72, %) seja localmente assintoticamente

estdvel, além da condigdo v > ra, 13 tem que negativo. Assim, utilizando (3.3.37),
desejamos que

. Tﬁjiii)q(;ﬁr 5<0 = Ag* +Bq+C<0. (3.3.41)
Substituindo (3.3.38)—(3.3.40) em (3.3.41), temos que Day — € < 0, em que
D = —rikaX+q)(r2(bA+q)—vq), (3.3.42)
E = —roki(bA+q)(ri(aX+q)— pnq), (3.3.43)
resultando em
Doy < E. (3.3.44)

Para analisar a desigualdade (3.3.44), faz-se necessario estudar separadamente
as situagoes nas quais D > 0 e D < 0. Da equagao (3.3.42),

vq
D>0 «— ———<1, 3.3.45
vq
D<0 <= ——>1 3.3.46
Tg(b)\‘f’Q) ( )
Quanto a £, temos que
1a 1a
E>0¢—— — <1, ——— > 1. 3.3.47
(At g n(ar+ g (3:3:47)
e Analise do caso em que D >0
Se D>0e& >0, entao
0<a < ¢ (3.3.48)
1 D? . .
em que
& _ raki(bA+q)(ri(a X+ q) — pq)
D riky(aX+q)(r2(bA+4q) —vq)
Assim, para % > Z—;, se a condicao dada em v > 1o é satisfeita, entao sob a

hipdtese geral do cancer o ponto fixo de cura Go (O, ko, %) é localmente assintoti-
camente estavel. Se 0 < % < Z—;, a hipdtese geral do cancer prové uma condigao
necesséria para a cura da doenga. Neste caso, G2(0, No, %) é localmente assintoti-
camente estavel se as desigualdades v > ry e (3.3.48) sdo satisfeitas. ParaD > 0 e
£ <0 Ga(0, Ny, %) ¢ instdvel, ja que neste caso a desigualdade (3.3.48) nao pode
ser satisfeita para « positivo.
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e Anailise do caso em que D <0

Se D < 0, entao

£
o> . (3.3.49)

Quando D < 0e & < 0, % > 0 e para % < ’Z—;, Gg(O,Ng,%) é localmente
assintoticamente estdvel se as desigualdades v > ro, (3.3.28) e (3.3.49) forem
satisfeitas. Tais desigualdades combinadas resultam em

£
pm< (3.3.50)

Quando D < 0e & < 0, se % > %v entao sob a hipdtese geral do cancer
GQ(O,N2,§) é instavel. Se D < 0 e & > 0, entao % < 0. Ainda assim se a
desigualdade v > ry é verificada, entdo G2(0, NQ, %) é localmente assintoticamente
estavel.

A seguir descrevemos, através do modelo apresentado, a hipdtese log-kill e
tratamentos que resultam em fracassos clinicos.

Administragao em ciclos

Nas simulacoes numéricas exibidas na Figura 3.4, utilizamos os parametros
listados na Tabela 3.1.

Em particular, nas Figuras 3.4(a)—(b), observamos que o modelo proposto para
tratamento em ciclos apresenta eliminagao de células tumorais em proporgao cons-
tante, assim como postula a hipdtese log-kill. Estes resultados quantitativos para
ciclofosfamida sdo similares ao de Stamatakos et al. [88] para a epirrubicina,
diferindo-se apenas pela auséncia de flutuagoes no nimero de células tumorais,
que nao foram encontradas, pois, ao contririo de Stamatakos et al. [88], além
nosso modelo ser deterministico, é também continuo.

Na Figura 3.4, comparamos o protocolo padrao com outro protocolo cuja do-
sagem é mais baixa, explicando assim por que baixas doses implicam no fracasso
terapéutico. Na Figura 3.5, exibimos simulacao de dois ciclos utilizados na pratica
clinica: infusao a cada 3 semanas - protocolo padrao e de outro protocolo cujo ciclo
é maior (4 semanas), sendo que nao hé diferenga consideravel entre os tamanhos
minimos do tumor em cada protocolo.

Podemos afirmar, portanto, que nao héa diferenca clinica para infusao a cada
3 ou 4 semanas. Entretanto, se o ciclo tem duracao relativamente grande, entao
ocorre o fracasso do tratamento, pois, neste caso, cada ciclo eliminaria apenas uma
proporgao relativamente pequena de células tumorais que surgiriam no periodo.
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Tabela 3.1: Parametros das simulacoes numéricas para cancer humano, sem
dinamica angiogénica.
Parametro Valor Unidade Referéncia/comentério

r1 1072 dia=1 Spratt et al. [87]

o 1073 dia~! ro < 11 (ver (3.3.26))

Ky 1012 células | Spratt et al. [87] e Weinberg [91]

kQ 1012 células kQ ~ kl

a1 9 x 1072 - o < :—; (hipdtese geral do cdncer)

Q9 9x 1072 - valor assumido$

U 8 dia=? valor assumido?

v 8x 1072 | dia™! v < i (ver (3.3.25))

A 4,16 dia~! Baxter [8]1

a 2 x 103 mg valor assumido?

b 5 x 10° mg valor assumido?

1O valor de X foi calculado a partir da meia-vida de 4 horas da ciclofosfamida (Baxter [8]).
§Nao encontramos referéncias de medidas experimentais para tais pardmetros. Assim sendo,

adotamos valores segundo a ordem de grandeza das interagoes célula-célula e célula-droga.

3.3.3 Comentarios finais

O modelo de equacoes diferenciais ordindrias que exibimos captura a carac-
teristica log-kill dos tratamentos nos quais ha administracao de apenas um dado
agente quimioterapico ciclo-inespecifico. Utilizando dados experimentais para al-
guns parametros no modelo, verificamos que o efeito log-kill ocorre também para o
modelo logistico. Através da andlise de estabilidade, concluimos ainda que, tanto
para o caso nao tratado da doenga, como para o quimioterapia antineoplasica, a
lei de crescimento logistica implica solucoes de equilibrio biologicamente viaveis.
Para a administracao continua da droga, todas as condicoes de estabilidade da
solucdo de cura dependem da taxa de infusdo da droga. Assim sendo, o fluxo de
infusao de droga determina a cura do tumor ou apenas a sua redugao parcial.

Para administracao em ciclos, obtivemos resultado qualitativo para ciclofosfa-
mida andloga & simulacao dada pelo modelo discreto multiescala de Stamatakos et
al. [88] para o tratamento quimioterdpico neoadjuvante do cancer de mama com
epirrubicina, mas para um modelo continuo e mais simples.

O modelo de tratamento quimioterapico neoadjuvante aqui introduzido permite
comparar diferentes protocolos, quanto a dose administrada e intervalo entre as
dosagens. Assim como descrito por Norton [69], as simulagoes numéricas apresen-
tadas apontam que o fracasso terapéutico ocorre devido a administracao de baixa
dose ou longo intervalo de tempo entre as infusdes do agente quimioterapico.
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Figura 3.4: Condigoes iniciais: N1(0) = 2,4 x 10 células tumorais, N2(0) = 1012
células normais e Q(0) = 0, e valores dos parametros contidos na Tabela 3.1.
Tratamento quimioterapico neoadjuvante mal sucedido devido a administracao de
dose muito baixa (linha continua), em que a curva com linha tracejada representa
o protocolo padrao. O ciclo T + 7 entre as infusoes é de 21 dias e o tempo 7 de
infusdo 3 horas (1/8 dia). Dose da droga: 370 mg de ciclofosfamida; velocidade de
infusdo ¢ = 8 x 370mg/dia.

3.4 Exercicios

1. Resolva a equagdo (3.1.2) para c¢(t) = ¢y (constante) e obtenha a equagao

(3.1.3).
2. Seja

dNy
dt
Ny
dt
dQ
dt

N N
T1N1 1——1 —TlﬂNlNQ—,ulQTlNl 1——1
kl kl kl
N. N.
ra Np (1— 22 _TQ%NlNQ_N2QT2N2 1- =2
kQ kQ kQ

H&4 quatro pontos de equilibrio, sendo trés deles dados por V; (0,0,¢/)),
V2 (0, k2, q/A) e V3 (k1,0,q/)A). Estude a estabilidade destes pontos de equilibrio,
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Figura 3.5: Condi¢oes iniciais: N7 (0) = 2,4 x 100 células tumorais, No(0) = 10*2
células normais e Q(0) = 0, e valores dos parametros contidos na Tabela 3.1.
Comparacao entre tratamento quimioterapico neoadjuvante para ciclo de 28 dias
(linha continua) e protocolo padrdo, no qual o ciclo dura 21 dias. Praticamente
nao ha diferenga de tamanho do tumor; do ponto de vista clinico, tais protocolos
resultam na mesma resposta do paciente a terapia.

considerando todos os parametros positivos.

3. Cousiderando o modelo proposto por Byrne [22] dado por

dN1 Ny

e 12t _

7 1Ny ( /€1> 1 Q Ny
dQ

= ¢-AQ—-~QN
== 4-AQ-7QN,

com todos os parametros positivos. Encontre os pontos de equilibrio desse
modelo e analise sua estabilidade.

4. Construa um algoritmo para solu¢ao numérica do sistema de equagoes (3.3.24)
que simule o tratamento quimioterapico quando este é administrado em ciclos
(neste caso, ¢q(t) é descontinua). Implemente-o, utilizando uma linguagem de
programacao de sua preferéncia e entao reproduza os resultados da Figuras
3.4. Dica: Faga uma adaptagao do Método de Runge-Kutta de 4a. ordem,
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inserindo uma sentenca condicional if para ¢(t) (ver equagao 3.0.1), afim de
“controlar” suas descontinuidades.
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