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Prefacio

A onipresenca do computador na nossa sociedade, com 0 uso @&emas de comu-
nicacao digital nas mais diversas areas, tem levado ao estoe desenvolvimento de
novas estruturas e métodos matematicos que déem suporte asas novas tecnolo-
gias digitais. Estes véem a integrar a teoria da informagdouma area de pesquisa
e aplicacbes em pleno desenvolvimento, cujo marco inicial @ trabalho de C. E.
Shannon, A Mathematical Theory of Communication , publicado em 1948.

A teoria de cédigos corretores de erro € uma subarea da teorida informacéo
gue lida com o problema geral da transmiss@o de mensagens @erfia con avel. Ela
é utilizada de modo essencial nas comunicacdes via computad radio, televiséo e
satélites.

A proposta deste texto é a de ser uma introdugdo a esta teoriagnfatizando
o instrumental matematico associado e explorando as propedades das estruturas
envolvidas numa abordagem, sempre que possivel, geomé#icProcuramos manter
0s pré-requisitos a um minimo: o contetdo usual de um primeir curso de algebra
linear e das disciplinas de célculo da graduacéo.

O texto esta organizado em quatro capitulos. No primeiro, cu leitura deve
anteceder a dos demais, é apresentada uma breve introducaotéoria de codigos.
Os capitulos 2, 3 e 4 sdo razoavelmente independentes e intitwem o leitor a trés
subéreas da teoria de cédigos: reticulados, cddigos est@rs e codigos quanticos.

Este trabalho re ete, em parte, a experiéncia de pesquisa doautores que in-
tegram o projeto tematico interdisciplinar Cdédigos Geomdricamente Uniformes ,
gue tem o suporte da FAPESP e conta com pesquisadores e alunos pés-graduacgao
de engenharia elétrica e de matematica.

Os autores agradecem o apoio de suas instituicbes de origemia Sociedade
Brasileira de Matematica Aplicada e Computacional (SBMAC) e dos 6rgaos de
fomento a pesquisa: CNPq (processos 304573/2002-7 e 3052820)3-4) e FAPESP
(processos 02/07473-7 e 02/14072-9).

Também agradecemos o suporte técnico de Jodo Strapasson nlabmracédo da
versdo nal deste trabalho.

Ressaltamos que o texto foi um trabalho de equipe de todos osutores, aqui
listados em ordem alfabética.

Campinas, 27 de abril de 2006.

Os Autores
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Capitulo 1

Codigos Corretores de Erros:

Uma Breve Introducao

1.1 Introducao

Sistemas de comunicacéo sédo onipresentes em nossa sociedaaje. Em particular,
o advento dos computadores e seu uso nos mais diversos sefolevaram a busca
de bons sistemas onde a informacéo é transmitida e processada forma digital.
Por exemplo, fotos sdo transmitidas de um satélite através a decomposicao do
retangulo emm n elementos de imagem e a cada um destes elementos é atribuido
um nimero correspondente & cor. Assim, se o instrumento a booddistingue 64 tons
de cinza para uma foto em preto e branco, esta transmisséo peder feita através de
mensagens binérias , isto é, sequéncias de zeros e uns gapresentem o nimero da
tonalidade. Por exemplo, a sequéncia especi ca 101011 regzentara a tonalidade
43. E féacil deduzir alguns dos problemas que ocorrem em sist@s de comunicacéo
digital. Erros podem ocorrer na codi cagdo original, no caral de transmisséo, onde
surgem ruidos que distorcem os bits, e também na hora da Ieira (decodi cacéo)
dos sinais enviados. Decorre dai a necessidade de se estutfadigos que sejam bons
corretores de erros e que possibilitem, com a utilizacdo deedundancias, resgatar
o sinal original, mesmo depois destas distor¢cdes. Tais cdis tém largo uso nas
comunicacg@es internas de um computador, no armazenamentceddados em meios
magnéticos (HD, CD, etc), nas transmissdes via satélite, etc

A teoria dos codigos corretores de erros é parte integranteadarea conhecida
como teoria da informacéo, uma area de pesquisa que tem comango inicial o tra-
balho A Mathematical Theory of Communications de Claude E. Shannon [30], do
Laboratorio Bell, E.U.A., em 1948. Desde entdo, diferentes saareas da matematica
tém sido utilizadas na resolucédo de problemas de informacadmportantes traba-
Ihos em teoria de cédigos que contemplam uma abordagem geadmiéa, que é o foco
deste texto, séo os de D. Slepian [35], na década de 60, e o del.Forney [16], na
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década de 90, que introduz o conceito de cédigos geometricanie uniformes.
Exemplos muito conhecidos de c6digos séo os digitos de canig. Por exemplo, o
registro ISBN (International Standard Book Number) de um livro é uma sequéncia
de nove digitos seguidos de um digito de controleninyng:iing nip; onde n; é
inteiro entre 0 e 9, parai = 1;:::;9, e o digito de controlen;g € assim obtido:

P
npo=11 ( (11 i)nj)mod1l. Aqui, r mod 11 signica o resto da divisdo der
i=1

por 11.

Assim, o controle n;p podera ser0;1;2;:::;9 ou 10, sendo que neste Ultimo
caso representa-se poX: Exemplo: o livro [18], que é uma referéncia sugerida para
leitura, tem ISBN 85 -244-0169. Seu digito de controle 41 233mod11=11 2=
9: Veri que este calculo em outros livros. A pergunta natural & por que de nir
uma expressdo como esta para o controle? Note, por exemplo, &ge de nissemos
o digito de controle para o registro de livros por uma expres® mais simples, como
fazer a soma dos digitos modulo 10, o controle ndo detectaretroca de ordem na
digitacdo, que é um erro muito comum. O codigo ISBN € um exempl de cédigo
gue detecta (embora néo corrija) um erro (veja o Exemplo 1.1) Um outro exemplo
de codigo detector de erro pode ser encontrado nos digitos dseu CPF (veja o
Exercicio 1.15.2).

Um esquema simpli cado para representar a transmissao de siis € descrito na
gura 1.1.

! ’Codi cacdo de Fonte ‘ ! ’Codi cacdo de Canal ‘
#

#

Ruido

#

Demodulador

#
Usuéario ] Decodi cagéo de Fonte ‘ ’ Decodi cagéo de Canal ‘

Figura 1.1: Um esquema para a transmissao de sinais.

Neste texto, estaremos abordando apenasistemas de transmissao simétricos,
onde todos os simbolos tém a mesma probabilidade de seremebios errados e a
probabilidade de que um simbolo recebido errado seja qualgu um dos outros é a
mesma.

A énfase sera nos chamadosddigos geometricamente uniformes.Tais codigos
séo caracterizados pela existéncia de isometrias ( simeds ) internas. Estas sime-
trias d&@o instrumentos para uma analise muito mais aprofundda da performance
de um codigo.
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Neste capitulo, os geometricamente uniformes serdo repsentados pelos codi-
gos lineares, no Capitulo 2, por reticulados no espaco eutdiano n-dimensional e,
no Capitulo 3, por codigos esféricos. No Capitulo 4, serdo irdduzidos os cédigos
qguanticos, que sao codigos em espacos vetoriais complexos.

1.1.1 Exemplos de codigos binérios

Vamos exempli car formas do processo de codi cacdo com trésddigos binarios.

Exemplo 1.1. O cédigo de tripla repeticda Como proposto em [18], consideramos
um robd que pode se mover em quatro dire¢des: leste (L), nortd&), oeste (O) e sul
(S). Um cadigo-fonte pode ser estabelecido associando a L, 9, e S respectivamente
as sequéncias 00, 01, 10 e 11. Para o cddigo-canal vamos escolheddigo de tripla
repeticdo. Teremos entdo as associacfes

L ! 00 ! 000000
N ! 01 ! 010101
o ! 10 ! 101010
s ! 11 ! 111111

Veri que experimentalmente que este codigo corrige um erro equle detectar até
dois - a deteccéo de erros € Util quando temos a possibilidade detransmisséo.

Note que esta ndo é uma forma econémica de codi car ( triplicamos aimero
de digitos). Sera que com menor redundancia conseguimos um @ad-canal que
também permita corrigir um erro? ( Veja exercicio 1.1)

Exemplo 1.2. O cddigo de veri cacdo de paridade(8;7). Muitos computadores
usam a sequéncia de 8 bits ( um byte) como unidade de informacadd cddigo
ASCII, que é praticamente de uso geral em microcomputadores regsenta letras do
alfabeto maiuscula e minusculas, digitos de 0 a 9, etc, por uma stas sequéncias.
Para escrever em portugués ou ingles ndo precisamos mais que $tnbolos, o que
€ um numero bem menor que o niumero de bytes, 256, e assim podemodiazi

apenas sete dos bits para os simbolos ( codigo- fonte ) e oitabd para controle.

Este sera colocado com® se o numero de \1s" for par e 1 no caso contrario. Por

exemplo, a letraA e o nimero 1 séo codi cados em ASCII por 1000001e 1000110
respectivamente e com o ultimo digito cam10000010e 10001101

Este € um cdédigo muito econémico que detecta mas nao corrige umrer

Exemplo 1.3. Cddigo de tripla veri cacdo de paridade Suponhamos agora que o
nosso robd do exemplo 1.1) possa se mover num tabuleiro tambénigpas posicbes
diagonais, NL,NO,SO e SL. Nosso codigo- fonte sera feito eéib com 3 digitosabc
onde cada letra €0 ou 1. Para o cdédigo-canal acrescentaremos outros 3 digamos
xyz, com checagem de paridade da seguinte forma : i) O nimero d&s" em abx é
par ii) O nimero de \1s" em acy é par e iii) O nimero de \1s" em bcz é par.
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Exercicio 1.1. Monte uma tabela com os cddigos fonte e canal para a movimen-
tacdo do robd no exemplo 1.3 e discuta cuidadosamente porquédeesddigo ndo so
detecta mas também é capaz de corrigir um erro e pode também ddtecaté 2 erros.
Note que este € um coédigo bem mais econdmico que o proposto nonepie 1.1.

1.2 Cdbdigos de Bloco, Distancias e Equivaléncia de
Caodigos

SejaA um conjunto nito com g elementos {Aj = @), um cédigo corretor de erros
C, de comprimenton é um subconjunto deA". Cada elemento deC é chamado
palavra-codigo (no alfabetoA).

Sejam = jCj, o nimero de palavras do cédigo. A taxa de informacdo d€ é

de nida como:
log, m
R(O= ——

Se o conjuntoA for um corpo nito e C for um subespaco vetorial de dimenséo

. k
k de A", teremos quejCj= ¢¢ e portanto R(C) = o

A taxa de informagédo permite, de certa forma, comparar a e céncia de cédigos
de diferentes tamanhos.

Nos exemplos 1.1, 1.2 e 1.3 da primeira secdo os codigos sédabms: o alfabeto
pode ser considerado com@& = Z, = f0;1g; corpo dos inteiros médulo 2, com a
operacdes soma e multiplicacdo dadas pelas tabelas.

(identicamos 0 com 0 e 1 com 1).
O caédigo (de canal) no exemplo 1.1 é

ol +
R Ol Ol
Ol B k=l
Rl Ol

ol Ol Ol
R Ol I

C=1(0;0;0;0;0,0);(0;0;0;1;1;1); (1,1, 1,0, 0, 0); (1; 1, 1, 1, 1, 1)g;

log,4 1
log, 27 3
o ~ : 0
Nos exemplos 1.2 e 1.3 as taxas dos codigos sdo respectlvameng;— =0;875e
log,8 1 L .
%° _ —: Como era de se esperar o cédigo 3) tem melhor taxa que o 1) reiatdo o
fato de que embora os cddigos 1.1 e 1.3 permitam ambos corrigim erro e detectar
2, no cédigo 3 a redundancia € menor, pois 0 nimero de palavr@gsmaior para o
mesmo comprimento.
Qual a taxa de informagéo do cédigo do CPF ( exercicio 1.15.2)
Assumindo que todas as palavras do cddigo sdo equiprovaveescolhemos para
decodi car o principio da méaxima verossimilhanca Isto é, se no receptor chega uma

que é um subespaco de dimenséo dois efi: A taxa deste codigo €
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palavra com distorgao, vamos interpreté-la como a palavra d cédigo que esta mais
préxima desta. A nocao de proximidade é geralmente expres por uma funcéo
distancia de nida no conjunto A".

Uma funcdod: A" A" é chamadafuncao distancia se, e somente se, satisfaz
as trés seguintes propriedades:
) d(x;y) Oed(x;y)=0, x=y
i) d(x;y) = d(y;x)
i) d(x;y)+ d(y;z) d(x;z) (desigualdade triangular).

Uma funcado distancia muito utilizada é a distancia de Hamming que conta
o numero de simbolos diferentes entre duas palavras-cédigadados dois pontos
X = (X1;X2; 5 Xn) €Y = (Y1;Y2; 5 Yn) de A" de nimos a distancia de Hamming
entre x ey como

dn(x;y) = jfi;x; 6 yigj

Por exemplo em Z3, dn((1;0;11,1);(0;10;1,0)) = 4 e em Z3,
dn((2;3;4);(1;7;,4)) = 2:

Neste capitulo, salvo mengao em contrario, estaremos denatdo por d = dy a
distancia de Hamming.

Geometricamente, paraA = Z,, temos queZj, sdo os vertices de um hiper-
cubo emR" e cddigos binarios séo subconjuntos destes conjuntos de tiées. A
distancia de Hamming emZ) entre dois deste vertices é dada pelo caminho com
menor nimero de arestas conectado estes vertices. A guraZrepresentaZ3 e Z3:
Observe geometricamente no cubo e no hipercubo quais sédo afrtices que estao a
distancia um, dois, trés e quatro de um vértice xado.

Exercicio 1.2. Considere os codigos

Ci=f(1,1,1);(0;0,0)g Z} e

Cz = f(1;1,1;,0);(0;0;0;0); (1;0;0; 1); (1; 1, 1, 1)y Z3:

Localize-os na gura 1.2. Quais as distancias minima e maxima ent& as palavras
destes codigos ?
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1100

Figura 1.2:

Exercicio 1.3. Quantos pontos existem enZ3 que distam exatamente dois de um
determinado elemento?

Exercicio 1.4. Veri que que a distancia de Hamming satisfaz as trés propriedades
gue caracterizam uma func¢éo distancia.

De nimos a esfera,S(a;r); e a bola,B(a;r), de centro ema e raior emA" da
forma usual :

S(a;r)= fx 2 A";dy(x;a)=rgeB(a;r)= fx 2 A";dn(x;a) rg

Exercicio 1.5. Quantos elementos tem a esfera erd3 de centro em(0; 0; 0; 0; 0)
e raio 4 ? E a bola emZ3, de centro em(1;2;3) e raio 2? Explore outros exemplos
e veja o exercicio 1.14

Para um codigoC A", de nimos a distancia minima de C como sendo
d(Q =min fd(x;y);x;y 2C;x 6 yg

Veri que que a distancia minima dos codigos dos exemplos 16.1.3 da secéo anterior
€ 3. Qual é a distancia minima do codigo do exemplo 1.2? E dosdigos do exercicio
1.3?

Veremos depois que para codigos especiais, como os codignsdres, ndo pre-
cisamos veri car a distancia de todos os pares de palavras dadigo para determinar
a distancia minima.

A distadncia minima é que determina a capacidade de corre¢cdoedum cédigo,
COMoO veremos na proposi¢cdo a seguir. As bolas centradas em gahs do codigo
com raio menor que a metade desta distancia conterdo apenasna palavra do
cédigo dentro delas( o centro da bola). Esta é a idéia utilizda na proposicdo a
seguir onde a notacaadbtc designa o maior inteiro que é menor ou igual &. Por
exemplo,bl12;3c=12;b c=3.
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- - oo,d 1 .
Proposicdo 1.1. Um cdédigo pode corrigir até — erros e detectar até(d 1)
erros se e somente se sua distancia de Hamming minima fak

Demonstracdo (( ) Se a distancia minima ford temos que, como

d 2 d—zl +1 (aigualdade s6 vale sal for impar),

s . d 1 ~ ~
as bolas de centro em uma palavra do cddigo e raib = > nao conterdo

nenhuma outra palavra do codigo. Ou seja, se o0 sinal recebid®r, e menos det
simbolos estao errados, existe uma Unica palavra do codigo que dista der menos
quet (corrigir o erro por verossimilhanca serd tomar esta palava). De fato, para
gualquer outra palavra do cédigob a distancia seria estritamente maior quet,pois,
da desigualdade triangular

d(a;r)+ d(r;b) d(a;b)=) d(r;b) d(a;b) d(a;r) 2t+1 t=t+1>t

Também pode-se detectar(d 1) erros se a distancia minima ford. De fato:
se o sinal recebidar difere no minimo em uma e maximo em(d 1) posi¢fes de
alguma palavraa do codigo (de um até(d 1) erros ) entao ele nao tera distancia
nula de nenhuma palavra do cédigo e saberemos que houve erra transmissao:

d(b;r) d(a;b) dar) 2t+1 2t=1

(=) ) Deixamos como exercicio a demonstracao da reciproca. [ |

Dado um conjunto A e uma funcéo distanciad : A" A" ! R, uma isometria
A"l A" segundod, € uma aplicacdo que satisfaz:

d(' (a);' (b)) = d(a;b) para todo a;b em A"

Isometrias sdo necessariamente bijecdes ( Veri que!).

Pode-se mostrar ([18]) que isometrias, segundo a distdnc@de Hamming d, séo
sempre obtidas compondo-se bijecdes de para cada coordenada com uma permu-
tacdo de coordenadas.

Dois codigosCe C°em A" sdo ditosHamming-equivalentesse existir uma isome-
tria segundo a distancia de Hamming : A"l A" talque C°= (C). Do que comen-
tamos acima, dois cédigos Hamming-equivalentes sdo esselgiente permutacdes
um do outro.

Alguns cédigos possuem propriedades especiais em relacao raaufuncao dis-

A o A . . d 1
tdncia. Um cédigoC A" com distancia minima d é ditot-perfeito, t = > ;

se, e somente se a reunido das bolas disjuntas centradas eniguaas do codigo com
raio t cobre todo A":

B(ajt)= A"
a2C
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Um cadigo é t-perfeito se, e somente se, para cada elemento de A" (rece-
bido) existe uma Unica palavraa do cédigo que dista deste elemento no maximt
Desta maneira,w sera decodi cado comoa por verossimilhanca e até erros serdo
corrigidos.

Exercicio 1.6. 1. Veri que que o codigo C; do exercicio 1.2 é 1-perfeito. exis-
tem outros codigos perfeitos enz3?

2. Procure identi car codigos perfeitos em Z4 usando a gura 1.2 como apoio.

Como sempre acontece, perfeicdo é em geral coisa rara e istevtambém em
cadigos.

Um cédigoC A" é chamadogeometricamente uniformese, e somente se, dadas
duas palavras quaisquex ey do codigo existe uma isometrid : A" ! A" tal que:
() ' (C) = C(aisometria leva o cédigo no codigo)

(i) " (x)=y.

A proxima secédo introduz os cddigos lineares, que sao georrieamente uni-

formes e, dentre eles, os cddigos de Hamming, que séo perfsito

1.3 Coddigos Lineares e Codigos de Hamming

Se o alfabetoA for um corpo nito com ¢ elementos e seC for um subespaco
vetorial de dimensédok de A", diremos que o cédigag-ario C é linear (ou de grupo)
e teremos quegCj= d¢ (veja o apéndice).

Uma de nicdo equivalente é: Cédigos linearessao os obtidos como imagem de
uma transformacao linear injetiva:

AkK1 AN
(a; @z ak) 70 G (s ag;ina)’

onde G, k € uma matriz de postok formada por elementos do corpdA:

A matriz G é denominadamatriz geradora do cédigo eC sera dito um (n; k)-
codigo de bloco linear.

Observacao: Nos textos sobre cédigos, muitas vezes o que éiz@o de matriz
geradora € a transposta desta. Neste caso a transformacao éar sera dada por
a7la G] :

Estas de ni¢cbes sdo de fato equivalentes: Se € injetiva as colunas deG, que
s&o imagem da base candnica da¥; sdo linearmente independentes e portanto
geram um subespacd, de dimensdok emA". Reciprocamente dado um subespaco
C de dimenséok em A", se tomarmos por vetores coluna de uma matriz uma base
de C, a transformacado de nida por esta matriz (em relagdo as basecanénicas de
AK e AM) terd por imagem o subespacc.

A matriz geradora de um cédigo linearC ndo é portanto Unica ( pois € uma
escolha de uma base d€ ), mas sempre existe uma matriz geradora na forma
padrao ou sistematica, isto €, de modo que as primeirds linhas de G formem uma
matriz identidade de ordemk,
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_ e «
G B 1 «

Se tivermos um cédigo de nido por uma matriz geradora na forna ndo padrao,
podemos efetuar operagfes elementares por colunas nestés abter uma matriz na
forma padréo (veja apéndice). (Por qué ? Observe que toda met geradora tem
posto k). O subespaco gerado pelas colunas da matriz padréo obtidacdmesmo e,
portanto, temos o mesmo codigo (Justi que!).

Note que, se a matriz geradora esta na forma padréo, a codi cép é dada na
forma

((anag;inan) = (ana i ahheyinhy k),
onde osh;s sdo combinacdes lineares das primeiras coordenadas.

Note ainda que a codi cagéo da palavrag; = (0;0;:::;1;0;::0) ( 1 na j-ésima
posi¢do) é aj -ésima coluna deG.

Nos exemplos 1.1 e 1.3 da primeira se¢do as matrizes geradosa®:

2 3 2 3
10 1 00
0 1 010
10 o 0 01
01 110
10 1 01
01 011

Exercicio 1.7. Qual a matriz geradora do exemplo 1.2?

Exercicio 1.8. Escolha matrizes geradoras na forma padrao e construa outro®di-
gos binérios lineares com estas matrizes geradoras. Pesqeia distancia minima de
seus codigos.

Uma matriz de veri cagéo ou matriz de paridadeH, ) , de um codigo linear
C com matriz geradoraG, é uma matriz com a propriedade de detectar se um vetor
w de A" é uma palavra do codigo:

HwT =02 A" kK, w2C A"

Exercicio 1.9. Mostre que as linhas deH s&o vetores do subespac@&’ , ortogonal
ao caédigo, e que o posto dél é n  k (use o teorema do nicleo e da imagem).
Conclua que as linhas ded geram C’.

Verique que, se G € uma matriz geradora na forma padrao paraC, G =

T« : entdo uma matriz de paridade paraC é
Bin ) «
H(n k) n— B l(n K) (n k)
Note que se o cddigo for binario,A = Z, e teremosB = B que podemos

substituir na expressdo acima. Quais as matrizes de paridadpara os cédigos de
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tripla repeticdo e de veri cacdo de paridade dos exemplos 1.e 1.3 da sec¢do 1? E
do exemplo 1.2? E dos codigos que construiu?

Dadow 2 A", aimagem deste elemento pela matriz de paridaddy w' 2 A" K,
€ chamadasindrome de w: Os elementos do cddigo lineaC sdo entdo os que tem
por sindrome o vetor nulo.

Um fato importante sobre os cédigos lineares é que existem foias nao diretas
de se calcular a distancia minima para estes codigos. Estasabrrem do fato de que
cédigos lineares sdo geometricamente uniformes.

Se um codigoC contido em A", com jAj = g, € geometricamente uniforme,

n
para encontrarmos a distancia minima, nao precisamos caltar todas as q2 =

n n 1
% distancias entre dois pontos. Podemos xar uma palavra quajuer e
calcular asq" 1 distancias entre esta palavra e uma outra:

Lema 1.1. SejaC um cddigo geometricamente uniforme contido enA". Escolhida
uma palavraa do codigo, a distancia minimad de C é dada por

d =min d(a;Vv)
v6a

Demonstragdao Como C tem um ndmero nito de pontos, sua distancia minima
ocorre para um par de palavrasx ey, isto é,

d=d(x;y):

Sejaa o ponto escolhido. ComdC é geometricamente uniforme, existe uma isometria
' emA" que preservaC e levax ema. Logo,

d=d(x;y)=d(" x;"y)=d(&"y):

Para codigos lineares o ponto escolhido costuma ser@de A" e de nimos a
distancia de Hamming de uma palavrax do cédigo a0 como opesode x:

w(x) = d(x;0):
Temos entéo:

Proposicdo 1.2. A distancia (de Hamming) minima de um codigo linear binario
C é o menor peso de um elemento ndo nulo deste cédigo.

Demonstragda Codigos lineares sdo geometricamente uniformes. De fatoas
translacbes emA", ' (x) = x + b sdo isometrias para a distancia de Hamming,
isto &,

d(u;v) = d(u + b;v + b) para quaisqueru ev emA",

pois 0 nimero de coordenadas distintas é preservado pela samAlém disso, para
b2 C,' preservaC e dadas duas palavrax ey no cddigo, tomandob =y X, a
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translagéo levax emy. Portanto, pelo Lema anterior, escolhendo o pontau = 0,
concluimos que a distancia minima é sempre igual ao menor pepara uma palavra-
cédigo. [ |

Um (n; k) cddigo linear com distancia de Hamming minimad é dito ter parame-
tros (n;k;d).

Proposicdo 1.3. Um cdédigo linear C tem distancia de Hamming minimad se e
somente se 0 numero minimo de vetores-coluna da matriz de paridadedarmente
dependentes él.

Demonstracdo SejaH matriz de paridade paraC. Entéo, paraw = (Wg.Wy; 13 Wy),
w2C() HwT' =0 mas isto signica que sew 6 0; as coordenadas dev com-

. P . _
pdem uma combinacdo linear nula de vetores coluna del:  wiH' = 0: Recip-

rocamente, a toda combinacéo linear ndo nula das colunasI éaatriz de paridade
corresponde uma palavra do cédigo cujo peso é o numero de ekemos ndo nulos
desta combinacao linear. Portanto, o peso minimo de uma palaa do cédigo é ex-
atamente o nimero minimo de vetores que podem ser combinadpara dar o vetor
nulo. Usando a proposi¢do anterior, concluimos a demonstrao. [ |

Exercicio 1.10. Considere o codigo linear binario dado pela matriz geradoralaixo:

2 3
101 01011
_ lgs | _51 100110 1?
C= g,y ON€Bas=3 1 1 1 100 0 05
0 0010111
Veri que que este caodigo tem 256 palavras e distancia minima 3

Observe que, como a matriz de paridade tem posta  k, 0 menor nimero de
vetores-coluna linearmente dependentes é pelo menos k+1 e portanto temos
uma limitacao para a distancia minima, dada pela Ultima proposicao:

Corolério 1.1. Cota de Singleton Seja C um (n; k)-codigo de bloco linear binario
com distancia de Hamming minimad. Entdo temos a limitacao:

d n k+1

Cadigos lineares satisfazendo a igualdade sdo chamados @paracdo maxima,
MDS ( Maximum distance separable).
Outra consequéncia da Ultima proposicéo para codigos binérs é:

Corolario 1.2. Cadigos binarios corrigem pelo menos um erro se, e sé se, todos
os vetores da matriz de paridade s&o distintos. (Veri que!)
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1.3.1 Cddigos de Hamming

Os cédigos de Hamming tem a propriedade requerida no Ultimo colario além de
outras. Tais cddigos foram introduzidos em 1950 por R.W. Hamiimg ([17]) e tem
sido muito utilizados desde entéo.

Um codigo de HammingH,, zZ" *éum@™ 1,2 m 1)-cdigo linear
binario que tem matriz de paridade H,, cujas colunas séo todos os elementos néo

nulos deZ3':
Por exemplo, uma matriz de paridade na forma sistemética paa um H3 é
2 3
01 11100
H;=41 0 1 1 0 1 05
1101001
Sua matriz geradora correspondente sera entao:
2 3
1 000
01 00
0 010
Gz3=R0 0 0 1
0111
1 0 1 1
1 1 01

Portanto a codi cacdo de uma sequénciaabcdpor este cddigo ca sendo
abcdxyz
onde, utilizando as operacdes d&,,
X=b+c+dy=a+c+dez=a+ b+ d:

Exercicio 1.11. Se vocé escolher uma outra matriz de paridade para gerar ukis
este codigo sera equivalente ao dado aqui?

Exercicio 1.12. Encontre uma matriz de paridade e matriz geradora correpondeiet
para o (15; 11)-codigo de HammingH 4.

Utilizando os resultados anteriores vocé podera deduzir que

i) A distdncia de Hamming minima de um cédigoH , € 3 e portanto ele detecta
até dois erros e corrige até um.

ii)Este é um codigo perfeito, isto é, todo elemento dezgm ! est4 a uma distancia
de no maximo um de uma palavra do cédigo:

B(a;1) = zZ
a2H o

Note que a condicdo dada em ii) retrata uma distribuicdo muito uniforme do
c6digo no espaco de dimensdo maior. No exemplo dds teremos as2* = 16
palavras do codigo muito bem distribuidas nos2’ = 128 elementos dez} de forma
gue nenhum destes dista mais que um de alguma destas palavras
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1.3.2 Decodicacao de um codigo de Hamming

Exercicio 1.13. A) Discuta e justi que cuidadosamente o seguinte algoritmo pea
decodi car um elemento do cédigo de HammingH3; dado acima pelo critério da
verossimilhanga (supondo que a palavra correta do codigo gaerresponde a sequén-
cia recebida é a mais proxima a este):

- Tome a sequéncia recebida na forma de um vetor- coluna7 1

- Encontre o vetor-colunaHgsr. (Note que Hzr sera o vetor nulo ou uma coluna
de Hs. Por qué?)

- Se a sindromeHgzr for o vetor nulo de ordem3 1; entdor 2 Hj3; caso
contrario tome w como a palavra codigo que troca ¢-ésimo bit der, se Hzr for a
j -ésima coluna deHs:

- Finalmente dada a palavrar ou a palavra w, conforme Hzr = 0 ou ndo,
considere apenas 0s quatro primeiros digitos.

B) llustre este procedimento escolhendo 3 sequéncias de 7 bipgra decodi car.
C) O procedimento acima é valido para cédigos de Hamming de qualguordem?

D) Ao tentar adaptar este procedimento para cddigos que cofam um erro mas
ndo sejam perfeitos, pode ser que na terceira etapdsr ndo seja nem o vetor nulo
nem um vetor-coluna deHs;. O que estara ocorrendo entdo?

Ha muitos outros codigos lineares conhecidos e de grande uigé¢do, como 0s
cédigos de Golay, Reed-Solomon e de Reed- Muller. (Consulgeor exemplo [18]).

O codigo de Golay Go4 pode ser construido a partir de "combinacBes "de
cédigos de Hamming ([28]). Este codigo e seu associadoGy; tem excelentes
propriedades ([24] e [36]) e sdo essencialmente os Unicosediem oS parametros
(n;k;d) =(24;12,8) e (n; k; d) = (23;12; 7) respectivamente. Uma matriz geradora
para o c6digoGy4 €:
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2 3
1

Tl

Tl

=

B
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=

[E=Y
[
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o
[
o

1

Todas as palavras do codigds,4 tém peso par ( Por qué?), o que signi ca que
G24, que é um subespago de dimensab2 em Z§4, na verdade esta contido num
subespaco de dimensao 23 e podemos eliminar um bit geranddsgs. O Golay Gy4
tem distancia minima 8. Como vocé veri caria isto usando o coputador? O Gy3
tem distancia minima 7 e € um cédigo perfeito que corrige 3 erros.

1.4 Codigos g-arios: A Distancia de Lee

Chamamos cédigogi-arios os que tém por alfabeto o aneZ dos inteiros méduloq:
Como comentamos, em funcéo da tecnologia computacional gisnivel atualmente
0s cddigos em uso sdo essencialmente os binarios. Mas outcdsligos sédo também
usados em etapas intermediarias e posteriormente convedid's em binarios. Este é
0 caso dos cddigos de bloco g-arios que introduzimos a segoam alguns exemplos
e a nocgao de distancia de Lee, adaptada a estes codigos.

O anel Zq = f0;1;:::;q9 1g, onde a classea é formada pelos inteiros cuja
divisdo por g tem resto a. Uma boa referéncia para o estudo deste conceito e suas
propriedades é [18].

As operacdes de soma e mutiplicacdo nestas classes séo as amhs das o-
peracdes nos inteiros, sempre cando com o "resto "da divis@ipor q a+ b =
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(a+ b) mod gea:b= (a:b) mod q (ver apéndice).
Ja vimos as operacGes par@, = f0;1g; quando trabalhamos com os cédigos

adicdo e multiplicacdo sdo colocadas a seguir:

ol Ol Of Al

OO
Nl Rl ol +
Nl =l Of Ol
=l Ol N NI
ONN W
OO DN
Nl =l O
Nl Rl Of I

Ol NI | =
=N Of N
[62NN

POOCODY N
wl NI of +
Wl NI I O] O
ol W NI R
Rl ol Wi N NI
Nl Rl Ol Wl W
ONNRNN W
HOOCODY N
Wl NI Rl Ol
ol ol ol of o
Wl NI I O K
N ENENEIIN'
Rl ol Wl of Wl
O~NNRN

ORNNRNNRN W

POOOOCOD) N
Bl wl NIl Ol
RN Wl A O

ORNNRNRN W

pOoOOOOOD N
Nl N ROl +

ROl Aol Nl NI
NI =l Ol AWl wi
Wl NI Ol BN
Ol Ol Ol ol Ol Ol
Bl Wl NI Ol -
Wl AN Ol NI
NI B wl Ol wi

Bl Wl NI Ol O
Ol Bl Wl NI I

Z4 com estas operagdes sera um corpo se, e somentecsir um ndmero primo
(Apéndice e [18]). Neste caso, teremos a de nicdo de coédigondiares, com as
propriedades ja estudadas anteriormente.

Uma outra nogéo de distancia pode ser de nida enZq e Zg, que € conhecida
como distancia ou métrica de Lee( [10] e [25]).

Dadosa e bem Z4 de nimos:
diee (@D)=minfia bj;q ja hbg

Assim, por exemplo, emZi3, diee (1;4) =3 ediee (1;12) = 2. Se colocarmos as
classes d& como os veértices de um poligono regular dg lados, a distancia de Lee
entre duas classes serd 0 menor nimero de arestas que conetstes vértices. A
gura 1.3 ilustra Z;3.
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Figura 1.3: Uma representagcdo geométrica d&;3 com a distancia de Lee.

A distancia de Lee eng é de nida como a soma das distancias nas coordenadas:

X
diee ((Ar; @2; 25 a@n); (bus by i b)) = diee (a5 D)
i=1

Podemos de nir os conceitos de esfera e bola como zemos comdastancia de
Hamming. Paran = 2; os pontos deZﬁ sdo correspondentes aos vértices de uma
malha quadriculada desenhada num quadrado de ladq: Os bordos deste quadrado
devem ser identi cados e portanto esta malha ir4 estar sobreim toro. A distancia
de Lee entre dois vértives é a distancia do grafo, ou seja, o mero minimo de
arestas nesta malha para ir de um vértice a outro.

A gura 1.4 representa ZZ: Observe na gura qued,ce ((2; overline3); (4;4)) = 3.
Veri que que dado o elemento (2;3) (e na verdade qualquer outro), existem na
distancia de Lee: 1 ponto a distancia 0, 4 a distancia 1,8 a dincia 2, 8 a distancia
3 e 4 a distancia 4.

Se neste mesmo conjunt@Z vocé considerar a distancia de Hamming, quais
séo as possibilidades para as distancias?
Considere agora o cédigo lineaC dado por:
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C=fj(2;1);j =0;1,2,3;49

Veri que que a distancia de Lee minima é 3 e ele € um cddigo 1-geito com
esta distancia.
Este € um exemplo de um resultado mais geral ([10]):

C=fj(m+1;m);j =0;1,2;::;m 1g

. - A . . : 2
€ um cédigo com distancia de Lee minim@&m +1 e € m-perfeito emZg, )2, 2

segundo esta distancia. Veri que este fato no exemplon = 3.

1.5 Probabilidade de Erro em Canais Binarios Simétri-
coS

Uma questéo natural a respeito de codigos é o que ganhamos enod¢a da perda de
informacg&o que ocorre (a taxa de informacdo é sempre menor gum)?

bit transmitid 1p bit recebid
0 it transmitido // 47 it recebido // O

1 I te g I
Figura 1.4:

Vamos assumir que a transmissao seja através de um canal bimd simétrico
BSC ( de binary symmetric channel). Um modelo simples de um caal assim é
esquematizado na gura 1.4. A probabilidade de se inverter m bit, seja este 0
ou 1, € assumida como send@, 0 < p < % e é independente do que ocorre com
qualguer outro bit. Notamos que este tipo de modelo nem sempré realista, mas
representa bem, por exemplo, uma rapida transferécia de dad num computador.

No exemplo do(7;4) cédigo de Hamming,H3z, temos uma taxa de informacao
de % u 0;57. O que ganhamos com esta perda de 43% ? Qual a probabilidadema
termos erro ?

Se simplesmente transmitirmos 4 bits sem redundancia a prabilidade de acerto
sera de(1 p)*. Usando o codigo de HammingH 3 com a decodi cagido de méaxima
verossimilhanca, a probabilidade de n&o termos erros sera:
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py = probabilidade de termos 7 bits corretos e 0 incorretos +
probabilidade de termos 6 bits corretos e um incorreto

=@ P+ L @ pp
=L piep® 17 +ap+1)

Ent&o o polindmio f (p) =6p° 11p?+4p+1 é quem da uma medida do ganho
na probabilidade de ndo haver erro. Note qué (0) = f (%) =1 e, neste caso,o0 valor
maximo def no intervalo sera emp = g ( Veri que!), onde f (p) 1:41 e portanto
teriamos um ganho méaximo de 41% caso p tivesse este valor. Na#lmente para
valores pequenos d@ o ganho seria bem menor (Ex. parg = 0;01, ganho de 4%).

Exercicio 1.14. Considere um codigo de tripla repeticdo para codi car mensagns
iniciais de 4 bits. Compare este codigo com d13 analisando: distancia minima,
deteccdo e correcdo de erros, taxa de informacdo e probabgide de transmisséo
correta.

1.6 Leituras de Aprofundamento e Extensédo

Uma 6tima referéncia em portugués € [18]. Este € um texto quetioduz a teoria de

cadigos aprofundando nos conceitos algébricos, numa ab@gem que complementa
o texto aqui apresentado. Outras excelentes referéncias paconsulta e aprofunda-
mento dos temas aqui abordados séo [24], [28], [23] e [33] quemo [18], serviram
de base para a edicdo deste capitulo. Para suporte e revisde dgebra Linear,

consulte [8] e [14].

1.7 Exercicios Complementares

Exercicio 1.15. 1. Discuta a a rmacao de que o cédigo ISBN detecta um erro.

2. Os digitos de controle,n1gn11, a0 nal do seu CPF sdo assim estabelecidos:

CPF: ninyns::ing= nNighqs

X
Ny = (( i:n;)mod11) mod 10
i=1
X.O
np=(( (i 1):nj)mod11l) mod 10
i=2

a) Teste a expressao acima no seu CPF e de algum amigo
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10.

11.

b) Este cddigo corrige erro?
c) Detecta algum erro?

. Suponha que o robo do exemplo 3 possa mover-se nas oito diregGardeais e

também levantar o braco esquerdo e direito separadamente. Rionha codigos
fonte e canal e discuta. Acrescente movimento de cabega.

. Estenda o problema anterior para um "tabuleiro 3D ".
. Estenda a de nigdo de do cddigo de veri cagdo de paridads; 7) para (n+1;n)

. Pense em aperfeigoar o cdédigo de tripla checagem de paritla de forma que

a cada quatro digitos ele acrescente 3 de veri cacdo e contiie corrigindo um
erro.

. Mostre que nao é possivel a um cédigo binario que a 5 digitasrescente mais

trés corrigir um erro.

. Mostre que, sejAj = g, dadoa 2 A" er 2 N;O<r n, os nimeros de

elementos da esfera e da bola segundo a distancia de Hamming séepecti-
vamente:

. N n r . s X n i
jS(a;r)j = ) (a 1) ejD(ar)j= : (@ 1)
i=0

. Encontre uma matriz geradora para o cédigo que é ortogonal ado 1.15.3.

Um codigo de n repeticBes € uma extensdo do que foi abordaum 1.15.1. a)

De na-o formalmente, mostre que ele é um cédigo linear exibindoma matriz

geradora. b) Encontre uma matriz de paridade, a distancia minimao nimero

de erros que pode corrigir e taxa de informacao deste cddigo) Estes cddigos
sao perfeitos ?

Para cadan construa um codigo linear binario de posto maximo com distaneai
minima 2.
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Cdbdigos corretores de erros- Uma breve introducao



Capitulo 2

Reticulados

2.1 Introducéo

O problema de encontrar o melhor cédigo possivel eri] corresponde, emR", ao
problema do empacotamento esféricoOu seja, queremos distribuir esferas de raio
r emR", de modo que
(i) duas esferas quaisquer deste arranjo apenas se toquem em ponto da casca,
ou ndo possuam interseccao nenhuma;
(ii) este arranjo de esferas ocupe o maior espaco possivel

No ambiente deZ), vimos no Capitulo 1 que o problema ca um pouco menos
complicado quando se tem alguma estrutura algébrica no c6do (cédigos lineares),
ou seja, nos centros das esferas. O mesmo vale para o empacwtato de esferas
emR" e, neste caso, a estrutura algébrica é a deticulado.

de R" tal que
X 2 se, e somente se = a;u; + :::+ ap,u, coma 2 Z para todo i

¢ chamada de base do reticulado . A gura 2.1 ilustra dois reticulados em R?:
o reticulado Z2, dos pontos de coordenadas inteiras no plano, que tem por bas
= f(1;0);(0;1)g, e o reticulado gerado pela base = f(2;1);( 1;3)g.
A base de um reticulado néo € Unica: por exemplo,°= f(1;3);(0;1)g também
¢ base dez?, pois o reticulado gerado por °esta contido emZ? e, por outro lado,

(m;n) = m(1;3)+(n 3m)(0;1):

Pode-se mostrar que dado um reticulado gerado por uma base , uma base de
R? também é base deste reticulado se, e somente seesta contida em e a matriz
de mudanca de baseéM tem entradas inteiras e determinante 1 [36].

Vimos também, no capitulo anterior, que um cddigo geometricanente uniforme
possui varias propriedades interessantes e que, neste cas@ mais ferramentas
para o estudo da geometria do cddigo. Isso da mais uma boa raz@ara estudar o
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Figura 2.1: Dois reticulados no plano.

problema de empacotamento via reticulados, pois todo retiglado € geometricamente
uniforme.

Exercicio 2.1. Mostre que as translacfes séo isometrias d®" com a distan-
cia usual; mostre também que se € um reticulado eu 2 , entdo a translacdo
X 7! x + u é uma isometria que leva em . Finalmente, mostre que é geomet-
ricamente uniforme.

No que se segue, estudaremos ferramentas e conceitos basamseoria de reticu-
lados emR", tendo a densidade como conceito central. Mostraremos tan#m uma
técnica de construcdo de reticulados, a partir de codigos bérios, e uma aplicacéo
da teoria de reticulados ao estudo de grafos.

2.2 Reticulados no Plano

Como primeiro exemplo de empacotamento determinado por umaticulado, consi-
deremos o reticuladaz?. Um empacotamento esférico (por discos, neste caso) é feito
colocando-se um discd, de raio 1=2, centrado em cada pontov do reticulado.

Observe que, se tomarmos discos de raio maior do quie2, havera sobreposicao;
portanto, 1=2 é o maior raio possivel para um empacotamento de discos comntes
nos pontos deZ?. Este maior raio possivel é chamado deaio de empacotamento
do reticulado. Pode-se mostrar que € a metade da distancia minima entre pontos
do reticulado.

Para medir a proporcao da area do plano que foi ocupada pelo gracotamento,
recorremos a um arranjo complementar , dado pelasegides de Voronoidos pontos
do reticulado. A regido de Voronoi de um pontov de Z? é o conjunto R(v) dos
pontos deR? que estdo mais proximos de/ do que de qualquer outro ponto deZ?
que, neste caso, € um quadrado unitario centrado no ponta.

Para um reticulado mais geral do plano, uma regido de Voronoé determinada
do seguinte modo: dados dois pontos e v, 0 conjunto dos pontos que estdo mais
proximos de v do que deu corresponde ao semiplano determinado pelo bissetor
perpendicular (mediatriz) do segmento[u; v], que contém o pontov. Tomando-se a
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interseccao de todos estes semiplanos (na verdade, apenas dgemiplanos relativos
a pontos préximos dev), obtemos a regidoR(v). A gura 2.2 ilustra as regides de
Voronoi de Z? e do reticulado gerado por(2;1) e ( 1;3).

Figura 2.2: RegiGes de Voronoi d&? e do reticulado gerado por(2;1) e ( 1;3)

Tendo construido uma destas regides, todas as outras sdo adds por translacdes:
se comecarmos d&(0), por exemplo, teremos

R(v)= R(0)+ v = fv + x 2 R%;x 2 R(0)g:

Como cada translacdo é uma isometria, todas estas regides gsoem as mesmas
propriedades geométricas. Logo, basta estudar a regid®(0).

O importante é que estas regides constituem um ladrilhamemt perfeito no plano:
as regidesR(v) cobrem o plano inteiro e se sobrep6em apenas ao longo de pato
da fronteira (vértices ou arestas). Assim, a densidade do ratulado ou, mais clara-
mente, a densidade do empacotamento de discos determinadalp reticulado, é
de nida como a razdo entre a area do disco de empacotament® e a area da
regido de Voronoi, e fornece uma medida de quanto do plano fpireenchido pelos
discos. Temos, entéo,

area D)
areaR(0))’

onde D é o disco de raio , com o0 raio de empacotamento, eR(0) é a regido de
Voronoi de 0.

Exercicio 2.2. Mostre que, paraZ?, temos = =4= 0;7804

Voltemos ao reticulado gerado pela base = fvj;v,g, ondev; = (2;1) e
vy, =( 1;3). Qual é o raio de empacotamento?

Seu = x(2;1)+ y( 1;3), entdo jjujj®> = 5x? + 2xy + 10y?: Dai, sexy = 0, 0
menor valor que jjujj? assume €5, e isto ocorre nos vetores (2;1). Sexy < 0,
entéo

5x2+2xy +10y? 5x2+2xy +5y% 42 +4y?+(x+y)? 8



32 Reticulados

poisx;y 2 Z exy 6 0; e é l6gico que say > 0, entdojjujj? > 5. Portanto, os vetores
de mepor norma séo os dois vetore®; 1) e( 2; 1);logo, o raio de empacotamento
€ = b5=2 Para calcular a densidade de empacotamento, temos que deteinar
a area de uma regido de Voronoi deste reticulado que, nestest € um poligono
de seis lados. Ldgico que podemos calcula-la diretamente @eixaremos isso como
exercicio para o leitor), mas existe uma maneira mais simpsede fazé-lo.

Observamos inicialmente que ndo apenas a regido de Voronaidrilha o plano
pelas translacdes por vetores de, mas que também podemos tomar como ladrilhos,
relativos a estas mesmas translacdes, o paralelogranffoapoiado na base do reticu-
lado, isto &,

P=favy+hbvyj0 a 1,0 b 1g:

Na Figura 2.3 vemos o paralelogramd® gerado pela basd (2;1); ( 1;3)g.

Figura 2.3: Paralelogramo gerado pela basé(2;1); ( 1;3)g

Como veremos na proxima secao, ladrilhos que tesselam pelagsmas translacdes
possuem a mesma area, e calcular a area de um paralelogramarncsuporte em
V1 = (V11;V21) € V2 = (Vi2; V22) € muito simples:

. Vi1V
area(P) = det 1 2
Vo1 V22

Finalmente, podemos calcular a densidade de: a area do paralelogramo €& e
a densidade é
5

= — = : ]_
-8 0;56

Exercicio 2.3. Construa a regido de Voronoi da origem do reticulado gerado
por = f(2;1);( 1;3)g e verique que sua area € igual a area do paralelogramo
apoiado em .
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2.3 Regides Fundamentais e Densidade

A de nic&o de regido de Voronoi para dimensdm € a mesma de dimensa@: sev
€ um ponto de , a regido de Voronoi dev € o conjunto

R(v)= fx 2 R";jjv Xjj jj v ujj; paratodou2 g:
Uma primeira propriedade destas regides é

Proposicdo 2.1. Paratodov 2
R(v)= v+ R(0)= fv+ x 2 R";x 2 R(0)g:
Exercicio 2.4. Prove o resultado acima.

Uma segunda propriedade importante é que podemos ladrilhaR" com estas
regides. Informalmente, isto signica que cada ponto deR" estda em um dos
transladados deR(0) e que dois destes transladados s6 se tocam nos bordos (ou
ndo tém interseccao).

Como no caso planar, vamos avaliar o quéo denso é um reticuladcomparando
o volume de uma regido de VoronoR(v) com o volume da maior bolaB, (v) que ela
contém. Para isso, seja = , oraio de empacotamentode |, isto €, 0 maior nUmero
positivo tal que B,(0) R(0) (pode-se veri car, como antes, que ¢é metade da

norma minima de , isto é, = %minfjj Xjj;x 2 g). De nimos a densidade de
por

vol(B (0)) .

vol(R(0)) -

Veri que, por exemplo, que a densidade do reticuladaZz® dos pontos de coorde-
nadas inteiras no espago é= - 0;5236

E claro que determinar a regido de Voronoi de um reticulado né é um problema
nada trivial e, na forma em que esta, a de nicdo de densidade ée dificil aplicabi-
lidade. Vamos mostrar agora que, tendo o raio de empacotamém e uma base de

, podemos calcular a densidade do reticulado sem problemasg pratica, o célculo
de também pode trazer di culdades, mas isso ja é outra historiq

Seja um reticulado emR". Uma regido fundamentalF de € um subconjunto
fechado deR" que ladrilha R", isto €, tomando os transladados= + v, comv 2
conseguimos cobrir todo oR" de modo que dois ladrilhos ou nédo tém intersec¢éo
ou se intersectam apenas nos bordos.

A regiao de Voronoi R(0) € um exemplo de regido fundamental de . Uma
segunda regido fundamental bastante Gtil para nés é politopo fundamental gerado
por uma base de .

Dada uma base = fuj;uy;:::;ung, 0 politopo fundamental gerado por esta
base é o sélido
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Paran = 2, este é o paralelogramo gerado por. Da mesma forma que nos reti-
culados planos, o volume deste sélida-dimensional é dado porvol(P) = jdet(A)j,
onde A é a matriz cujas colunas sdo os vetores da base

Proposicdo 2.2. P é uma regido fundamental de .
Demonstracda De fato, P é fechado, e se
v+ P=fx+v;x2Pg;

entéo
(i) cada vetor de R" esta em um destes sélidos. De fato, d@c € a parte inteira
do n|gmero reala (ou seja,bac 2 Z e0 a b ac < 1), entdo para cada vetor
v= 1 au; deR", temos
X X X
aju; = ba; cu; + (ai b aic)ui .

- =z [—z—)
2 2P

[
Portanto, R" = v+ P:

v2
(i) o interior de v + P, isto &, o conjunto dos pontos dev + P que nao estdo na
fronteira, é o conjunto

X
intf(v+ P)=fv+ au;;0<a; < 1g;
i=1

e disso se conclui que nenhum ponto de + P pode estar em outro transladado
u + P (use o fato de que os pontos de sdo combinacdesnteiras dosu;'s). [ |

O fato de P ser uma regiao fundamental de € crucial no estudo dos reticulados,
pois
Proposicdo 2.3. O volume de qualquer regido fundamental de € o mesmo.

A demonstracdo desta proposicao envolve pré-requisitos dgometria que estdo
além do escopo deste texto [5].

2.4 Matriz de Gram e o Determinante de um Reti-
culado
Seja = fug;uy;:::;ung, uma base do reticulado , e sejax = kyui+ :::kpu, um

elemento de . Escrevendo os vetores na forma de colunas, com as coordeaadcha

base canobnica, temos
2 3 2 32 3

U1r Uin ki
X = klﬁ : %+:::+kn2 : %2 : %Z

U1in Unn Un1 Unn kn

3 2
Un1 U1
6= 8
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Isso nos mostra que € a imagem deZ" pela matriz M = (u; ), ou seja, todox
de édaformaAvT, para algumv = (kyi;:::;K,) emZ". A matriz A é chamada

Sua base é a base candnica e a matriz geradora é a matriz idet#de.
SeA é uma matriz geradora de , a matriz de Gram associada € = ATA.

Exercicio 2.5. Verique que G é uma matriz simétrica e que suas entradas s&o 0s
produtos escalaresu;; u;ji :

Assim, G guarda informacdes métricas importantes sobre a base eshimla.
Claro que um reticulado tem varias bases diferentes e, infeinente, as matrizes
de Gram podem mudar com a base. Considere, por exemplo, o retilado gerado
por = fu;vg,comu=(n;n+1) ev=( n 1;n), sendon um ndmero inteiro
ndo-nulo. Os vetoresu®=(n;n+1) ev®=( 1;2n+1) também formam uma base
Ode

Exercicio 2.6. Verique que °também ¢é base do reticulado . Veri que que as
matrizes de Gram correspondentes a e °séo

2n’+2n+1 2n?
2n? 4n? +4n+2

2n2+2n+1 0

0_
0 m2+2n+1 € CF

G=
Assim, um reticulado possui varias matrizes de Gram diferergs. No entanto, o
determinante de cada uma delas é o mesmo e sO depende do reféclo.

de e sejamA eB as matrizes geradoras associadas. Comoé base de , podemos
escrever
Vi = agjus+ agux+  + an Uy, paraj =1;2:::,n;

onde cadaa; esta emZ. A transformacéo linearT : R" ! R", que levau; emyv;j,
faz a mudanca de base e tem matriM com determinante 1. Dai

B = MA
edet(BTB) é igual a
det(ATM TMA) = det( AT)det(M ") det(M ) det(A) = det( AT A):

Como ilustracéo, é facil veri car no exemplo anterior que anbas as matrizes de
Gram tém determinante igual a (2n? +2n+1). Por isso, de nimos o determinante
de , det() , como o determinante de uma matriz de Gram (qualquer) de . Este
niimero tem uma interpretagdo geométrica que parece surpradente: é o quadrado
do volume de uma regido fundamental de .

1Em boa parte dos textos sobre reticulados, escreve-se VA e ndo AvT . Nesta outra convencao,
séo as linhas de A que geram o reticulado.
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Exercicio 2.7. Mostre que o volume deP é det() 2.

Pela proposicéo 2.3, o volume da regido de Voron®t(0) € igual ao volume deP;
assim, o volume deR(0) é igual a raiz quadrada do determinante de . Portanto,
expressamos a densidade de como

vol(B (0))

e o problema de calcular ca resolvido se tivermos uma base do reticulado e
sua distancia minima (a expressao para o volume da bola-dimensional pode ser
encontrada em [36]).

Por exemplo, para o reticulado gerado por(a;b) e ( b;a), temos = i
0; 7854 (veja o exercicio 2).

Uma densidade muito melhor é atingida pelo reticuladoA, (guraigfl), que é
o reticulado mais denso emR? e é gerado pela base = f(1;0);(1=2; 3=2)g. As
regides de Voronoi deste reticulado sdo hexagonos e sua delasle é = P =

0; 9069 (veja exercicio 3). este é o reticulado no plano com a melhoretisidade
possivel [36].

Figura 2.4: Regido fundamental do reticuladoA .

2.5 Reticulados Congruentes e Reticulados Equiva-
lentes

Quando trabalhamos com codigos binérios, utilizamos o comito de codigos equi-
valentes dois cédigos lineareC; e C, sdo equivalentes se existir uma isometria
tal que ' (Cy) = C,. Codigos equivalentes tém os mesmos parametras k; d.

No caso dos reticulados, temos a de nigdo analoga de reticul@s congruentes.
Veremos que se dois reticulados sdo congruentes, entdo poss mesmo raio de em-
pacotamento, mesma densidade e uma mesma matriz de Gram. Umroeito mais
exivel, especi co para reticulados, € o da equivaléncia;es 1 e , sdo equivalentes,
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sua densidade é a mesma e, embora ndo sejam 0s mesmos, 0S rd@gmpacota-
mento e as matrizes de Gram sao relacionados por um simplegda escalar. Como
a congruéncia é um caso particular da equivaléncia, comegmos nosso estudo por
esta Ultima.

Diremos que 1 e , s&o equivalentesse existirem uma aplicacdo ortogonal
U:R"! R" e um nimero real positivo tais que (U )( 1) = . Note que
hU u; Uvi = 2hu;vi e que, por tabela,jj U vjj = jjvjj. Diremos que ¢é a
razao de semelhancale ; para ».

Se ; e ; sdo o raio de empacotamento e a densidade de, parai = 1;2,
respectivamente, temos

minfii xji;x 2 29 = minf jiyji;y 2 g
minfjj yji;y 2 19

€ segue que o raio de empacotamento de; € , = ;. E também: seA é matriz
geradora de i, entdo UA € matriz geradora de ; e

det( UA ) =det( | )det(U)det(A) = " det(A);
0 que mostra quedet( )= 2" det( ;). Portanto,
_ VOl(B 2(0))
2T det( p)t®
nV0|(B 1(0)) :
ndet( 1)=2

- 1

Assim, reticulados equivalentes possuem a mesma densidad&kesumindo as
contas,

Proposicdo 2.4. Se ;1 é semelhante a , com razdo de semelhanca, entdo
existem matrizes de GramG; e G, para ; e » tais que

1. G2 = 261,
2. 2= 1,
3. 2 = 1.

Note que, como tanto o raio de empacotamento quanto o volume miem ser cal-
culados a partir de uma matriz de Gram do reticulado, a propredade (1) implica nas
condicdes (2) e (3) (veri que!). Outro fato importante € que, se vale a condicéo (1),

G, = 2G;. Entdo, a aplicagéo linearT : R" ! R", de E,ida por T(u;j) = Mi, é uma
semelhanca de razdo . Para vericar isso, tome u = in:l ajuj ev = i”:l b u;
emR". Temos, entéo,
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Quando

hTu;Tvi

aiq hTUi;TUj i

= 1, dizemos que os reticulados sdcongruentes.

Reticulados

Neste caso, as

matrizes de Gram e 0s raios de empacotamentos s&o iguais.
Como no caso dos cddigos, ndo se costuma fazer distingdo entreticulados
congruentes e varios reticulados sédo identi cados na liteatura pela matriz de Gram.

Um primeiro exemplo importante é o dos reticuladosD,, n

D4 e Ds sdo de nidos pelas matrizes de Gram

2
2 0 1
4 0 2 1
1 1 2

A matriz de Gram do reticulado D,, , paran

(62BN OV]

e} 0)]
oronN
orNnO
e

NP OO
OUN

3. Os reticuladosD 3,

2 3
2 0 1 00
O 2 1 00
e 1 1 2 10
0O 0 1 21
0O 0 0 1 2

6, tem as mesmas 4 primeiras linhas

de Ds (completadas com zeros a direita) e as linha%;6;7;:::;n sdo obtidas da
quarta linha, que é o vetor(0;0; 1,2; 1;0;:::;0), por deslocamentos a direita:

2

O OFrOoON

0
0

o OFr NO

0

o FPNRPR

0
0O O
1 0 O
2 1 0
1 2 1
o 1 2
0 1
0

3
0 O
0
1 0
2 1
1 2

A matriz de Gram também pode ser especi cada em termos dos prdutos inter-
nos dos elementos da base correspondente. Ou seja,

@
(ii)
(iii)
(iv)

I’El;egi
hey; esi
hei; e i
hei; ei

mz;egi: 1

0

lparai=3;:::;n 1

0 parai;j =3;::5;neji jj 2
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Na sec¢édo seguinte, mostraremos como obter uma base deste cetado. Um se-
gundo exemplo importante é o reticuladoEg, que € o reticulado de maior densidade
em RS,

O reticulado Eg é determinado pela matriz de Gram

2 3

OO OOOFrN
o ocookFrPrNPE
ooocookRrNPEFO
oocoFRPNF OO
FPokRPNMFOOO
OFRP NP OOOO
H[\JI—‘OOOOO
NP ORFOoOOoOoOo

0

Das varias realizages deste reticulado, uma das mais singgl, encontrada em
[36], é dada pela base formada pelos vetores

er = ( 1,1,0,0,0;0;0;0);
ez = (0; 1,1,0,0;0;0;0);
e; = (0:;0;0;0;0;0; 1;1)e
es = HLLLLYL L 1 1)

Pode-se veri car que estes vetores satisfazem

(1) hei;eii = 2;

(i) he;ei = lparai=1;2:::;7,

(iii ) hei;eji = O seji jj 2eij 65;8;

(iv) hes;egi = 1
gue séo as relacdes expressas na matriz de Gram He. B

. . f 2 .
O reticulado Eg possuidet = 1, norma minima igual a2, = > e densidade

igual a —— = 0;254. Ele é o Unico reticulado (a menos de isometrias) com esta

384
norma minima e esta densidade, e ainda determina o melhor erapotamento por

esferas conhecido em dimenséo 8. A seguir, mostraremos cootaier este reticulado
e 0 anterior a partir de codigos binarios.

2.6 Reticulados e Codigos
2.6.1 Construcao A

Existem varias relacdes entre reticulados e cddigos. Nestagao, apresentaremos
apenas uma delas, chamadaconstrucdo A, dada em [36]. Mencionamos apenas
gue, neste mesmo livro, sdo descritos outros métodos classs de construcao de
reticulados a partir de cédigos e que varios trabalhos recées tém por base uma
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generalizagdo do método que descreveremos a seguir. A piipel aplicacao deste
método, neste texto, sera a construcao d&g a partir de um cédigo binario, sendo
gue a identi cacao do reticulado obtido com o reticuladoEg sera feita pela matriz
de Gram.
A aplicacao
VAL 2

¢ sobrejetora e satisfaz a condig&®
(u+tv)=(u+(v):

Isso faz com que a cada cédigo binério linea€ seja associado um reticulado, o
reticulado ( C)=  %(C).

Para obter o reticulado Eg, teremos que fazer uma pequena perturbacao na pré-
imagem: tomaremos ( C) = a (C), para uma constantea > 0, que sera escol-
hida de modo conveniente. Vamos primeiro ver como determinaalguns parametros
de ( C) com base nos parametros d€.

Exercicio 2.8. Mostre que o reticulado2aZz" sempre esta contido em( C); conclua

Além disso, seu 2 C, dentre todos os vetoresv tais que ( v) = u, o de menor
norma é exatamenteu (considerado como vetor deR"), e neste casojjujj? = ! (u);
gualquer outra pré-imagem deu tem norma maior do que2. Dai, seau tem norma
menor do que2a, entdo

T
jlaujj = ajjujj = a ! (u) 2

o que implica em! (u) 4. Logo, existirdo outros vetores de norma minima em
( C) distintos dos elementos de2aZ" se, e somente sed 4. Concluimos o
seguinte:

Proposigdo 2.5. Sejam C um cadigo linear binario com parametros|[n;k;d] e
(C)=a *C). Entao,

. , P - ~
1. Sed < 4, anorma minima é a d e os vetores de norma minima de( C) séo
os vetoresav, comv 2 C de peso menor ou igual a 4, bem como os vetores
av’ obtidos deste trocando-se alguns daks por 1s.

2. Sed =4, a norma minima é 2a e todos os vetores listados no item anterior
sdo de norma minima e possuem a Unica entrada ndo-nula igual a2a.

3. Sed > 4, a norma minima é 2a e os vetores de norma minima sdo os vetores
cuja Unica entrada ndo-nula € 2a.

Este resultado nos fornece o raio de empacotamento e 0 nimede vetores de
norma minima. Outro resultado importante é

2|sto &, é um homomor smo de grupos.
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Proposi¢do 2.6. Sejam C um cddigo linear binario com parametros[n;k;d] e
(C)= pl—é 1(C). Entéo, det(( C))=2" k.

A demonstracdo desta proposic¢éo utiliza alguns conceitos mais da teoria de
grupos e pode ser encontrada em [13]. Prosseguimos agora canaplicacido desta
construcao aos reticuladoD, e Eg.

2.6.2 Reticulados obtidos pela construgcéo A

Um primeiro exemplo importante, e razoavelmente simples, é do reticulado D, .
SeC, é o cadigo

de parametros[n;n 1;2], entdo o reticuladoD, éiguala ( C,) = L(Cy) (aqui,
tomaremos o escalaa = 1). Mostraremos os caso$r =3 en = 4 e deixaremos 0
caso geral como exercicio.

Consultando a matriz de Gram de D3, vemos que precisamos encontrar uma
base = fe;;ey;esgde ( C3) = 1(C3) que satisfaca as equacgdes

hei;esi = 1; hep;esi= 1, heq;esi =0:

Tendo isso em mente, considera = (X;y;z) em ( C3); comox+y+z 0 mod 2
temos tambémy X z mod 2, ou seja,

u=(x; x z;z)+(0;2m;0);

para algum m inteiro. Dai, segue queu = x(1; 1;0)+ z(0; 1;1)+ m(0;2;0) e a
terna f(1; 1;0);(0; 1;1);(0;2;0)g é uma base de( Cj).

Uma primeira melhoria a ser feita é tentar substituir (0; 2;0) por um vetor de
norma quadrada2; como

(0;200=(1; 1,00+( 1, 1,0)

e( 1, 1,0) é um vetor de norma minima de ( C3), podemos trocar(0;2; 0) por
(1, 1;0) e obter a basef (1; 1;0);(0; 1;1);( 1, 1;0)0.

Tomando produtos internos dois a dois, vemos que basta mufsiicar (0; 1;1)
por 1 e trocar a ordem dos elementos da Ultima base para chegar a unreova
base, a saber,

=f(1; L,0);( 1L, 1,0);(0;1; 1)g;

cuja matriz de Gram coincide com a deD 3.

Facamos agora o casm = 4. Antes de mais nada, sugerimos ao leitor que
volte a matriz de Gram de D4. Nota-se que as relacdes entre;; e, e e3 sdo as
mesmas para qualquen; assim, vamos aproveitar o trabalho feito paraD 3 e tomar
er=(1; 1,00, e=( 1L 100),e=(0;1 1L0).
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O vetor e, tem que estar no subespaco ortogonal &; e e,, e deve satisfazer
hes;esi = 1. Isso nos da um sistema linear de trés equacdes que tem porsgio
0 subespacaS = f(0;0;1;z);z 2 Rg. Como e4 € um vetor de norma quadrada?2
que esta nesta reta & é um numero inteiro, obtemosz = 1. Apenas para manter
uma simetria na escolha dos vetores, tomamos, = (0;0;1; 1) e obtemos a base

=f(1, L,060)( L 1,0,0);(0;1 1,0);(0;0;1; 1)g:

Isso mostra queD4 ( Cy4); deixamos ao leitor a tarefa de vericar queDy4 =
( C4). Continuando deste modo, pode-se provar qug C,) = Dj.

Vamos agora ao reticuladoEg . Considere a seguinte versao do cédigo de Ham-
ming Hz com parametros[7;4; 3] o codigo é o nlcleo da matriz

2 3
1011100
41 11 0 0 1 05:
0111001

Exercicio 2.9. Encontre o nlcleo dessa matriz.

Resolvendo este exercicio, o leitor encontrara 7 vetores qeeso 3, 7 de peso 4 e
1 de norma 7 (além do vetor nulo, légico). Esta informacao sérimportante no que
se segue.

Agora, vamos estenderH; a um cédigo de comprimento 8. Este € um processo
geral: dado um cédigoC de comprimento n, o cédigo estendido€ consiste das

Ou seja, acrescentamos a cada palavra dé uma nova coordenada que € a soma
das coordenadas originais.

Exercicio 2.10. Mostre que® possui parametros[n+1; k; d", sendo qued®= d+1,
sed for impar, e d°= d, sed for par.

Aplicando isto a H 3, obtemos um cc')digdf-lg de parametros[8; 4; 4] que chamamos
de cddigo de Hamming estendido O leitor podera (devera!) veri car que o cédigo
If-lg possui 14 palavras de peso 4, sendo 7 caxg =0 e 7 comxg = 1. Precisamos
selecionar a base d&g dentre estas palavras de peso 4. Para isso, 0 seguinte resul-
tado é muito dtil (a prova ca como exercicio): considerandovetores deZ5 como
vetores deR" de coordenadad e 1,

Lema 2.1. Dadosu ev em Z}, sendo! (u) o peso deu e hu;vi o produto interno
deu ev emR", temos

Fu+v)=1l(@)+!(v) 2hu;vi:

Dai, tiramos o seguinte: como 0s pesos ndo-nulos qﬂﬁ atinge séo 4 e 8, sel
ev tém pesodeu 6 v, entdo! (u+v)=8 2hu;vi. Temos, entdo,! (u+v) =8,
e portanto hu;vi =0, ou! (u+ v)=4, ehu;vi = 2. Restringindo-nos ao conjunto
dos vetores com ultima coordenada ndo-nula, obtemos semple;vi = 2.
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Vamos considerar primeiro os 7 vetoresii; U, :::;uUz, cuja Ultima coordenada
€ 1, e vamos construir uma base d&g, a partir destes vetores. Nesta construcao,

_ 1 .

faremosa = 1=p 2. Tome f; = %ui; pelo exposto acima,
Hi;fii=1,sei6],e
H;; fii =2, para cadai.

Esta bem perto, mas ainda ndo é o que precisamos. Agora, tomam®@s seguintes
vetores:

e = fq;
e = fo fy;
e; = f; feg:

Das relages anteriores entre of’, tiramos que

hei;ejqi = 1, parai=1;:::;6;

hej;e 11 = 1, parai=2;:::;7,

hei;ei = 0; seji jj 2
e todos os produtos internos de pares de vetores ehe;; e,;:::;e;g batem"com o
especi cado paraEg. Conferindo a matriz de Gram deEg, vemos que falta apenas
mais um vetor eg tal que heg;egi = 2, heg;esi = 1 eheg;ei =0, parai 65;8.

Resolvendo este sistema de equacdes, obtemos o vetor
1
eg = %( 1, 1;0;0;1;,0; 1;0):

Como este vetor esta em( fi3) (veri que), concluimos que Eg = ( fi3).

Varios outros reticulados importantes podem ser construids desta forma, como
pode ser visto em [36]. Recentemente, varios exemplos foraf@itos usando-se ge-
neralizac6es deste método para codigos sobre outros alfabs

2.7 Reticulados e Grafos

Um grafo  consiste de um conjunto de vérticesVv e um conjunto de arestasA
conectando (alguns destes) vértices. Representa-se 0 grafleometricamente por
pontos (os vértices) ligados por curvas (as arestas) - veja gura 2.5.

Nesta secdo, estamos interessados em uma classe especial rdéog, osgrafos
circulantes . Estes grafos sdo aplicados no desenho de redes de computado- 0s
vértices correspondem as maquinas e as arestas representaonexdes entre estas
maquinas. Também sao estudados do ponto de vista teérico, g embora sejam
exemplos relativamente simples, possuem vérias propriedas interessantes. Para
apresenta-los, precisamos antes do conjunto dos inteirasodulo M .
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O conjunto Zy, dos inteiros médulo M, introduzido no capitulo 1, pode ser
identi cado com o conjunto dos nimeros (na verdade classed)0;1;2;:::;m 19,
com as seguintes operacgdes:

a+yu b= resto dea+ bna divisédo porM,
a m b= resto dea bna divisdo porM.

Exercicio 2.11. Mostre que

1. a+y b= b+y a,

N

.(a+M b)+|v| C=atwm (b+M C)!
3. (M a)+M a=0,
4. 0+y a= a.

Estas propriedades mostram queZy , com a soma moduloM, é um grupo
abeliano nito (ver o Apéndice). Como todos os elementos d&,,, sdo multiplos de
um deles (o elemental), Z,, € um grupo ciclico.

Para simpli car a notacdo, daqui em diante usaremos o mesmoisal de adi¢cdo
para a soma modulom e a soma enR?. O produto sera usado apenas para abreviar
somas, comoen a= a+ a+ a+ a

Exercicio 2.12. Prove que toda sequéncia da forméa;2a;3a;:::g, comaz2 Zy,
€ ciclica, isto €, mostre que existe ung que satisfaz (i) ga= 0 em Zy, (i) se
0<q®<q, entdog’a80 emZy). O inteiro g é chamado ordem dea e Zy, .

Exercicio 2.13. Verique que 3 também é gerador deZg, e que2 nao é (veja
Apéndice).

Agora, podemos apresentar os grafos circulantes de nidos bee Zy . O grafo

a e b sdo conectados se, e somente ¢85 a a;, para algumi. A gura 2.5 mostra
o grafo circulante Cy3(1;5).

Neste exemplo, vé-se claramente que a bijecdqa) = a+ 1 preserva todas as
arestas, ou seja, sa e b estdo conectados, entdo (a) e (b) também estdo (ver
também exercicio 7). O mesmo vale parag(a) = a+ k. Assim, para construir o
grafo, basta ligar os a;'s ao 0 e rodar a gura obtida pelos Vértices.

Vamos mostrar agora como obter este grafo a partir de um grafsobre Z?. Este
método tem varias aplicacbes no estudo de grafos circulargee codigos em grafos
[10, 11, 19].

Dados um reticulado em R? e uma base = fe;;e,g deste reticulado, de ni-
mos um grafo sobre pela seguinte regra:

U ev estdo conectados se, e somente s, U= e; OU €.
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Figura 2.5: O grafo circulante C13(1;5).

Aplicando isso ao reticuladoZ? e & base canénica, obtemos uma malha quadrada
(in nita); note que as arestas do grafo sdo as arestas das treslac6es do politopo
fundamental. Para tirar um grafo nito dai, basta tomar um co njunto nito de
pontos deZ? e as arestas correspondentes, mas podemos fazer algo aindelmor.

Considere um subreticulado °de Z? e a relacéo de equivaléncia que este de ne
no plano:

u vV se, e somente say Vv pertence a 0

Dito de outro modo, se pudermos obtev somando au um elementow de ©, ent&o
u ev sdo equivalentes e diremos que sdo equivalentes méduld. Fixando uma
base %para © temos o seguinte: todo ponto deR? é equivalente a um ponto que
esta no politopo gerado por % Agora, construimos um grafo nito o do modo
de nido abaixo.

Osvérticesde o séo de nidos por um conjuntoV = fug;uy;:::;um gcompleto
de representantes médulo ¢, isto €,

(i) ndo h& nenhum par de pontos equivalentes env ;
(ii) todo ponto de Z? é equivalente a um elemento dé/.

Um modo simples de encontrar um conjunto destes é tomar os poms de Z?2
que estdo em um politopo fundamentalP de ©e depois descartar, se necessario,
alguns pontos repetidos médulo °, porque pode haver pontos equivalentes sobre
as arestas deP.

As arestasde o sdo determinadas pela seguinte regra: dois pontasev de V
s&o conectados se, e somente se, existiraiev®deV taisqueu u®v vleu®
e v0 estdo conectados no grafo d&?2.

No conjunto V podemos de nir a seguinte operacédo de soma mddulo: dados
up;uj 2V,

uj + Uj; = Uk,

ondeuy € o Unico elemento deV que € equivalente au; + u;. Pode-se mostrar que
esta operacao satisfaz as mesmas propriedades que a soma modvl e que isso faz
com queV seja um grupo abeliano também. Nosso interesse € descobrirtaenbém
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V é ciclico. Para isso, deve existir um elementa;, tal que, tomando a sequéncia

fui,;2ui,;3ui,;:::0, conseguimos todos os elementos dé (claro que aqui estamos

identi cando nu; com seu correspondente er). Neste caso, pode-se mostrar que,

trocando o vérticeu; de o por k, quandou;  kuj,, obtemos um grafo circulante.
Um resultado que garante queV seja ciclico € o que segue.

Proposicdo 2.7. Seja © o reticulado gerado por °= fe;;e,g, com e; = (a;b)
ee, = (c;d) deZ? e sejau = (m;n) um ponto do paralelogramo gerado por °.
Sejam A a matriz geradora de °com colunase; e e, e sejamM; os determinantes
das matrizes obtida deA, substituindo e; por u. Entéo,

1. O grafo o possuiM = jdet(A)j vértices;

2.V = fkvgi’\’l0 1 & um conjunto completo de representantes médulo© se, e
somente semdc(A1;Az)=1.

Para obter o grafo C13(1;5) deste modo, tomemos o reticulado ° gerado por
0= f(2;3);( 3;2)g. O conjunto V consiste da origem e dos pontos no interior do
politopo gerado por © (Figura 2.6).

“14 11

\

8 13 111 1§

7 2 110 [5

1 9/
/

Figura 2.6: Paralelogramo gerado por °= f(2;3);( 3;2)ge um conjunto completo
de representantes modulo °.

Agora, faca o seguinte: tomeu = (0;1) e a sequéncid kug2, ; vocé vera que
ela percorre todos os pontos d&/. Conectandoa e b de Z;3, sempre queau e bu
estiverem conectados, vocé ir4 reconstruir o grafo circutde C;3(1;5).

Este processo pode ser estendido para grafos circulantesntamais arestas de

mesma maneira que zemos no plano e procuramos um reticulado® conveniente.

Pode-se mostrar que este reticulado sempre existe [19] e gesta técnica tem varias
aplicacdes no estudo de grafos circulantes [10, 11, 19].

2.8 Leituras de Aprofundamento e Extenséo

Para aprender mais sobre propriedades basicas e exemplospiartantes recomen-
damos os capitulos 1 e 4 de [36] e o0 capitulo 1 de [13].
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Um estudo mais aprofundado depende dos gostos e interessedeitor; Em geral,
qguase tudo que foi feito nesta area encontra-se em [36], [4ll $13]. Uma vertente
mais préoxima da teoria algébrica de nimeros pode ser estudadhos artigos [1] e [3];
as conexdes entre reticulados e grafos podem ser estudadas [@0], [11] e [19].

2.9 Exercicios Complementares

1.

Seja o reticulado gerado por(2;1) e ( 1;3). Determine a matriz de Gram,
o raio de empacotamento e a densidade .

. Seja gerado poru = (a;b ev = ( b;a, onde tanto a quanto b sdo nao-

nulos. Mostre que

() Os vetores de norma minima sdo u; v. Sugestdo: determine a norma
de um elemento genéricxu + yv de

(b) A densidade de ¢é 7

1.p§

O reticulado A é gerado poru =(1;0)ev = ;5> , e é 0 mais denso no

plano.

(a) Determine a matriz de Gram associada a esta base.

(b) Mostre que a norma minima € igual a 1 e que existem seis vats de
norma minima. Sugestdo: veri que quejjxu + yvijj? = x> xy +y’e
procure osx;y inteiros que minimizam esta funcéo.

(c) Mostre que det(Az) = 3.

(d) Mostre que = P

(e) Mostre que a regido de Voronoi deA, é um hexagono.

Prove a Proposicdo 2.1

Prove o Lema 2.1.

Considerando o reticuladoD,, de nido na se¢éo 2.6.2, mostre queD,, =
( Cn). Para isso, estude os casos 3 e 4 para chutar uma base para &so
geral (caso néo consiga, dé uma olhadinha em [36]).

Seja um grafo circulante. Mostre que

(a) seaebestdo conectados, entda+ k e b+ k estdo conectados para todo
k;

(b) a e bestdo conectados se, e somente s, boub a estdo conectados
ao 0.
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Capitulo 3

Codigos Esféricos

3.1 Introducéo

Um cadigo esféricoé um subconjunto nito da esfera unitaria euclidiana S", contida

emR"*1 | Araz&o para que um codigo esférico seja também chamado denstelacio
de sinais é que todo conjunto de sinais continuos pode ser megentado por um
conjunto de pontos na esfera euclidiana. Esta maneira geortiica de ver os sinais
possibilita um manuseio mais facil desses conjuntos. Um dosipcipais ingredientes
para que a transmissao de um sinal ocorra sem erros é que a @istia minima entre

0s pontos seja grande. Por isso, a analise de desempenho deauoonstelacdo de
sinais passa sempre pelo célculo de sua distancia minima.

De maneira geral, dada uma dimensam e um namero de pontosM , queremos
saber: qual o cddigo esféricdM;n] com a maior distancia minima? Este codigo
€ chamadoo6timo . Achar um codigo 6timo é um problema bastante dificil. Na
esfera euclidianaS?  R3, este problema é conhecido como o problema de Tammes.
Segundo Sloane [36], Tammes foi um botanico alemdo que estudo nimero de
poros em um gréo de pdlen. Seu trabalho de 1930, publicado enma revista de
boténica [37] com o titulo: On the origin of number and arrangment of the places
of exit on the surface of pollen-grains , procurava rela¢ée para a distancia minima
entre os poros de um pdlen. Con guragBes Otimas de pontos n&?2 R® sdo
conhecidas apenas para 12e M = 24, segundo [15]. Todas as outras sédo as
melhores conhecidas , sem um prova formal de que sao 6timas

Ha dois principais esforcos para a solu¢do deste problema. Qimpeiro € a cons-
trucdo de limitantes para o nimero de pontosM = M (n;d) de um cédigo esférico
gue envolvam a dimensdon e a distancia minimad. O segundo é a construcao
de cédigos que tenham distancias minimas melhores que as begcidas para uma
determinada dimensao e quantidade de pontos. Quando um cdghh [M; n] alcanca
a distancia minima limite, estabelecida por um limitante paa aquela dimenséo e
guantidade de pontos, ele é étimo.

Este capitulo esta dividido da seguinte maneira: na primeia se¢cdo, mostramos
como representar um conjunto de sinais continuos como um cdgb esférico. Na
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segunda sec¢do, ha uma breve explanacédo da probabilidade decee da distancia
minima de um cddigo esférico. A terceira secao é dedicada abimitantes para
cédigos esféricos, que relacionam distancia minima e candilidade. Na quarta,
secdo falamos dos cédigos simplex e biortogonal e, na quintaobre cédigos de
grupo ciclico, uma classe de cddigos esféricos com simesria

Nesta secdo, mostramos como um conjunto de sinais continuo®ge ser visto
como um cédigo esférico. Antes do caso geral, abordaremos ocoptema para um
caso especial: um conjunto de sinais com mudanca de fase, oS

3.2 Representacdo Geométrica de Sinais Continuos
3.2.1 Um exemplo: o M-PSK

PSK é uma sigla, oriunda da lingua inglesa, par@hase-Shift Keying uma modu-

lacéo intimamente ligada as rotacdes do espaco euclidiand®uponhamos que uma
informacg&o pode ser representada binariamente, por exempl ligar e desligar a luz
de um quarto, ou, abrir e fechar uma porta. Ligar € 0 e desligr ¢ 1. Vamos

associar cada uma destas operagdes a uma fase de um sinal éunb, conforme a
gura 3.1. Ao 0 associamos a fase zero e ao 1 associamosasé . Tais fases,
por conseguinte, estdo associadas a dois sinais continuos

Xj(t)=cos[t +(i 1) ];t2(0;2);i=1;2

1 .
‘ 0 L 0 Fonte Binaria

Fase da Ond:

(T e

Figura 3.1: Modulag&o de um 2-PSK



Representacdo Geométrica de Sinais Continuos. 51

Figura 3.2: Representagdo geométrica de um 2-PSK

Mas, x1(t) =cos[t ] exa(t) = cos[t ]. Escritas como combinacdo das funcdes
f sin[t];cos[t ]g;

temosxy(t) =0 ( sin[t])+1 (cos[t]) exp(t)=0:( sin[t]) 21:(cos[t]).
Assim, representamos 0 pelo ponto(0;1) e 1 pelo ponto (0; 1), conforme
gura 3.2.
Esta construgcdo se generaliza para o conjunto d§l sinais

Xj(ty=cos[t +2(i 1)=M];t2(0;2);i=1;2:::;M;

conhecido porM -PSK, cuja representacao geométrica € um poligono regularedv
vértices. De fato,

Xi(t)=coqt) cog2(i 1)=M ) sen(t) sen(2(i 1)=M ) e; portanto,

ao sinali associamos o vetocos2(i 1) =M );sen(2(i 1)=M)).

3.2.2 Representacdo geométrica de sinais

SejaS = fsy(t);::;;sm (t)g um conjunto de sinais formado pelas fungfes reais con-
tinuas s; de energia nita, isto &,
z 1
jsij = si(t)?dt< 1 :
1

Queremos dar uma representacdo geométrica par8 da mesma maneira que
demos para oM -PSK na sec¢édo anterior. Para tanto, precisaremos de algunstos
oriundos da algebra linear.

ConsidereC°(R), o conjunto das fung¢ées continuas reais, e o subconjunt® de
CO(R), formado pelas fungdes com energia nita. O subconjuntdE, com a soma de
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funcdes usual e a multiplicacdo por nimeros reais, € um esgagetorial que pode
ser munido do produto interno h; i, de nido da seguinte maneira:
z 1
se f;g 2 E; entdo H;gi = f (x)g(x)dx:
1

Deixamos a prova destes fatos nos exercicios abaixo.

R
Exercicio 3.1. Mostre que conjuntoE = ff : R! R;f é continua e i f(t)%dt <

1g € um espaco vetorial. Ndo se esqueca de demonstrar que a soma ulecbes
pertence a E. Utilize o fato, conhecido como desigualdade dedkder parap= q=2,
qgue sef e g séo funces reais continuas, entao
Z, Z, 1=2 Z 4 1=2
JF O9ligx)jdx . jf (x)j?dx . jg(x)j?dx

1 .
1 ;‘ (x)g(x)dx & um
, F(Hsdt< 1g:

Em particular, o espaco vetorial gerado pela constelagdo dgnaisS é um espaco
vetorial com produto interno de dimensdo nita. Podemos, patanto, contruir um
conjunto de funcdes ortonormaid  (t)glL, através do processo de ortonormalizagdo
de Gram-Schmidt, de tal maneira que

Exercicio 3.2. Demonstre que o produto de funcdel; g&:
produto interno real emE = ff : R! R;f é continua e

X
s (1) = sij i(t):

i=1

Assim, para cada sinal continuos;(t) 2 S associamos um vetor
Além disso, quando um dos sinais; (t) é transmitido através de um canal AWGN!, o
vetor de onda recebidafy (t) = sj(t)+ r(t), onder(t) é o ruido acrescido ao sinal pelo
rn), onder € um vetor aleatério de erro cujas entradas satisfazem a disbuigao

de probabilidade gaussiana, de maneira que toda a andlise diesempenho de um

detalhes sobre modulacdes de sinais e suas representagoasnggtricas, veja [40].

3.3 Propriedades Importantes de uma Constelacao
de Sinais.

Sejaf kg, RN uma constelacdo de sinais. Ao transmitir i, 0 canal de trans-
missdo acrescenta um err@ ao sinal e o receptor recebé}< =  + r. Pararecu-

1 Additive White Gaussian Noise Channel: Canal com ruido aditivo g aussiano branco. A dis-
tribuicdo de probabilidade do erro é gaussiana e aditiva e a den sidade espectral de poténcia dos
sinais é invariante.
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perar o sinal transmitido, procuramos saber em qual regido e deciséo ou regido de
Voronoy

Ri = fx 2 RY;jix iji<jix «jj; paratodok 6 ig
estélqK . Setl< 2 Ry, decidimos por verossimilhanca que o sinal transmitido foi , .

Sem = k, a transmissédo foi um sucesso, pois o canal tinha transmitm . Caso
contrario, dizemos que houve um erro na transmissao.

Figura 3.3: Representacdo geométrica de um 10-PSK e suas regides de decis&o.

O desempenho de uma constelacéo € medido pela probabilidade erro na trans-
misséo dos sinais, ou seja,
P(e)= PfR 2Rcg:
E de interesse diminuir o valor deP (e) preservando a energia média da conste-
lacéo
il 2
M i=1
Denote P(cj j) a probabilidade de deciséo correta, dado que; foi transmitido,
entao

b
Pe=1 P(=1 — P(c=)):
j=1

SeR; é a regido de decisdo dej, P(c=;) = PfB 2 Rjg. Ser for um ruido
gaussiano com varianciaN=2 e médias; , ttm-se que
z . 2

1 il
No —dr:

P(c ;)= (N o2®
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3.3.1 O limitante de Bhattacharyya

Apesar de ter uma expressao clara, a probabilidade de erro é diificil calculo. As
regibes de decisdo nao sao faceis de identi car e a integrahduncédof (x) = e X g,
em geral, estudada numericamente, uma vez que nao possui piitiva. Portanto, o
calculo de limitantes para essa probabilidade é crucial psi apesar de ndo sabermos
a probabilidade exata, a limitamos por uma faixa de segurarg.

Um limitante conhecido para a probabilidade de erro é o limitate de Bhat-
tacharyya ([6], pp 190-192). Sedjj = jsi sjj, entdo

]_)WI X e 1)M X d2 log o(M)
P(e) — elNo = — e &
i=1 j6i M i=1 j6i
w1 Pwmo . - ~ o
onde" = g i jisijj € a energia média da constelacéo & = > =
a taxa sinal-ruido (SNR) .

Boas constelacdes apresentam probabilidade de erro baixaesmo quando a
transmisséo é ruim, ou seja, a varianciaNo do canal é grande. Equivalentemente,
elas ndo precisam dispender muita energia média para compensar a transmissao
ruim. Uma maneira para isto acontecer € aumentando a distanei entre as palavras
da constelacdo. Segue dai um dos primeiros objetivos na congdo de uma cons-
telacdo de sinaisS:

log, (M)No ©

Maximizar dmin (S) = minfisi sjj;si;s; 2 S;i6jg;

para um ndmero xo de pontos e energia média xada.

Figura 3.4: Probabilidade de Erro do M-PSK, segundo [6].



Limitantes para cddigos esféricos 55

As vezes, ndo basta aumentar a distancia minima, o nimero de ptos vizinhos
também desempenha papel relevante e (e). Um exemplo deste fato pode ser
encontrado no problema 4.17 de [6].

Para facilitar a procura de boas constela¢gfes de sinais, vars supor que todos
0s pontos tém energia igual a um, ou seja, a constelacdo est@hse a esfera unitéria.

Exercicio 3.3. A matriz formada pelos produtos escalares de uma constelagao é
chamada matriz de con guracao ou matriz de Gram da constelacd8. Essa matriz
pode ser vista como o produtoM = a'a, onde a é a matriz cujas colunas s&o o0s
vetores da constelacdo. Mostre que aumentar a distancia emtras palavras de um
codigo esférico é equivalente a diminuir o produto internds;; sji entre as palavras.
Visualize este fato emR? e emRS.

3.4 Limitantes para Coédigos Esféricos

Dadosx;y 2 S" = x 2 R";jxj =1 , o &ngulo entre estes pontos €os *(Ix;yi).
Sed é a distancia minima em um cédigo esférico, entdo o angulo nimo entre os
pontos é

d
—oein 179y.
=2sin (2).

<

Figura 3.5: Angulo minimo e a distancia minima em um cédigo esférico.

O conjunto dos pontos da esferaS" ! cuja separagdo angular de um ponto
X 2 S" 1¢é ¢échamadochapéu esféricacentrado emX e de angulo . Denotaremos
esse chapéu por

Cx(n; )=fy2S" L:hX;yi > cos()g:

Se o ponto central do chapéu néo for importante denotaremo§(n; ). E possivel
demonstrar ([15]) que a area do chapéu esférico &

z
A(C(n; )= ko 1 (sin )" 2d; onde
0
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8
< ) : — g
=L isen=2;4;:::
Kn = 2:(2(n)<"2)”1>=2 . ¢ (3.4.1)
=m T — Sen=3;5.:::

nin 2)(n 4):::1 ;senimpar .
nin 2)(n 4):::2 ;senpar
Em particular, a area total da esfera é

n!l =

()" —
,sen=2m
AC(n; )= “F " _
@m D ,sen=2m+1

A densidade ¢ de um cddigo esféricoC S" ! com distancia minimad =
2sin(;) € a razdo entre a area dogCj chapéus esféricos disjuntos centrados nas
palavras do cddigo com angulo=2 pela area da esfers&8" . SeA(C(n; =2)) é a
area de um destes chapéus &(C(n; )) é a area da esfer&" !, entdo

_ iCA(C(n; = 2).
°T A )

3.4.1 O limitante da uniao

Dado um angulo , qual seria um limitante para o nimero de chapéusA(n; ) nao
sobrepostos na esfer&" '? Os célculos feitos acima nos ddo um limitante para
0 numero de pontos de um cédigo esférico. Um cddigo comM pontos e distancia
minima d implica em M chapéus esféricos disjuntos com angule2, onde satisfaz
d = 2sin =2, sobre a esfera. Logo, a area ocupada por esses chapéus étdida
pela area total da esfera. Segue, portanto, a proposi¢ao aba.

Proposicdo 3.1. Limitante da Uniédo

Seja um caddigo esféricon-dimensional com M pontos e distancia minimad =
2sin =2. Entdo, em termos do coe ciente k,, de nido em 3.4.1, a seguinte de-
sigualdade deve ser satisfeita:

ACM: ) _ ke

M = =
A(C(M =2) K, , ,“Zsem 2d

3.4.2 O Limitante de Tath, Coxeter e Borockzy

Um dos primeiros limitantes a aparecer para codigos erR® foi o de L. Fejes T6th
[39, 38], em 1943. Este limitante é alcancado por codigos coM = 4;6 e 12
pontos, o tetranJO regular @2,, = 8=3), o octaedro (d2,, = 2) e o icosaedro
(d2,, =2 2= 5). Sua construcdo utiliza estimativas sobre a area de trianglos
esféricos.

Proposicdo 3.2. Limitante de T6th
Em R3, todo codigo esférico comM pontos tem angulo minimo satisfazendo

2 M
1O s

cos
2
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Figura 3.6: Trés pontos na esfera S2 com seus respectivos chapéus esféricos. O limitante de
T6th envolve estimativas para a area ndo ocupada pelos chapéu s, interna ao triangulo formado
pelos pontos.

Mais tarde, em 1963, Coxeter disse ser intuitivamente 6b\d que n esferas
(n 2)-dimensionais sdo empacotadas da melhor maneira possivelapdo cada uma
toca todas, de maneira que seus centros sdo nsvértices do simplex regular. Ele se
baseava nas idéias que Toéth utilizou para estabelecer o linginte para n = 3. Essa
conjectura so6 foi resolvida 25 anos depois, em 1978, por Bakey [9]. Coxeter havia
obtido como consequéncia da sua conjectura um limitante parcodigos esféricos que,
apos a prova de Borockzy, passou a ser chamado limitante de Bickzy - Coxeter.

Proposicdo 3.3. Limitante de Borockzy - Coxeter

Todo codigo esférico emR" tem angulo minimo e numero de pontosM satis-
fazendo

2Fn l( )

M 1
Fa()

ondesec2 =sec +n 2eF,( ) é afuncao de Schlai de nida por

2"U

Fo( )= n:n!vV,

onde U é a area de um simplexo esférico regular de angul contido emS" ! e
V,, € o volume da esfers8" 1 .

Infelizmente, o célculo da area desses simplexos é muito cptitado paran maior
gue trés, o que torna o limitante Boréckzy - Coxeter dificil d¢ manipular.

Exercicio 3.4. Os vértices do icosaedro poderg ser obtidos através dos dealmen-
tos ciclicos do ponto(0; ; 1), onde = 1 > 5 perfazendo 12 pontos. Mostre

gue a distancia minima ao quadrado deste codigo ﬁ—zz Mostre que este cédigo é
6timo.

3.4.3 O Limitante de Rankin

Em 1954, Rankin propds alguns limitantes para cédigos esfi&os euclidianos que,
além de facil manipulacdo, possibilitaram demonstrar que das classes de cédigos
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esféricos, chamadas simplex e biortogonal, sdo 6timas. \@nos este fato na préxima
secdo. Para demonstracdo desses limitantes, seguiremosederéncia [15], além do
préprio artigo do autor [32].

Proposicdo 3.4. Limitante de Rankin |
Todo codigo comM pontos e angulo minimo2 , contido na esferaS" * = fx 2
R";jxj = 1g, satisfaz as seguintes desigualdades:

25sin( )2 sin (1)
LM [ognzcy 1) para g+ = 2
sin (1)
2.M n+1,para 5 < 7+ 5

3. M 2n, para = 7

E facil reescrever a proposicdo acima em termos de distanciminima. Por
exemplo, a terceira desigualdade é equivalente as expressd

H 1
A )
4 4 2 '

H 1
0 ~sin (%);

4 2
1
 ain 10t
0 2 5 sin (n),
. 1
0 sin(2 E) o
0 2sir? 1 1;
n
+
2  4sir? y:

Como o angulo minimo é2 , a distancia minima do cédigo éd = 2sin . Con-
sequentemente, a distancia minima ao quadrado, quando a quadade de pontos é
no maximo n + 1, deve satisfazer a desigualdade

2(n+1) |
.

2

Exercicio 3.5. Reescrever as outras desigualdades em termos da distancia rimiia
do cédigo esférico.

A seguir, demonstraremos trés limitantes equivalentes aosnunciados acima.

Proposicdo 3.5. Rankin |
Qualquer cédigo esféricoX em R" com distancia minima ao quadrado e M pontos

satisfaz
2M

M1
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Demonstracdo E facil ver que 2 2%, xji, para todo x;; x; distintos em X.

Assim, temoshx;; xji % e

X 2

Xi;xji= M+ M (M 1)(7):
5]

Por outro lado,

X XX X X X
h(i;Xj | = Xik Xjk = Xik Xjk = Xik 0:
i i k=1 k=1 i k=1 i

Proposicdo 3.6. Rankin I
Qualquer cddigo esféricoX em R" com distancia minima ao quadrado , satis-
fazendo2 < 4, e M pontos satisfaz

M n+1:

Demonstragdo Como 2 < 2 2hx;; X;i 4, para todos x; e x; distintos em X,
segue que 1 h x;;x;i < 0. Em particular,

Xi;xyi <0 e 1< hj;xyi; parai=1;:::;M L

A (ltima desigualdade é estrita pois, se existisse um pontoalX , digamosxy 1,

tal que Xpm 1 Xmi = 1, entdo xy 1 = Xm € MXi;xm 11 = hXxi;xui > 0,
i=1;:::;M 2, contrariando as hipoteses.
Assim, dena ; =1 hx;;xwi?2 > 0ey = —=(Xi hXXuwixu), para

i=1;:::;M 1: Note que
P iyl = X xii h X xmihxg s xmi; para 10 i) M 1

Logo, hyi;y;i < 0 porque hx;;x;i < O parai 6 j distintos. Portanto, temos
um novo codigoX, 1= fyi;::i;ym 1gcomM 1 pontos e distancia minima ao
guadrado maior que dois, contido num hiperplano normal axy , consequentemente
de dimensédon 1.

Recursivamente, contruimos um codigoX, com distancia minima ao quadrado
maior que dois eM n+ k pontos que esta contido enR¥. Para concluir a demons-
tracao, basta ver que o codigoX, contido em dimensédol, tem M n +1 pontos.
Por ser dimensdol, M n+1 2. [

Proposicdo 3.7. Rankin Il
Qualquer cadigo esférico emR" com distancia minima ao quadrado 2eM
pontos satisfaz

M 2n
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Demonstracdo Basta repetir a contrucdo da familia de cédigosXy, da proposi¢éo
anterior, observando que a distancia minima ao quadrado pasl ser 2. Assim, a
cardinalidade diminui de um ponto ou dois. Portanto o nimerode pontos deXy é
maior ou igualaM  2(n k). Logo, parak =1,seqgueque2 M 2(n 1). =

Procurar por codigos esféricos com boa distancia minima e pempacotamentos
de chapéus esféricos com melhores densidades séo tarefas gam sempre podem
ser confundidas, apesar de suas similaridades. Uma conseqai& que ca implicita
no proposicdo de Rankin € que s& + 2 pontos podem ser colocados na esfera
Sh 1, entdo 2n podem ser colocados com a mesma distancia minima. Isto quer
dizer que apesar da densidade do cédigo esférico aumentagasdistancia minima
se mantém constante. Os primeiros a demonstrar esse fato, @an = 3, segundo
Rankin, foram Schite e van der Waerden [34] em 1951. O resull® acima, além
de estabelecer novos limitantes para codigos esféricosustra essa sutileza entre
densidade e distancia minima.

3.5 Os Cddigos Simplex e Biortogonal

Duas classes de cddigos 6timos geradas por matrizes sdo aampénte conhecidas:
os cadigos simplex e biortogonal. Essas classes de codigds,nidas em qualquer
dimenséo, sao generalizagbes do triangulo isosceles e dadiado, em dimenséo
dois, e do tetraedro e octaedro, em dimenséo trés (gura 3.7)

Figura 3.7: Os cadigos simplex e biortogonal em dimens&o dois e trés.
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3.5.1 O cdbdigo simplex

Considere o conjuntoS, formado pelo ponto(1;:::;1; n) emR"*! e seus deslo-
camentos ciclicos, ou melhor, a 6rbita de (1;:::;1; n) pelo grupo gerado pela

matriz
0
0 :::
0
S= . ;
Id, :
0

ondeld, é a matriz identidade n n. ChamaremosS, de cédigo simplex.
Da sua de nicdo, segue que, S& = (X1;:::;Xps1) 2 FS'(2;::01; n)g{‘:"ll,
entéo
X1+ i+ Xpe1 =0 € X2+ i+ X2, = n+n?

Logo, S, é um cédigo esférico que mora em um hiperplano de"*!, portanto em
R". E de facil demonstracéo que o espaco vetorial gerads, tem dimenséon,
assim o simplex é um cédigo conM = n+1 pontos emR", com distancia minima

2
ao quadrado 21 2* 1) O limitante de Rankin, proposicdo 3.6, assegura

n2+n
que, na esferaS" ! em R", o maximo que se consegue com distancia minima ao

quadrado 2(127”) € colocarn + 1 pontos. Portanto, o cédigo simplex € o melhor

cédigo esférico enR" comn + 1 pontos e distancia minima ao quadradoz(lg—”).

3.5.2 O codigo biortogonal

Conside(e B, 0 conjunto formado por (0;:::;0; 1) e seus deslocamentos ciclicos
em R". E facil ver que B, € a 6rbita de (1;0;:::;0) pelo grupo gerado pela matriz

0 1
0 e 0 1
0
B = . ;
|dn 1 .
0

ondeld, ; é amatriz identidade(n 1) (n 1). Chamaremos esse conjunto com
2n pontos de codigo biortogonal

Note que ha duas distancias ao quadrado possiveis entre os pos de B,: 2 =
j(1;0;:::;0)  (0;:::;0;1)j? e4 = j(1;0;:::;0)  ( 1;0;:::;0)j%. Assim, B, é um
cédigo emR" com 2n pontos e distancia minima ao quadrad®. Portanto, o codigo
biortogonal satisfaz o limitante de Rankin, proposi¢do 3.7 0 que o faz um codigo
6timo.

2Seja G um grupo de matrizes n n exo 2 R". O conjunto Gxo = fgxo;g 2 Gg é chamado
Orbita de xo por G.
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3.6 Caodigos de Grupo Ciclico

ConsidereB uma matriz ortogonal® n  n tal que BV é a matriz identidade para
algum inteiro M. Sexg 2 R", chamaremos a constelacdo formada pela érbita de
Xo pelo grupo ciclico gerado poB, B'xg Ilv:|1 , de cédigo de grupo ciclicocom vetor
inicial xo. Os coédigos esféricos gerados por grupos de matrizes ortogis foram
introduzidos por Slepian [35]. Como as matrizes ortogonaisdo as isometrias do
espaco euclidiano, estes cédigos sdo geometricamente onifies, como de nido no
capitulo 1. Assim, possuem as regifes de deciséo isométrieasma distribuicdo de
pontos homogénea, o que facilita na hora das analises de degeenho e decodi -
cagéo.

Exercicio 3.6. Demonstre que, para toda matriz ortogonalB, existe uma matriz
ortogonal Q tal que Q" BQ é uma matriz diagonal formada pelos blocos

. .. cox) sen()
L5 sen( ) coy )

As matrizes B e Q" BQ s&o chamadas similares. Segue que, em dimens&o trés, uma
matriz ortogonal é sempre similar a uma do tipo

coy ) sen() O !
@sen() coy) 0 A:
0 0 1

Exercicio 3.7. Dois codigos esféricosX; e X, séo equivalentes quando existir uma
matriz ortogonal A tal que X; = AX,. Demonstre que, dado duas matrizes similares,
existem dois vetores iniciais tais que os cadigos de grupoctico associados a eles
sdo equivalentes.

3.7 Caodigos de Grupo Ciclico em Dimensao Trés

Os codigos de grupo ciclico em dimensao trés possuem propléeles geométricas
bastante interessantes. Nos casos em que eles ndo moram em ulanp, eles sao
anti-primas e s6 podem ter uma quantidade par de elementos @ura 3.8). Os anti-

prismas s&o prismas com uma das base rotacionadas formadoslg 6rbita de um

grupo ciclico de matrizes, cujo gerador é o produto de uma ra;do em torno de um
eixo e da re exdo pelo plano normal ao eixo, ou seja,

Cos( ) Sen() O
@sen() Cos() 0 A:
0 0 1

3Um matriz é ortogonal quando sua inversa é a sua transposta.
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Figura 3.8: O anti-prisma de oito pontos.

Exercicio 3.8. Mostre que toda 6rbita de um grupo ciclico de matrizes, cujo gador
€ da forma 1
coy ) sen() O
@sen() coy) OA;

0 0 1

é planar.

Uma pergunta importante, proposta por Slepian [35], é: qual é vetor inicial,
para uma dado grupo de matrizes ortogonais, que maximiza a slidncia minima do
cadigo gerado?

A resposta para a dimensao dois é facil de ser encontrada. As theres conste-
lacBGes nesta dimensao sdo as formadas pelos vértices dodgmios regulares. Essas
constelacdes podem ser obtidas pelas matrizes de rotacdo 2 e sdo conhecidas,
como vimos na primeira se¢do, como modulacdo PSK. Fica clarque, se usamos
matrizes de rotagdo, a escolha independe do vetor inicial eotlas as constelagfes
serdo isométricas. Entretanto, se o grupo escolhido for o gpo das re exdes pe-
los eixos coordenados e as retas = X, veremos que a con guracdo dos pontos
dependera do vetor inicial ( gura 3.9).

O problema do vetor inicial 6timo pode ser resolvido em dimeg&o trés no caso
dos codigos de grupo ciclico. O resultado € um anti-prisma ¢aibase € um poliedro
regular. O conjunto de vértices deste poliedro é composto panetade dos pontos
da constelacéo.

Seja (X1;X2;X3) 0 vetor inicial de um cddigo de grupo ciclico conM pontos e

matriz geradora
1
Cos(%) Sen(3<) 0
A= @sen2k) Cos2<) 0 A:
0 0 1

Note que M deve ser par, do contrario,AM n&o seria a identidade. Podemos
supor x, = 0, ndo alterando a con guracao dos pontos da constelacdo. Desmodo,
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Figura 3.9: Oito pontos gerados por um grupo ciclico e um grupo de re exde s

os pontos do cadigo séo
P()= cos 2 xasen 2X0 x1:( 1'xz ; paral=1;:1:;M:
M M
Segue qugiP(l) P(m)jiZ = jiP(I m) P(0)ji2 = x}(2 2cog2{-))) +
( 1+( 1)) M)2x3. Sel m é par,

2k (I m)
M

2k (I m)
M

jiP() P(mM)ji2=2x3(1 cog )); sendo

iiP() P(m)ji?= 2x3(1+ cog ) +4:

O minimo destas duas expressdes se da quand@s(z"f\:lim)) estiver mais perto
de 1. Sel m for par, segue que o resto da divisdo de(l m) por M é par, poisM
€ par. Da mesma maneira, s¢ m for impar, entdo o resto da divisdo dek(I m)
por M é impar. Logo, o minimo da distancia paral m par é quando o resto da
divisdo dek(l m) por M for 2, e 1, quandol m for impar. Assim, o problema
se resume a maximizar

f2x2(1 005(4”)); 2x3(1+ cos(zm)) +4g
,quando0<x < 1

Enquanto que uma expresséo cresce, quandq cresce, a outra decresce. Logo,
a melhor situacédo é quando as duas expressdes sdo iguais, ejas

2x2(1 cos(4m)): 2x3(1 + cos(zm))+4:

Obtendo x; desta igualdade, segue que a melhor distdncia minima é

41 cog3)) _
(2+ cog%-) coyir))




Cdbdigos de Grupo Ciclico em Dimensao Trés 65

Ao contrario do caso planar, a distancia minima de um cédigo € grupo ciclico
depende do vetor inicial. De fato, o vetor inicial 6timo(xy; 0; Xx3) tem as coordenadas
satisfazendo 5

@+ cos2) cog’))

Exercicio 3.9. Demonstre que ndo existem cddigos de grupo nédo planares em di-
mensao impar com cardinalidade prima. Utilize o fato que todo gmpo de cardinali-
dade prima é ciclico.

2 _ 2.
3_1 X1.

2 —
Xl_

Karlof e Downey descreveram, a menos de equivaléncias, toslms codigos de
grupo tridimensionais que sédo 6timos em [20].

3.8 Exercicios Complementares

Exercicio 3.10. Construa a expressao em coordenadas dd -PSK, o poligono reg-
ular de M lados. Ele pode ser visto como um cddigo de grupo ciclico éRf com M
pontos. Prove que a distancia minima de unM -PSK independe da escolha do vetor
inicial. Note que estamos considerando constela¢cdes com @ge constante igual a
um. Vocé seria capaz de argumentar por que estas sdo as melhoremstelacbes
em R?, ou seja, ndo existe uma constelacdo corM pontos tal que sua distancia
minima é maior que a do poligono regular dél lados?

Exercicio 3.11. Qual a distancia minima étima de um cédigo de grupo ciclico em
R® com oitos pontos, o anti-prisma da gura 3.8? Ela é melhor que o doo de oito
pontos formado pelos ponto$ ( 1;0;0); (0; 1;0);(0;0; 1)g? Faca um desenho de
ambos e justi que geometricamente os resultados que vocé olxev

3.9 Leituras de Aprofundamento e Extenséao

Um 6timo tratado sobre cddigos esféricos é o livro [15], de Ersson e Zinoviev. Vocé
pode encontrar muita informacao sobre o assunto também na ggna de Neil Sloane:
http://www.research.att.com/ njas/. Esta pagina contém o que de mais novo existe
na teoria de reticulados, empacotamentos de esferas e prehas correlatos, e uma
lista dos melhores cédigos esféricos conhecidos para vé&ridimensdes e quantidade
de pontos.

Pode-se encontrar mais detalhes sobre codigos de grupo e&fés na tese de
doutorado de R. M. Siqueira [29]. Neste trabalho, o autor estdou cédigos de
grupo gerados por grupos de matrizes comutativas, procuraio limitantes e codigos
6timos, tal como zemos aqui em casos particulares. O artigale Slepian [35] pode
ser lido com algum conhecimento em algebra linear e teoria dgrupos. A maioria
das perguntas fundamentais da teoria sdo encontradas la.
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Capitulo 4

Codigos Quanticos

4.1 Introducéao

Este capitulo faz uma introdugcdo a uma éarea recente da teoriale codigos: os
cédigos quanticos. Para tornar o texto auto-su ciente, apesentamos as ferramentas
necessarias para se ter uma compreensao inicial dos problasne dos conceitos da
area.

Os postulados da mecanica quantica sdo apresentados de umameira simpli-
cada, dando énfase a sua estrutura matematica. Baseados les, discutimos trés
cbdigos quénticos: o cédigo de inversdo de bit, o codigo devierséo de fase e o
codigo de Shor.

4.2 Os Postulados da Mecanica Quantica

A mecanica quantica é a parte da fisica que descreve o comparhento de atomos
e particulas. Os seus postulados foram desenvolvidos atrés de um longo processo
de erros e suas correcées. Caso vocé nao consiga entenderab segni cado deles,
ndo se preocupe. Mesmo para os especialistas, essa é uma fieesdo resolvida
[22]. Inicialmente, aceite-os como sendo a estrutura mateatica que usaremos para
iniciar o estudo sobre codigos quanticos.

Postulado 1: Existe um espaco vetorial complexo, com produto interno, aso-
ciado a qualquer sistema fisicdechado (sistema que néo interage com outros sis-
temas). Um estado desse sistema € completamente descrito pam vetor unitério,
chamadovetor de estado

O sistema quéantico que nos interessa € bit quantico, ou g-bit, cujo espaco
vetorial associado é aC2, com o produto interno usual. Uma base ortonormal para

1 ~
esse espaco pode ser dada pelos vetore% e , que serdo representados

1



68 Cdbdigos Quéanticos

usando anotagéo de Dirac [22]:

1

jOi = 0
e

.0

jl = 1

Existem varias maneiras para a representacao fisica de umlijt [22]. Entretanto,
direcionaremos nosso estudo apenas sobre a sua represeéitagatematica. Ou seja,
um g-bit € um vetor unitario de C2. Um estado arbitrario j i nesse sistema pode
ser descrito por

ji= joi+ jl;
onde e sdo numeros complexos. A bas 0i;jlig é chamada debase computa-

cional e o vetorj i é chamado de umasuperposicdodos vetoresjOi e jli, com
amplitudes e (usaremos os termos vetor e estado indistintamente).

Exercicio 4.1. Demonstre que a condi¢do dg i = jOi + jli ser unitario é
equivalente aj j>+j j2=1.

O nome g-bit vem do fato de que o bit quantico pode ser visto comuma genera-
lizacao do bit classico, que assume apenasestados:0 ou 1. A diferenca entre eles
€ que um g-bit pode, além dos estadof0i e jli, assumir uma quantidade in nita
de estados!

Postulado 2: A evolugdo de um sistema quantico fechado é descrita por um
operador linear que preserva o produto interno (operadomnitario) . Ou seja, 0
estadoj ;i do sistema, no tempot;, esta relacionado ao estadg ,i, no tempot,,
através de um operador unitarioU que depende apenas dg et,. Isto é,

j 21 = Uj qi:

Existe um operador unitario que transforma o estadojOi em jli e o estadojli
em jOi. Esse operador é denotado poK e sua representacdo matricial, na base
computacional, é dada por

- 01
X= ] 5 (4.2.1)
Exercicio 4.2. O que acontecera se o operadoK for aplicado sobre um g-bit
genérico?

Outro exemplo de um operador unitario sobre um g-bit é o operdor Z, cuja

representagdo matricial, também na base computacional, éatla por

_ 1 0 .
z= 5 4 (4.2.2)
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Exercicio 4.3. O que acontecera se o0 operadoZ for aplicado sobre um g-bit
genérico?

Os operadoresX e Z, quando aplicados sobre o estadgOi, ainda retornam
estados da base computaciondj Oi;jlig. Ou seja,

Xj0i = i
Zjoi = joi:

Entretanto, existe um operador unitério H, cuja representacdo matricial, na base
computacional, é dada por

101 1
H_pilly

que produz uma superposi¢édo de estados, mesmo quando aptloasobre o estado
jOi. Esse operador é chamado operaddiadamard.

Exercicio 4.4. Demonstre que
. 1 ..
Hjoi = %(JOl + jli):

Para prosseguirmos, precisamos de nir trés conceitosdual, produto interno e
produto externo . O dual de um vetor j' i 2 C"; denotado por H j, € o vetor
transposto dej' i com os elementos substituidos pelos seus conjugados. Ouasej

Hij=j i
Dados dois vetoresj' i;j i 2 C", o produto interno H j i e o produto externo
j" ih j s&o de nidos, respectivamente, por
Hiji=ji%i
e
jtih =gt
Note quej' i;j i sdo vetores coluna el j;h j séo vetores linha. Exemplos:
hojli =0
e
joingj= 9 ¢
Exercicio 4.5. Considere dois g-bit§' i = jOi+ jliej i = joi+ jli. Verique
que

Hjis= =+
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jrih j= = :

ondez € o conjugado dez.

A interpretacao fisica do g-bitj i = jOi + jli, para e nao nulos, é que
ele esta simultaneamente nos estadg®i e jli! Pelo postulado 2, ja sabemos que,
aplicando um operador unitario sobre o estadg i, o novo estado ainda sera uma
superposicao dos estado®i e jli. Entretanto, se zermos uma medida sobrej i,
o sistema deixara de ser fechado, pois o ato de medir provocana interacdo com o
sistema. Para considerar esse fato, existe um terceiro pasado.

Postulado 3:  As medidas sobre sistemas quéanticos séo descritas por opeoaes
hermitianos M (MY = M), chamadosobservaveis Pelo fato de M ser hermitiano,
podemos escrever

X
M = ijiihij;
i=1
onde fjiig, i = 1;::;n, é uma base ortonormal de autovetores dé/ com os res-
pectivos autovalores ; [22]. Os possiveis resultados da medida correspondem aos
autovalores ; de M. Supondo que o resultado da medida seja ; , o estadoj 1,

ap0s a medida, é dado por

.. (uihipj i

] iI = 4ppj1
ondej i é o estado anterior & medida @ , € a probabilidade de se obter ; , dada
por

(4.2.3)

p . = hj(jiihij)j i: (4.2.4)
Exercicio 4.6. Demonstre que(jiihij)j i = (hj 1i)jii.
Exercicio 4.7. Demonstre queh j(jiihij)j i =(h jii)(hj 1).

Na realidade, a medida descrita no Postulado 3, chamadaedida projetiva, é
um caso particular de uma medida mais geral [22]. Para os nass propdsitos, sera
perfeitamente su ciente.

Vejamos um exemplo. Fagamos uma medida de um g-bit i = jOi + jli,
usando o observavelZ , dado em (4.2.2), que pode ser escrito como

Z = j0ih0j j 1lihlj:
Usando (4.2.3) e (4.2.4), temos:
pr= YHOjOi + VYHLjOi ( HOjOi + HOjli) = j?

Mjoj O + HOjLjoi _
Ji J
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Exercicio 4.8. Veri que todas as passagens acima.

De forma similar, podemos obter

P1=1]]

joal = j—jle
Resumindo: usando o observavel para fazer uma medida de um qg-bitj i =
jOi + jli, podemos obter o estad%jOi, com probabilidade j j?, ou o estado
j—jjli, com probabilidadej j? (em termos de observacao, os estadqujOi ej0i sao
idénticos, assim como 0s estadOﬁjli ejli [22]).
Para descrever estados com mais de um g-bit, temos o postuladt.

Postulado 4: O estado composto pom estadosj 1i;] 2i;::;] ni € oproduto
tensorial j 1i j o i gl

Para 0s nossos propdsitos, de nimos o produto tensoridh B, entre as matrizes
A2CM™ "eB 2 CP 9 como sendo a matriz

2
AuB  ApB A B
AnB  AxB Ao B
A B-= . . . . ;
AniB An2B Amnn B

ondeAj é o elemento dalinha e da colunaj deA. Note que a dimensé&o da matriz
A B émp nge que o produto tensorial ndo é comutativo. Por exemplo,

2 3
0
1 0_%12
]Oljll—o 1 39
0
e 2 3
0
R 1_§o
11|JO|—1 o — 41
0

Exercicio 4.9. Demonstre as seguintes propriedades do produto tensorial (2 C;
jVi;jviisjvei 2 C™;jwi;jwai;jwei 2 CM):
1 (vi j wi)=( jvi) j wi=jvi ( jwi);

2. (jvai + jvoi) j wi =(jvai J wi)+(jvai | wi);
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3. gvi (Jwqi + jwoi) = (jvi j wai)+(jvi ] wai):

Usaremos também a notacagvijwi ou jvwi para o produto tensorial jvi j wi.
Existe uma outra formulacdo dos postulados da mecéanica quéica em termos
do operador densidade[22]. Essa nova formulagdo € util para descrever sistemas
guanticos cujos estados ndo sdo completamente conhecidd2or exemplo, suponha
gue um sistema quantico esteja em um do estadqgsi;:::;j i, com as respectivas

probabilidades py;:::; pn. O operador densidade do sistema é dado por

X] - . .
= pij iih )

i=1

No nosso contexto, utilizaremos apenas o operador densidadk um sistema
cujo estado estd bem de nido, ou seja, est4 no estadp i, com probabilidade 1.
Nesse caso, o operador densidade € dado por

=jih |

4.3 Codigos Quanticos

A construcdo de codigos classicos corretores de erros é bad@ na possibilidade de
copiar e observar um bit, sem que seu estadd ou 1, seja alterado.
Considere um operador unitarioC que copie um g-bitj i, de nido por

C(@ ijoi)y=1j ij i: (4.3.5)
Usando C para copiar outro g-bit j' i, temos:
C@ ijoi)=j"ij"i: (4.3.6)

Calculando o produto interno entre (4.3.5) e (4.3.6), obtenos:
hji=(hji)?)h jji=1ouhji=0:

Ou seja, ndo existe um operador unitario capaz de copiar g-ts arbitrarios. Este
resultado é conhecido como o Teorema da Nao-Clonagem [22].

Exercicio 4.10. Veri que todas as passagens acima.
Concluséo: além de ser impossivel copiar um g-bit genérigo i, o postulado 3

diz que uma medida sobregj i provoca uma alteracéo irreversivel em seu estado.
Entretanto, mesmo com essas limitacdes , é possivel contir codigos quanticos.
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4.3.1 Cdbdigo de inversao de bit

Suponha que um g-bitj i = jOi + jli seja enviado através de um canal que,
com probabilidade p > 0, altera o estado do g-bit paraXj i = jOi + jli (canal
de inversao de bi}. Para de nirmos o cédigo de inversdo de bif22], inicialmente,
codi camos o g-bit j i em um estado de3 g-bits, dado porj 4 = jOOG + j111i:
Isso pode ser feito usando o operador unitaridJ, de nido por

2
0 0

(4.3.7)

[cNeoNeoNeoNeNeNoly
[oNeoNeoNeNeNoll ol

[cNeoNoNeoNeN o]

[cNeoNoNeoN JNelNelNe]
P OOOOOOOo
OPRPO0OO0OO0OO0OO0OO0o
OOPrPOO0OO0OO0OO0o
OOOHOOOOw

Isto &,
U(( joi + jli) j O j Oi)= U( jOoOG + j100)= jOOG + j11%i:

Em termos matriciais, temos:

2 32 3 2 3 2 3 2 3
1 00 0O0O0O0OTO 1 0
01 00O0O0OTPO 0 0 0 0
0 01 0O0O0OP O 0 0 0 0
0O 0O0O10O0O0UO 04_R 04 _ 0 + 0
0 00O0OO0OO0OO 01 0 0 0
00 0 O0OOOT1PO0 0 0 0 0
00 0OO0OOT1O0TUO0 0 0 0 0
00 0O0O1O0O0TO0 0 0 1

Exercicio 4.11. Veri que todas as passagens acima.

Agora, cada um dos3 g-bits do estadoj % = j004 + j111 é enviado por3
canais de inversdo de bit independentes onde, no méximo, ap&s um dos g-bits é
alterado. Em seguida, facamos duas medidas, de nidas peladservaveisZz Z |
el Z Z,ondel é o operador identidade.

Exercicio 4.12. Demonstre que os autovalores dos observavels Z | el zZ Z
sdole 1.

O observavelZ Z | pode ser representado por
Z Z | =(jo0hog + j11ihly) | (joLh0y + j1Gih1Q) |I:
Ou seja, podemos interpretar a medidaZ Z | como sendo uma comparagao

entre os dois primeiros g-bits. Se ded, indicara que os g-bits ttm o mesmo valor;
se der 1, indicara que os g-bits sdo distintos. De forma similar, a meida

| Z Z=1 (jOGhO0j+ j11ih1l) | (jOLhOYj + j10ih10)
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faz uma comparacao entre os dois ultimos g-bits. Novamentegsder 1, indicara que
0s g-bits tém o mesmo valor e, se der 1, indicard que os g-bits séo distintos.

Combinando o resultado das duas medidas, podemos determinae houve al-
guma alteragdo dos g-bits. Havendo alteracao, além de identiarmos o g-bit alter-
ado, poderemos também corrigi-lo. Representando pdim;; m;), o resultado das2
medidas, respectivamente, temos quatro possibilidades:

1. (1;1) indica que ndo houve nenhuma alteracéo;
2. ( 1;1) indica alteracdo nol g-bit;

3. ( 1, 1) indica alteracdo no2 g-bit;

4. (1; 1) indica alteracdo no3 (g-bit.

Para fazer a correcdo, caso necessario, bastard aplicar oespdor X sobre o
g-bit alterado, pois X 1= X.

4.3.2 Codigo de inversdo de fase

Agora, suponha que um g-bitj i = jOi + jli seja enviado através de um canal
que, com probabilidadep > 0, altera o estado do g-bit parazZj i = jOi jai
(canal de inverséo de fasp Antes de de nirmos o codigo de inversdo de fas¢22],
apliquemos o operadorZ sobre os estados»l—i (jOi + jli) e p% (joi j 1i):

z pl—é(jOi+j1i) = pl—é(jOij 1i)

z p%(jOi j 1) = p%(j0i+j1i):

Exercicio 4.13. Demonstre que os estados’; (j0i + j1i) e % (j0i j 1i) formam
uma base ortonormal deC?.

Para simpli car a notagdo, de namos

j+i = p%(jOi +j1i)

. i . .
ji = %(JOI j1):
Dessa forma,

Zj+i = ji

Zji = j+i:
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Ou seja, nabasdj +i;jig , ooperadorZ atua como o operadorX (canal de inverséao
de bit).

Faremos, entdo, os mesmos procedimentos realizados para aneal de inverséo
de bit, considerando a basefj +i;jig no lugar da basefj0i;jlig. Para fazer a
mudanca de base, usaremos o operadét, pois

Hjoi = j+i, Hjli = ji

e
Hj+i=joi, Hji =jli:
Exercicio 4.14. Demonstre queH 1= H.
Inicialmente, codicamos o g-bit j i = jOi + jli em um estado de3 g-bits,
dadoporj 9= j+++ i+ j i . Podemos fazer isso usando o operadét e

0 mesmo operadoilJ, de nido em (4.3.7):
(H H H)U( joi+ j1i) joijo)y=(H H H)( jood + j111)
= jH++ i+ g :
Cada um dos3 g-bits do estadoj 4 = j+++ i+ | i € enviado por3

canais de inversdo de fase independentes onde, no maximo.,eaas um dos g-bits é
alterado. Em seguida, facamos duas medidas, de nidas pelabservaveis

H3z z I)H 3

H30 z 2zZ)H 3
ondeH 3= H H H.

Exercicio 4.15. Demonstre que os autovalores dos observavels 3(z zZ 1)H 3
eH 3(1 Z Z)H %sdole 1

Os observaveisH 3(Zz Z 1)H %eH 3( Z 2Z)H 2 podem ser repre-
sentados, respectivamente, por
H3@Z Z 1)H 3=H 3((j++ih++ j+j ih | ) |
(i+ih+ j+j +ih +j) DH?®

H 30 Z 2Z)H 3=H 301 (j++ih+t+ j+| ih | )
| (+ih+ j+j +ih +j)HH %

Combinando o resultado das duas medidas, da mesma forma queemos para
o canal de inversdo de bit, podemos determinar se houve algamalteracdo dos
g-bits. Havendo alteracdo, além de identi carmos o g-bit alterado, poderemos tam-
bém corrigi-lo. Novamente representando poms; m;), o resultado das2 medidas,
respectivamente, temos quatro possibilidades:
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1. (1;1) indica que ndo houve nenhuma alteragéo;
2. ( 1;1) indica altera¢@o nol q-bit;

3. ( 1, 1) indica alteracdo no2 g-bit;

4. (1; 1) indica alteracdo no3 g-bit.

Para fazer a correcdo, caso necessario, bastara aplicar oespdor HXH sobre
0 g-bit alterado.

4.3.3 Cdbdigo de Shor

Os caédigos de inversdo de bit e de inversdo de fase corrigenrcar especi cos de
um g-bit. Entretanto, combinando esses dois cédigos, podens construir um novo
cédigo, chamadocédigo de Shor[22], capaz de corrigir qualquer tipo de alteracéo
de um g-bit!

Inicialmente, codicamos o g-bit j i = jOi + jli em um estado de3 g-bits,
dado porj 9 = j+++ i+ | i . Em seguida, codi camos cada um desses
g-bits da seguinte forma:

... J000 + j111%i
jHi! 4927
e . . . .
. jooa j 111
jil #:

O resultado sera um estado dé g-bits dado por

j %= ?g%( ((jOOO + j111i)(jOOO + j111i)(jOOO + j111i))
+ ((joO0 j 112)(jooa j 11%)(jood j 111))):
Exercicio 4.16. De na um operador unitario que transforme j i emj 9.

Para descrever o codigo de Shor, usaremos uma ferramenta chada operacdes
guanticas [22], utilizada para tratar sistemas abertos.

Uma operacgéo quantica' pode ser descrita pelaepresentacdo de operador soma
[22], dada por

onde

Os operadoreS Ejg, i =1;:::;n, sdo oselementos de operacdale"”, | € o operador
identidade e é o operador densidade do sistema.
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Exercicio 4.17. Demonstre que os operadores unitarios), representados por
"'u()=UUY

e as medidas descritas pelos observavei, representadas por

X
"m()= jiihij jiihij;
i=1

ondeM = P ijiihij, sGo exemplos de operacdes quanticas.
i=1

Além de representarem os operadores unitarios, descritos rmostulado 2, e as
medidas, descritas no postulado 3, as operagfes quanticaantbém séo utilizadas
para representar as alterag8es provocadas pela passagemue g-bit em um canal
qualquer.

Como vimos acima, antes da passagem do g-bjti = jOi + jli por um canal
qualquer, ele é codi cado como

j %= ?913( ((jo0O + j111i)(jO0d + j111i)(jOOG + j111i))
+ ((jooG j 111i)(joo0 j 111)(joOG j 111))):
Vamos considerar o caso em que apenas o primeiro g-bit §e® esteja sujeito a um

ruido qualquer. O estado desse g-bit, ap6s a passagem pelaal sera descrito por
uma operacao quantica', dada por

X
"G % 9= Eij %h e

i=1
ondefE;g, i =1;::;n, sdo os elementos de operagéo de

Exercicio 4.18. Demonstre que cada operadoE;, i = 1;:::;;n, pode ser represen-
tado como uma combinacéo linear dos operadords, X, Z e XZ .

Considerando a atuagdo de um operadoE;, i = 1;:::;n, sobre o primeiro g-bit
dej 99, podemos representa-lo como uma combinacéo linear dos opedoresl, X,
Z eXZ . OestadoE;j % pode, entdo, ser escrito como uma superposicio de quatro
termos:
i %% XxXj 99 zj Qexzj 99:

Fazendo uma medida do estadd;j 9 (descreva essa medida), obtemos apenas um
desses termos. Para recuperar o g-bit original, basta usarscc6digos de inversédo de
bit e de inversédo de fase! Casos mais gerais sdo consideradas [22].

Exercicio 4.19. De na o codigo associado ao canal de nido pelo operadoXZ .



78 Cdbdigos Quéanticos

4.4 Leituras de Aprofundamento e Extensao

Este capitulo foi baseado, principalmente, nas referéncg[22] e [26]. Além de conter
mais detalhes do que aqui foi exposto, elas apresentam ousddpicos da area de
computacao e informacdo quantica. A referéncia [31] apresta uma boa visédo geral
dessa area, sem a formalizacdo matematica. Outros textos portantes sao listados
em [7, 21, 27].



Apéndice

Neste apéndice apresentamos de forma sucinta algumas de idies e propriedades
utilizadas ao longo dos quatro capitiulos deste livio com @umas referéncias.

Um grupo é um conjunto G com uma operacao , isto €, uma aplicacéo
G G! G,talque

Lxy z=x (y 2
2. Existe um elementoetal que x e=e X=X

3. Para cadax 2 G, existe um elementox ! (o inverso deg) tal que x x =
1 —
X X=e

Se a operacdo for comutativa, ou sejax y = y X para todo x ey em G,
chamamos o grupo deabeliana
Um subgrupoH de G é um subconjunto deG para o qual valem

1. eesta emH.

2. Seh; eh; estdo emH, entdoh; h, também estd emH.

3. Seh estaemH, entdoh ! estd emH.

A ordem de G é o nimero de elementos d& e é denotada porG;j.

Proposicdo 4.1. (Lagrange) SeG é um grupo nito e H é um subgrupo deG,
entdo jGj € multiplo de jH]|.

Parag2 G,denimos g"=g g ::: g(ntermos)paran> 0,g"=(g %) ™
param < 0, e g° = e. Esta de nicdo permite estender varias propriedades de
poténcias de niUmeros para poténcias de elementos de grupesri ca-se facilmente,
por exemplo, queg™*" = g™ g".

Dado g em G, o subgrupo ciclicogerado porg é o conjunto

<g>=1fg";n2 Zg

Pode-se mostrar que este conjunto € um subgrupo d8. Se existir um elementog
tal que G = < g >, diremos queG é um grupo ciclico. Se< g > é nito e tem M

79



80 Cdbdigos Quéanticos

proposigéo 4.1, a ordem deg € um divisor de jGj. No capitulo 3 vimos exemplos
dos grupos ciclcico&Z,, dos inteiros médulom com a operacdo soma.

Um anel (comutativo e com unidade) € um conjunto A com duas operacgdes,
soma e produto, que satisfazem:

1.Xx+y=y+Xx
XH(y+t2)=(X+y)+ z
. Existe um elementoOtalque 0+ x=x+0=0

. Para cadax 2 A, existe um elemento x talque x+( x)=( x)+ x=0

X Y=y X

2
3
4
5.x (y 9)=(xy) z
6
7. Existe um elemento1 60 talquex 1=1 x =X
8

X (Yyt2)=XxX y+Xx z

Note que as quatro primeiras dizem queA é um grupo abeliano com relagéo
a adicdo. No capitulo 1, utilizamos o anel dos inteiros médulam, Z,, com as
operacdes de soma e multiplicacdo induzidas do anel dos iim@s Z Se um anel
satis zer a propriedade extra de que, para cada 6 0, existe um elementox ! tal
quex x =1, este anel recebe o nome deprpo; neste caso, costuma-se denota-lo
por F (ou K). Z,, € um corpo se, e somente sej for um nimero primo [18].

Boa parte do que se faz em élgebra linear sobrR ou C pode ser feita sobre
qualquer corpoF ; a de nicao geral de espaco vetorial sobré& € a mesma de espaco
vetorial sobre R ou C, bastando trocar o que se refere a escalares ef(ou C) por
escalares enf-. Em especial, s&= é um corpo, o conjunto

€ um espaco vetorial sobrd=, do mesmo modo queR" é espaco vetorial real.

Proposicdo 4.2. SeF é nito, jFj = g o nuimero de elementos de um subespaco
de dimesdok de F" é g¢ Referéncia: [Abramo]

Uma operacao elementar por colunas € uma operacao onde subsitinos uma
coluna C; de uma matriz pela combinagéo de coluna€;+ kCj, ou permutamos
duas colunasC; e Cj.

Proposicdo 4.3. Toda matriz A, « , k<n; de elementos num corpd= que tenha
posto k pode ser reduzida por operacdo elementar de colunas a uma matriz

Ik «
G=
B K «
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Temos ainda, como consequéncia do fato que as operagfes edatares por co-
lunas ser inversivel queA = GM , oneM € inversivel e que os subespaco d€"
gerados pelas colunas dA e deG sé@o os mesmos. Referéncias: [8], Cap. 3 e [14].

Um produto interno em um espagco vetoriakeal € uma aplicacaoi : V.- V! R
tal que, dadosu, v,w emV e emR,

1. hu+ v;wi = hu;wi + hv;wi

2. hv;wi= Hv;wi

3. hu;vi = hv;ui

4. hu;ui 0O, e a igualdade ocorre se e somente se= 0.

Para espacos vetoriais complexos, a de nicdo de produto ietrno tem uma pe-
guena modi cagéo.

Um produto interno em um espaco vetorialcomplexoé uma aplicacédohi : V
V! Ctal que

1. hu+ v;wi=huwi+ hv;wi

2. hv;wi= Hhv;wi

3. hu;vi = hv;ui

4. hu;ui 0, e aigualdade ocorre se e somente se=0.

O exemplo padrdo éV = C" ehu;vi = uiVi + UV + :::+ U, Vy.

Finalmente, no espagd=", ondeF é um corpo nito, usamos o produto interno

dado por
h(ug;uz;:0;Un)s (VL V2, i V)i = UgVe + 100+ UnVy

Esta aplicacdo satisfaz as trés primeiras propriedades dergduto interno real
(tomando os escalares enft) mas, comoF ndo é ordenado, a propriedade 4 nao
faz sentido. No entanto, como a expressdo é a mesma do produtetérno usual em
R", e todas as outras 3 propriedades valem, costuma-se chamasta aplicacéo de
produto interno também.
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