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Prefácio

A onipresença do computador na nossa sociedade, com o uso de sistemas de comu-
nicação digital nas mais diversas áreas, tem levado ao estudo e desenvolvimento de
novas estruturas e métodos matemáticos que dêem suporte a essas novas tecnolo-
gias digitais. Estes vêem a integrar a teoria da informação,uma área de pesquisa
e aplicações em pleno desenvolvimento, cujo marco inicial éo trabalho de C. E.
Shannon, �A Mathematical Theory of Communication�, public ado em 1948.

A teoria de códigos corretores de erro é uma subárea da teoriada informação
que lida com o problema geral da transmissão de mensagens de forma con�ável. Ela
é utilizada de modo essencial nas comunicações via computador, rádio, televisão e
satélites.

A proposta deste texto é a de ser uma introdução a esta teoria,enfatizando
o instrumental matemático associado e explorando as propriedades das estruturas
envolvidas numa abordagem, sempre que possível, geométrica. Procuramos manter
os pré-requisitos a um mínimo: o conteúdo usual de um primeiro curso de álgebra
linear e das disciplinas de cálculo da graduação.

O texto está organizado em quatro capítulos. No primeiro, cuja leitura deve
anteceder a dos demais, é apresentada uma breve introdução àteoria de códigos.
Os capítulos 2, 3 e 4 são razoavelmente independentes e introduzem o leitor a três
subáreas da teoria de códigos: reticulados, códigos esféricos e códigos quânticos.

Este trabalho re�ete, em parte, a experiência de pesquisa dos autores que in-
tegram o projeto temático interdisciplinar �Códigos Geometricamente Uniformes�,
que tem o suporte da FAPESP e conta com pesquisadores e alunos de pós-graduação
de engenharia elétrica e de matemática.

Os autores agradecem o apoio de suas instituições de origem,da Sociedade
Brasileira de Matemática Aplicada e Computacional (SBMAC) e dos órgãos de
fomento à pesquisa: CNPq (processos 304573/2002-7 e 305282/2003-4) e FAPESP
(processos 02/07473-7 e 02/14072-9).

Também agradecemos o suporte técnico de João Strapasson na elaboração da
versão �nal deste trabalho.

Ressaltamos que o texto foi um trabalho de equipe de todos os autores, aqui
listados em ordem alfabética.

Campinas, 27 de abril de 2006.

Os Autores
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Capítulo 1

Códigos Corretores de Erros:

Uma Breve Introdução

1.1 Introdução

Sistemas de comunicação são onipresentes em nossa sociedade hoje. Em particular,
o advento dos computadores e seu uso nos mais diversos setores levaram à busca
de bons sistemas onde a informação é transmitida e processada na forma digital.
Por exemplo, fotos são transmitidas de um satélite através da decomposição do
retângulo emm � n elementos de imagem e a cada um destes elementos é atribuído
um número correspondente à cor. Assim, se o instrumento a bordo distingue 64 tons
de cinza para uma foto em preto e branco, esta transmissão pode ser feita através de
�mensagens binárias�, isto é, seqüências de zeros e uns que representem o número da
tonalidade. Por exemplo, a seqüência especí�ca 101011 representará a tonalidade
43. É fácil deduzir alguns dos problemas que ocorrem em sistemas de comunicação
digital. Erros podem ocorrer na codi�cação original, no canal de transmissão, onde
surgem �ruídos� que distorcem os bits, e também na hora da leitura (decodi�cação)
dos sinais enviados. Decorre daí a necessidade de se estudarcódigos que sejam �bons
corretores de erros� e que possibilitem, com a utilização deredundâncias, resgatar
o sinal original, mesmo depois destas distorções. Tais códigos têm largo uso nas
comunicações internas de um computador, no armazenamento de dados em meios
magnéticos (HD, CD, etc), nas transmissões via satélite, etc.

A teoria dos códigos corretores de erros é parte integrante da área conhecida
como teoria da informação, uma área de pesquisa que tem como marco inicial o tra-
balho �A Mathematical Theory of Communications� de Claude E. Shannon [30], do
Laboratório Bell, E.U.A., em 1948. Desde então, diferentes subáreas da matemática
têm sido utilizadas na resolução de problemas de informação. Importantes traba-
lhos em teoria de códigos que contemplam uma abordagem geométrica, que é o foco
deste texto, são os de D. Slepian [35], na década de 60, e o de G.D. Forney [16], na
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década de 90, que introduz o conceito de códigos geometricamente uniformes.
Exemplos muito conhecidos de códigos são os dígitos de controle. Por exemplo, o

registro ISBN (International Standard Book Number) de um liv ro é uma seqüência
de nove dígitos seguidos de um dígito de controle,n1n2n3:::n9 � n10; onde ni é
inteiro entre 0 e 9, para i = 1 ; :::; 9, e o dígito de controle n10 é assim obtido:

n10 = 11 � (
9P

i =1
(11 � i )ni ) mod 11. Aqui, r mod 11 signi�ca o resto da divisão der

por 11.
Assim, o controle n10 poderá ser 0; 1; 2; :::; 9 ou 10, sendo que neste último

caso representa-se porX: Exemplo: o livro [18], que é uma referência sugerida para
leitura, tem ISBN 85 -244-0169. Seu dígito de controle é11� 233 mod 11 = 11� 2 =
9: Veri�que este cálculo em outros livros. A pergunta natural é: por que de�nir
uma expressão como esta para o controle? Note, por exemplo, que se de�níssemos
o dígito de controle para o registro de livros por uma expressão mais simples, como
fazer a soma dos dígitos módulo 10, o controle não detectariaa troca de ordem na
digitação, que é um erro muito comum. O código ISBN é um exemplo de código
que detecta (embora não corrija) um erro (veja o Exemplo 1.1). Um outro exemplo
de código detector de erro pode ser encontrado nos dígitos doseu CPF (veja o
Exercício 1.15.2).

Um esquema simpli�cado para representar a transmissão de sinais é descrito na
�gura 1.1.

Fonte �! Codi�cação de Fonte �! Codi�cação de Canal

#
Modulador

#
Canal  � Ruído

#
Demodulador

#
Usuário  � Decodi�cação de Fonte  � Decodi�cação de Canal

Figura 1.1: Um esquema para a transmissão de sinais.

Neste texto, estaremos abordando apenassistemas de transmissão simétricos,
onde todos os símbolos têm a mesma probabilidade de serem recebidos errados e a
probabilidade de que um símbolo recebido errado seja qualquer um dos outros é a
mesma.

A ênfase será nos chamadoscódigos geometricamente uniformes.Tais códigos
são caracterizados pela existência de isometrias ( simetrias ) internas. Estas sime-
trias dão instrumentos para uma análise muito mais aprofundada da performance
de um código.
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Neste capítulo, os �geometricamente uniformes� serão representados pelos códi-
gos lineares, no Capítulo 2, por reticulados no espaço euclidiano n-dimensional e,
no Capítulo 3, por códigos esféricos. No Capítulo 4, serão introduzidos os códigos
quânticos, que são códigos em espaços vetoriais complexos.

1.1.1 Exemplos de codigos binários

Vamos exempli�car formas do processo de codi�cação com trêscódigos bínários.

Exemplo 1.1. O código de tripla repetição. Como proposto em [18], consideramos
um robô que pode se mover em quatro direções: leste (L), norte (N), oeste (O) e sul
(S). Um código-fonte pode ser estabelecido associando a L, N,O e S respectivamente
as sequências 00, 01, 10 e 11. Para o código-canal vamos escolher o código de tripla
repetição. Teremos então as associações

L ! 00 ! 000000
N ! 01 ! 010101
O ! 10 ! 101010
S ! 11 ! 111111

Veri�que experimentalmente que este código corrige um erro e pode detectar até
dois - a detecção de erros é útil quando temos a possibilidade de retransmissão.

Note que esta não é uma forma econômica de codi�car ( triplicamos onúmero
de dígitos). Será que com menor redundância conseguimos um código-canal que
também permita corrigir um erro? ( Veja exercício 1.1)

Exemplo 1.2. O código de veri�cação de paridade(8; 7). Muitos computadores
usam a seqüência de 8 bits ( um byte) como unidade de informação.O código
ASCII, que é praticamente de uso geral em microcomputadores representa letras do
alfabeto maiúscula e minúsculas, dígitos de 0 a 9, etc, por uma destas seqüências.
Para escrever em português ou ingles não precisamos mais que 80símbolos, o que
é um número bem menor que o número de bytes, 256, e assim podemos utilizar
apenas sete dos bits para os símbolos ( código- fonte ) e oitavobit para controle.
Este será colocado como0 se o número de \1 s" for par e 1 no caso contrário. Por
exemplo, a letraA e o número 1 são codi�cados em ASCII por 1000001e 1000110
respectivamente e com o último digito �cam10000010e 10001101.

Este é um código muito econômico que detecta mas não corrige um erro.

Exemplo 1.3. Código de tripla veri�cação de paridade. Suponhamos agora que o
nosso robô do exemplo 1.1) possa se mover num tabuleiro também para as posições
diagonais, NL,NO,SO e SL. Nosso código- fonte será feito então com 3 dígitosabc
onde cada letra é0 ou 1. Para o código-canal acrescentaremos outros 3 digamos
xyz, com checagem de paridade da seguinte forma : i) O número de\1 s" em abx é
par ii) O número de \1 s" em acy é par e iii) O número de \1 s" em bcz é par.
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Exercício 1.1. Monte uma tabela com os códigos fonte e canal para a movimen-
tação do robô no exemplo 1.3 e discuta cuidadosamente porque este código não só
detecta mas também é capaz de corrigir um erro e pode também detectar até 2 erros.
Note que este é um código bem mais econômico que o proposto no exemplo 1.1.

1.2 Códigos de Bloco, Distâncias e Equivalência de
Códigos

SejaA um conjunto �nito com q elementos (jAj = q), um código corretor de erros,
C, de comprimento n é um subconjunto deAn . Cada elemento deC é chamado
palavra-código (no alfabetoA).

Seja m = jCj, o número de palavras do código. A taxa de informação deC é
de�nida como:

R(C) =
logq m

n
Se o conjuntoA for um corpo �nito e C for um subespaço vetorial de dimensão

k de An , teremos quejCj = qk e portanto R(C) =
k
n

.

A taxa de informação permite, de certa forma, comparar a e�ciência de códigos
de diferentes tamanhos.

Nos exemplos 1.1, 1.2 e 1.3 da primeira seção os códigos são binários: o alfabeto
pode ser considerado comoA = Z2 = f 0; 1g; corpo dos inteiros módulo 2, com a
operações soma e multiplicação dadas pelas tabelas.

+ 0 1
0 0 1
1 1 0

� 0 1
0 0 0
1 0 1

( identi�camos 0 com 0 e 1 com 1).
O código (de canal) no exemplo 1.1 é

C = f (0; 0; 0; 0; 0; 0); (0; 0; 0; 1; 1; 1); (1; 1; 1; 0; 0; 0); (1; 1; 1; 1; 1; 1)g;

que é um subespaço de dimensão dois emZ6
2: A taxa deste código é

log2 4
6

=
1
3

:

Nos exemplos 1.2 e 1.3 as taxas dos códigos são respectivamente
log2 27

8
= 0 ; 875 e

log2 8
6

=
1
2

: Como era de se esperar o código 3) tem melhor taxa que o 1) re�etindo o

fato de que embora os códigos 1.1 e 1.3 permitam ambos corrigir um erro e detectar
2, no código 3 a redundância é menor, pois o número de palavrasé maior para o
mesmo comprimento.

Qual a taxa de informação do código do CPF ( exercício 1.15.2)?
Assumindo que todas as palavras do código são equiprováveis,escolhemos para

decodi�car o princípio da máxima verossimilhança. Isto é, se no receptor chega uma
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palavra com distorção, vamos interpretá-la como a palavra do código que está mais
�próxima� desta. A noção de proximidade é geralmente expressa por uma função
distância de�nida no conjunto An .

Uma função d : An � An é chamadafunção distância se, e somente se, satisfaz
as três seguintes propriedades:
i) d(x; y ) � 0 e d(x; y ) = 0 , x = y
ii) d(x; y ) = d(y ; x)
iii) d(x; y ) + d(y ; z) � d(x; z) (desigualdade triangular).

Uma função distância muito utilizada é a distância de Hamming, que conta
o número de símbolos diferentes entre duas palavras-código: dados dois pontos
x = ( x1; x2; :::; xn ) e y = ( y1; y2; :::; yn ) de An de�nimos a distância de Hamming
entre x e y como

dh (x ; y ) = jf i ; x i 6= yi gj

Por exemplo em Z5
2, dh ((1; 0; 1; 1; 1); (0; 1; 0; 1; 0)) = 4 e em Z3

10,
dh ((2; 3; 4); (1; 7; 4)) = 2 :

Neste capítulo, salvo menção em contrário, estaremos denotando por d = dh a
distância de Hamming.

Geometricamente, paraA = Z2, temos que Zn
2 são os vértices de um hiper-

cubo em Rn e códigos binários são subconjuntos destes conjuntos de vértices. A
distância de Hamming emZn

2 entre dois deste vertices é dada pelo caminho com
menor número de arestas conectado estes vertices. A �gura 1.2 representaZ3

2 e Z4
2:

Observe geometricamente no cubo e no hipercubo quais são os vértices que estão a
distância um, dois, três e quatro de um vértice �xado.

Exercício 1.2. Considere os códigos

C1 = f (1; 1; 1); (0; 0; 0)g � Z3
2 e

C2 = f (1; 1; 1; 0); (0; 0; 0; 0); (1; 0; 0; 1); (1; 1; 1; 1)g � Z4
2:

Localize-os na �gura 1.2. Quais as distâncias mínima e máxima entre as palavras
destes códigos ?
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000

001

010

100

110

011
101

111

0000

0010

0100

1000

1100

0110
1010

1110

0001

0011

0101
1001

1101

0111
1011

1111

Figura 1.2:

Exercício 1.3. Quantos pontos existem emZ5
2 que distam exatamente dois de um

determinado elemento?

Exercício 1.4. Veri�que que a distância de Hamming satisfaz as três propriedades
que caracterizam uma função distância.

De�nimos a esfera,S(a; r ); e a bola,B (a; r ), de centro ema e raio r em An da
forma usual :

S(a; r ) = f x 2 An ; dh (x ; a) = r g e B (a; r ) = f x 2 An ; dh (x ; a) � r g

Exercício 1.5. Quantos elementos tem a esfera emZ5
2 de centro em(0; 0; 0; 0; 0)

e raio 4 ? E a bola emZ3
10 de centro em(1; 2; 3) e raio 2? Explore outros exemplos

e veja o exercício 1.14

Para um códigoC � An , de�nimos a distância mínima de C como sendo

d(C) = min f dh (x ; y ); x ; y 2 C; x 6= yg

Veri�que que a distância mínima dos códigos dos exemplos 1.1e 1.3 da seção anterior
é 3. Qual é a distância mínima do código do exemplo 1.2? E dos códigos do exercício
1.3?

Veremos depois que para códigos especiais, como os códigos lineares, não pre-
cisamos veri�car a distância de todos os pares de palavras docódigo para determinar
a distância mínima.

A distância mínima é que determina a capacidade de correção de um código,
como veremos na proposição a seguir. As bolas centradas em palavras do código
com raio menor que a metade desta distância conterão apenas uma palavra do
código dentro delas( o centro da bola). Esta é a idéia utilizada na proposição a
seguir onde a notaçãobtc designa o maior inteiro que é menor ou igual at. Por
exemplo,b12; 3c = 12; b� c = 3 .
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Proposição 1.1. Um código pode corrigir até
�

d � 1
2

�
erros e detectar até(d � 1)

erros se e somente se sua distância de Hamming mínima ford:

Demonstração: (( ) Se a distância mínima ford temos que, como

d � 2
�

d � 1
2

�
+ 1 ( a igualdade só vale sed for ímpar),

as bolas de centro em uma palavra do código e raiot =
�

d � 1
2

�
, não conterão

nenhuma outra palavra do código. Ou seja, se o sinal recebidoé r , e menos det
símbolos estão errados, existe uma única palavraa do código que dista der menos
que t (corrigir o erro por verossimilhança será tomar esta palavra). De fato, para
qualquer outra palavra do códigob a distância seria estritamente maior quet,pois,
da desigualdade triangular

d(a; r ) + d(r ; b) � d(a; b) =) d(r ; b) � d(a; b) � d(a; r ) � 2t + 1 � t = t + 1 > t

Também pode-se detectar(d � 1) erros se a distância mínima ford. De fato:
se o sinal recebidor difere no mínimo em uma e máximo em(d � 1) posições de
alguma palavra a do código ( de um até(d � 1) erros ) então ele não terá distância
nula de nenhuma palavra do código e saberemos que houve erro na transmissão:

d(b; r ) � d(a; b) � d(a; r ) � 2t + 1 � 2t = 1

(=) ) Deixamos como exercício a demonstração da recíproca.

Dado um conjunto A e uma função distânciad : An � An ! R, uma isometria
' : An ! An , segundod, é uma aplicação que satisfaz:

d(' (a); ' (b)) = d(a; b) para todo a; b em An

Isometrias são necessariamente bijeções ( Veri�que!).
Pode-se mostrar ([18]) que isometrias, segundo a distânciade Hamming d, são

sempre obtidas compondo-se bijeções deA para cada coordenada com uma permu-
tação de coordenadas.

Dois códigosCe C0 em An são ditosHamming-equivalentesse existir uma isome-
tria segundo a distância de Hamming� : An ! An , tal que C0 = � (C). Do que comen-
tamos acima, dois códigos Hamming-equivalentes são essencialmente permutações
um do outro.

Alguns códigos possuem propriedades especiais em relação a uma função dis-

tância. Um código C � An com distância mínima d é dito t-perfeito, t =
�

d � 1
2

�
;

se, e somente se a reunião das bolas disjuntas centradas em palavras do código com
raio t cobre todo An :

[

a2C

B (a; t) = An
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Um código é t-perfeito se, e somente se, para cada elementow de An (rece-
bido) existe uma única palavraa do código que dista deste elemento no máximot.
Desta maneira,w será decodi�cado comoa por verossimilhança e atét erros serão
corrigidos.

Exercício 1.6. 1. Veri�que que o código C1 do exercício 1.2 é 1-perfeito. exis-
tem outros códigos perfeitos emZ3

2?

2. Procure identi�car códigos perfeitos em Z4
2 usando a �gura 1.2 como apoio.

Como sempre acontece, perfeição é em geral coisa rara e isto vale também em
códigos.

Um códigoC � An é chamadogeometricamente uniformese, e somente se, dadas
duas palavras quaisquerx e y do código existe uma isometria' : An ! An tal que:
(i) ' (C) = C (a isometria leva o código no código)
(ii) ' (x) = y .

A próxima seção introduz os códigos lineares, que são geometricamente uni-
formes e, dentre eles, os códigos de Hamming, que são perfeitos.

1.3 Códigos Lineares e Códigos de Hamming

Se o alfabetoA for um corpo �nito com q elementos e seC for um subespaço
vetorial de dimensãok de An , diremos que o códigoq-ário C é linear (ou de grupo)
e teremos quejCj = qk (veja o apêndice).

Uma de�nição equivalente é: Códigos linearessão os obtidos como imagem de
uma transformação linear injetiva:

� : Ak ! An ;

(a1; a2; :::; ak ) 7! Gn � k � (a1; a2; :::; ak )T

onde Gn � k é uma matriz de postok formada por elementos do corpoA:
A matriz G é denominadamatriz geradora do código eC será dito um (n; k)-

código de bloco linear.
Observação: Nos textos sobre códigos, muitas vezes o que é chamado de matriz

geradora é a transposta desta. Neste caso a transformação linear será dada por
a 7! a � GT

n � k :
Estas de�nições são de fato equivalentes: Se� é injetiva as colunas deG, que

são imagem da base canônica deAk ; são linearmente independentes e portanto
geram um subespaçoC, de dimensãok em An . Reciprocamente dado um subespaço
C de dimensãok em An , se tomarmos por vetores coluna de uma matriz uma base
de C, a transformação de�nida por esta matriz (em relação às bases canônicas de
Ak e An ) terá por imagem o subespaçoC.

A matriz geradora de um código linearC não é portanto única ( pois é uma
escolha de uma base deC ), mas sempre existe uma matriz geradora na forma
padrão ou sistemática, isto é, de modo que as primeirask linhas de G formem uma
matriz identidade de ordem k,
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G =
�

I k � k

B (n � k ) � k

�
:

Se tivermos um código de�nido por uma matriz geradora na forma não padrão,
podemos efetuar operações elementares por colunas nestas até obter uma matriz na
forma padrão (veja apêndice). (Por quê ? Observe que toda matriz geradora tem
posto k). O subespaço gerado pelas colunas da matriz padrão obtida éo mesmo e,
portanto, temos o mesmo código (Justi�que!).

Note que, se a matriz geradora está na forma padrão, a codi�cação é dada na
forma

�( a1; a2; :::; ak ) = ( a1; a2; :::; ak ; h1; h2; :::; hn � k );

onde oshi s são combinações lineares das primeiras coordenadas.
Note ainda que a codi�cação da palavraej = (0 ; 0; :::; 1; 0; :::0) ( 1 na j -ésima

posição) é aj -ésima coluna deG.
Nos exemplos 1.1 e 1.3 da primeira seção as matrizes geradorassão:

2

6
6
6
6
6
6
4

1 0
0 1
1 0
0 1
1 0
0 1

3

7
7
7
7
7
7
5

e

2

6
6
6
6
6
6
4

1 0 0
0 1 0
0 0 1
1 1 0
1 0 1
0 1 1

3

7
7
7
7
7
7
5

Exercício 1.7. Qual a matriz geradora do exemplo 1.2?

Exercício 1.8. Escolha matrizes geradoras na forma padrão e construa outros códi-
gos binários lineares com estas matrizes geradoras. Pesquise a distância mínima de
seus códigos.

Uma matriz de veri�cação ou matriz de paridade H (n � k ) � n de um código linear
C com matriz geradoraG, é uma matriz com a propriedade de detectar se um vetor
w de An é uma palavra do código:

H w T = 0 2 An � k , w 2 C � An

Exercício 1.9. Mostre que as linhas deH são vetores do subespaçoC? , ortogonal
ao código, e que o posto deH é n � k (use o teorema do núcleo e da imagem).
Conclua que as linhas deH geram C? .

Veri�que que, se G é uma matriz geradora na forma padrão paraC, G =�
I k � k

B (n � k ) � k

�
; então uma matriz de paridade paraC é

H (n � k ) � n =
�

� B I ( n � k ) � ( n � k )

�
:

Note que se o código for binário,A = Z2 e teremosB = � B que podemos
substituir na expressão acima. Quais as matrizes de paridade para os códigos de
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tripla repetição e de veri�cação de paridade dos exemplos 1.1 e 1.3 da seção 1? E
do exemplo 1.2? E dos códigos que construiu?

Dado w 2 An , a imagem deste elemento pela matriz de paridade,H w T 2 An � k ,
é chamadasíndrome de w: Os elementos do código linearC são então os que tem
por síndrome o vetor nulo.

Um fato importante sobre os códigos lineares é que existem formas não diretas
de se calcular a distância mínima para estes códigos. Estas decorrem do fato de que
códigos lineares são geometricamente uniformes.

Se um códigoC contido em An , com jAj = q, é geometricamente uniforme,

para encontrarmos a distância mínima, não precisamos calcular todas as
�

qn

2

�
=

qn (qn � 1)
2

distâncias entre dois pontos. Podemos �xar uma palavra qualquer e

calcular asqn � 1 distâncias entre esta palavra e uma outra:

Lema 1.1. Seja C um código geometricamente uniforme contido emAn . Escolhida
uma palavra a do código, a distância mínimad de C é dada por

d = min
v 6= a

d(a; v )

Demonstração: Como C tem um número �nito de pontos, sua distância mínima
ocorre para um par de palavrasx e y , isto é,

d = d(x; y ):

Sejaa o ponto escolhido. ComoC é geometricamente uniforme, existe uma isometria
' em An que preservaC e levax em a. Logo,

d = d(x; y ) = d(' x ; ' y ) = d(a; ' y ):

Para códigos lineares o ponto escolhido costuma ser o0 de An e de�nimos a
distância de Hamming de uma palavrax do código a0 como opesode x:

w(x) = d(x; 0):

Temos então:

Proposição 1.2. A distância (de Hamming) mínima de um código linear binário
C é o menor peso de um elemento não nulo deste código.

Demonstração: Códigos lineares são geometricamente uniformes. De fato:as
translações emAn , ' (x) = x + b são isometrias para a distância de Hamming,
isto é,

d(u; v ) = d(u + b; v + b) para quaisqueru e v em An ,

pois o número de coordenadas distintas é preservado pela soma. Além disso, para
b 2 C, ' preservaC e dadas duas palavrasx e y no código, tomandob = y � x, a
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translação levax em y. Portanto, pelo Lema anterior, escolhendo o pontou = 0,
concluímos que a distância mínima é sempre igual ao menor peso para uma palavra-
código.

Um (n; k) código linear com distância de Hamming mínimad é dito ter parâme-
tros (n; k; d).

Proposição 1.3. Um código linear C tem distância de Hamming mínima d se e
somente se o número mínimo de vetores-coluna da matriz de paridade linearmente
dependentes éd.

Demonstração: SejaH matriz de paridade paraC. Então, para w = ( w1;w2; :::; wn ),
w 2 C () H w T = 0 mas isto signi�ca que sew 6= 0; as coordenadas dew com-

põem uma combinação linear nula de vetores coluna deH :
mP

i =1
wi H i = 0 : Recip-

rocamente, a toda combinação linear não nula das colunas da matriz de paridade
corresponde uma palavra do código cujo peso é o numero de elementos não nulos
desta combinação linear. Portanto, o peso mínimo de uma palavra do código é ex-
atamente o número mínimo de vetores que podem ser combinadospara dar o vetor
nulo. Usando a proposição anterior, concluímos a demonstração.

Exercício 1.10. Considere o código linear binário dado pela matriz geradora abaixo:

G =
�

I 8� 8

B4� 8

�
; onde B4� 8 =

2

6
6
4

1 0 1 0 1 0 1 1
1 1 0 0 1 1 0 1
1 1 1 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 1 1 1

3

7
7
5 :

Veri�que que este código tem 256 palavras e distância mínima 3.

Observe que, como a matriz de paridade tem poston � k, o menor número de
vetores-coluna linearmente dependentes é pelo menosn � k + 1 e portanto temos
uma limitação para a distância mínima, dada pela última proposição:

Corolário 1.1. Cota de Singleton Seja C um (n; k)-código de bloco linear binário
com distância de Hamming mínimad. Então temos a limitação:

d � n � k + 1

Códigos lineares satisfazendo a igualdade são chamados de separação máxima,
MDS ( Maximum distance separable).

Outra consequência da última proposicão para códigos binários é:

Corolário 1.2. Códigos binários corrigem pelo menos um erro se, e só se, todos
os vetores da matriz de paridade são distintos. (Veri�que!)
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1.3.1 Códigos de Hamming

Os códigos de Hamming tem a propriedade requerida no último corolário além de
outras. Tais códigos foram introduzidos em 1950 por R.W. Hamming ([17]) e tem
sido muito utilizados desde então.

Um código de HammingH m � Z2m � 1
2 é um (2m � 1; 2m � m � 1)-código linear

binário que tem matriz de paridade Hm , cujas colunas são todos os elementos não
nulos deZm

2 :
Por exemplo, uma matriz de paridade na forma sistemática para um H 3 é

H3 =

2

4
0 1 1 1 1 0 0
1 0 1 1 0 1 0
1 1 0 1 0 0 1

3

5

Sua matriz geradora correspondente será então:

G3 =

2

6
6
6
6
6
6
6
6
4

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 1 1 1
1 0 1 1
1 1 0 1

3

7
7
7
7
7
7
7
7
5

Portanto a codi�cação de uma sequênciaabcdpor este código �ca sendo

abcdxyz

onde, utilizando as operações deZ2,

x = b+ c + d; y = a + c + d e z = a + b+ d:

Exercício 1.11. Se você escolher uma outra matriz de paridade para gerar umH 3

este código será equivalente ao dado aqui?

Exercício 1.12. Encontre uma matriz de paridade e matriz geradora correpondente
para o (15; 11)-código de HammingH 4.

Utilizando os resultados anteriores você poderá deduzir que:
i) A distância de Hamming mínima de um códigoH m é 3 e portanto ele detecta

até dois erros e corrige até um.
ii)Este é um código perfeito, isto é, todo elemento deZ2m � 1

2 está a uma distância
de no máximo um de uma palavra do código:

[

a2H m

B (a; 1) = Z2m � 1
2 :

Note que a condição dada em ii) retrata uma distribuição muitouniforme do
código no espaço de dimensão maior. No exemplo doH 3 teremos as24 = 16
palavras do código muito bem distribuidas nos27 = 128 elementos deZ7

2 de forma
que nenhum destes dista mais que um de alguma destas palavras.
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1.3.2 Decodi�cação de um código de Hamming

Exercício 1.13. A) Discuta e justi�que cuidadosamente o seguinte algoritmo para
decodi�car um elemento do código de HammingH 3 dado acima pelo critério da
verossimilhança (supondo que a palavra correta do código quecorresponde a sequên-
cia recebida é a mais próxima a este):

- Tome a sequência recebida na forma de umr vetor- coluna 7 � 1

- Encontre o vetor-coluna H3r . (Note que H3r será o vetor nulo ou uma coluna
de H3. Por quê?)

- Se a síndromeH3r for o vetor nulo de ordem 3 � 1; então r 2 H 3; caso
contrário tome w como a palavra código que troca oj -ésimo bit der , se H3r for a
j -ésima coluna deH3:

- Finalmente dada a palavra r ou a palavra w, conforme H3r = 0 ou não,
considere apenas os quatro primeiros dígitos.

B) Ilustre este procedimento escolhendo 3 seqüências de 7 bitspara decodi�car.

C) O procedimento acima é válido para códigos de Hamming de qualquer ordem?

D) Ao tentar adaptar este procedimento para códigos que corrijam um erro mas
não sejam perfeitos, pode ser que na terceira etapaH3r não seja nem o vetor nulo
nem um vetor-coluna deH3. O que estará ocorrendo então?

Há muitos outros códigos lineares conhecidos e de grande utilização, como os
códigos de Golay, Reed-Solomon e de Reed- Muller. (Consultepor exemplo [18]).

O código de Golay G24 pode ser construído a partir de "combinações "de
códigos de Hamming ([28]). Este código e seu associado oG23 tem excelentes
propriedades ([24] e [36]) e são essencialmente os únicos que tem os parâmetros
(n; k; d) = (24 ; 12; 8) e (n; k; d) = (23 ; 12; 7) respectivamente. Uma matriz geradora
para o códigoG24 é:
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G =

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1
0 1 0 0 0 0 0 0 1 1 1 0
0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 1 1
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1
1 0 1 1 0 0 0 0 0 0 1 0
1 1 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 1 1 1 0 0 0 0 1 0 0 0
1 1 0 1 0 0 0 0 1 1 0 1
0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 1 1
0 0 0 0 0 1 0 0 1 1 1 0
0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 1 1
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1
0 0 0 0 1 0 1 1 0 0 1 0
0 0 0 0 1 1 1 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0
0 0 0 0 1 1 0 1 1 1 0 1
1 0 0 0 1 0 0 0 0 1 1 1
0 1 0 0 0 1 0 0 1 1 1 0
0 0 1 0 0 0 1 0 1 0 1 1
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1
1 0 1 1 1 0 1 1 0 0 1 0
1 1 1 0 1 1 1 0 0 1 0 0
0 1 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
1 1 0 1 1 1 0 1 1 1 0 1

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

Todas as palavras do códigoG24 têm peso par ( Por quê?), o que signi�ca que
G24, que é um subespaço de dimensão12 em Z24

2 , na verdade está contido num
subespaço de dimensão 23 e podemos eliminar um bit gerando oG23. O Golay G24

tem distância mínima 8. Como você veri�caria isto usando o computador? O G23

tem distância mínima 7 e é um código perfeito que corrige 3 erros.

1.4 Códigos q-ários: A Distância de Lee

Chamamos códigosq-arios os que têm por alfabeto o anelZq dos inteiros móduloq:
Como comentamos, em função da tecnologia computacional disponível atualmente
os códigos em uso são essencialmente os binários. Mas outroscódigos são também
usados em etapas intermediárias e posteriormente convertidos em binários. Este é
o caso dos códigos de bloco q-ários que introduzimos a seguircom alguns exemplos
e a noção de distância de Lee, adaptada a estes códigos.

O anel Zq = f 0; 1; : : : ; q � 1g, onde a classea é formada pelos inteiros cuja
divisão por q tem resto a. Uma boa referência para o estudo deste conceito e suas
propriedades é [18].

As operações de soma e mutiplicação nestas classes são as induzidas das o-
perações nos inteiros, sempre �cando com o "resto "da divisão por q: a + b =
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(a + b) mod q e a:b = (a:b) mod q (ver apêndice).

Já vimos as operações paraZ2 = f 0; 1g; qúando trabalhamos com os códigos
binários. Para Z3 = f 0; 1; 2g; Z4 = f 0; 1; 2; 3g e Z5 = f 0; 1; 2; 3; 4g; as tabelas de
adição e multiplicação são colocadas a seguir:

2

6
6
4

+ 0 1 2
0 0 1 2
1 1 2 0
2 2 0 1

3

7
7
5

2

6
6
4

� 0 1 2
0 0 0 0
1 0 1 2
2 0 2 1

3

7
7
5

2

6
6
6
6
4

+ 0 1 2 3
0 0 1 2 3
1 1 2 3 0
2 2 3 0 1
3 3 0 1 2

3

7
7
7
7
5

2

6
6
6
6
4

� 0 1 2 3
0 0 0 0 0
1 0 1 2 3
2 0 2 1 0
3 0 3 2 1

3

7
7
7
7
5

2

6
6
6
6
6
6
4

+ 0 1 2 3 4
0 0 1 2 3 4
1 1 2 3 4 0
2 2 3 4 0 1
3 3 4 0 1 2
4 4 0 1 2 3

3

7
7
7
7
7
7
5

2

6
6
6
6
6
6
4

� 0 1 2 3 4
0 0 0 0 0 0
1 0 1 2 3 4
2 0 2 4 1 3
3 0 3 1 4 2
4 0 4 3 2 1

3

7
7
7
7
7
7
5

Zq com estas operações será um corpo se, e somente se,q for um número primo
(Apêndice e [18]). Neste caso, teremos a de�nição de códigos lineares, com as
propriedades já estudadas anteriormente.

Uma outra noção de distância pode ser de�nida emZq e Zn
q , que é conhecida

como distância ou métrica de Lee( [10] e [25]).

Dados a e b em Zq de�nimos:

dLee (a; b) = min fj a � bj ; q � j a � bjg

Assim, por exemplo, emZ13, dLee (1; 4) = 3 e dLee (1; 12) = 2. Se colocarmos as
classes deZq como os vértices de um polígono regular deq lados, a distância de Lee
entre duas classes será o menor número de arestas que conectam estes vértices. A
�gura 1.3 ilustra Z13.
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Figura 1.3: Uma representação geométrica deZ13 com a distância de Lee.

A distância de Lee emZn
q é de�nida como a soma das distâncias nas coordenadas:

dLee ((a1; a2; :::; an ); (b1; b2; :::; bn )) =
nX

i =1

dLee (ai ; bi )

Podemos de�nir os conceitos de esfera e bola como �zemos com adistância de
Hamming. Para n = 2 ; os pontos deZ2

q são correspondentes aos vértices de uma
malha quadriculada desenhada num quadrado de ladoq: Os bordos deste quadrado
devem ser identi�cados e portanto esta malha irá estar sobreum toro. A distância
de Lee entre dois vértives é a distância do grafo, ou seja, o número mínimo de
arestas nesta malha para ir de um vértice a outro.

A �gura 1.4 representa Z2
5: Observe na �gura quedLee ((2; overline3); (4; 4)) = 3 .

Veri�que que dado o elemento (2; 3) (e na verdade qualquer outro), existem na
distância de Lee: 1 ponto a distância 0, 4 a distância 1,8 a distância 2, 8 a distância
3 e 4 a distância 4.

0

1

2

3

4

Se neste mesmo conjuntoZ2
5 você considerar a distância de Hamming, quais

são as possibilidades para as distâncias?
Considere agora o código linearC dado por:
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C = f j (2; 1); j = 0 ; 1; 2; 3; 4g

Veri�que que a distância de Lee mínima é 3 e ele é um código 1-perfeito com
esta distância.

Este é um exemplo de um resultado mais geral ([10]):

C = f j (m + 1 ; m); j = 0 ; 1; 2; :::; m � 1g

é um código com distância de Lee mínima2m + 1 e é m-perfeito emZ2
(m +1) 2 + m 2

segundo esta distância. Veri�que este fato no exemplom = 3 .

1.5 Probabilidade de Erro em Canais Binários Simétri-
cos

Uma questão natural a respeito de códigos é o que ganhamos em troca da perda de
informação que ocorre (a taxa de informação é sempre menor que um)?

0�
bit transmitido //�

1� p //

p

��>>
>>

>>
>>

>>
>>

>>
>>

� bit recebido //� 0??�������

1 � //�
1� p //

p
�������

� //� 1

Figura 1.4:

Vamos assumir que a transmissão seja através de um canal binário simétrico
BSC ( de binary symmetric channel). Um modelo simples de um canal assim é
esquematizado na �gura 1.4. A probabilidade de se inverter um bit, seja este 0
ou 1, é assumida como sendop, 0 < p < 1

2 , e é independente do que ocorre com
qualquer outro bit. Notamos que este tipo de modelo nem sempreé realista, mas
representa bem, por exemplo, uma rápida transferêcia de dados num computador.

No exemplo do(7; 4)� código de Hamming,H 3, temos uma taxa de informação
de 4

7 u 0; 57. O que ganhamos com esta perda de 43% ? Qual a probabilidade não
termos erro ?

Se simplesmente transmitirmos 4 bits sem redundância a probabilidade de acerto
será de(1 � p)4. Usando o código de HammingH 3 com a decodi�cação de máxima
verossimilhança, a probabilidade de não termos erros será:
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pH = probabilidade de termos 7 bits corretos e 0 incorretos +

probabilidade de termos 6 bits corretos e um incorreto

= (1 � p)7 +
�

7
6

�
(1 � p)p

= (1 � p)4(6p3 � 11p2 + 4p + 1)

Então o polinômio f (p) = 6 p3 � 11p2 + 4p+ 1 é quem dá uma medida do ganho
na probabilidade de não haver erro. Note quef (0) = f ( 1

2 ) = 1 e, neste caso,o valor
máximo de f no intervalo será emp = 2

9 ( Veri�que!), onde f (p) � 1:41. e portanto
teríamos um ganho máximo de 41% caso p tivesse este valor. Naturalmente para
valores pequenos dep o ganho seria bem menor (Ex. parap = 0 ; 01, ganho de 4%).

Exercício 1.14. Considere um código de tripla repetição para codi�car mensagens
iniciais de 4 bits. Compare este código com oH 3 analisando: distância mínima,
detecção e correção de erros, taxa de informação e probabilidade de transmissão
correta.

1.6 Leituras de Aprofundamento e Extensão

Uma ótima referência em português é [18]. Este é um texto que introduz a teoria de
códigos aprofundando nos conceitos algébricos, numa abordagem que complementa
o texto aqui apresentado. Outras excelentes referências para consulta e aprofunda-
mento dos temas aqui abordados são [24], [28], [23] e [33] que, como [18], serviram
de base para a edição deste capítulo. Para suporte e revisão de Álgebra Linear,
consulte [8] e [14].

1.7 Exercícios Complementares

Exercício 1.15. 1. Discuta a a�rmação de que o código ISBN detecta um erro.

2. Os dígitos de controle,n10n11, ao �nal do seu CPF são assim estabelecidos:

CPF: n1n2n3:::n9= n10n11

n10 = ((
9X

i =1

i:n i ) mod 11) mod 10

n11= ((
10X

i =2

(i � 1):ni ) mod 11) mod 10

a) Teste a expressão acima no seu CPF e de algum amigo



Exercícios Complementares 27

b) Este código corrige erro?

c) Detecta algum erro?

3. Suponha que o robo do exemplo 3 possa mover-se nas oito direções cardeais e
também levantar o braço esquerdo e direito separadamente. Proponha códigos
fonte e canal e discuta. Acrescente movimento de cabeça.

4. Estenda o problema anterior para um "tabuleiro 3D ".

5. Estenda a de�nição de do código de veri�cação de paridade(8; 7) para (n+1 ; n)

6. Pense em aperfeiçoar o código de tripla checagem de paridade de forma que
a cada quatro dígitos ele acrescente 3 de veri�cação e continue corrigindo um
erro.

7. Mostre que não é possível a um código binário que a 5 dígitosacrescente mais
três corrigir um erro.

8. Mostre que, sejAj = q, dado a 2 An e r 2 N; 0 < r � n, os números de
elementos da esfera e da bola segundo a distância de Hamming são respecti-
vamente:

jS(a; r )j =
�

n
r

�
(q � 1)r e jD (a; r )j =

rX

i =0

�
n
i

�
(q � 1)i

9. Encontre uma matriz geradora para o código que é ortogonal aodo 1.15.3.

10. Um código de n repetições é uma extensão do que foi abordadono 1.15.1. a)
De�na-o formalmente, mostre que ele é um código linear exibindo uma matriz
geradora. b) Encontre uma matriz de paridade, a distância mínima, o número
de erros que pode corrigir e taxa de informação deste código. c) Estes códigos
são perfeitos ?

11. Para cadan construa um código linear binário de posto máximo com distância
mínima 2.
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Capítulo 2

Reticulados

2.1 Introdução

O problema de encontrar o melhor código possível emZn
2 corresponde, emRn , ao

problema do empacotamento esférico. Ou seja, queremos distribuir esferas de raio
r em Rn , de modo que
(i) duas esferas quaisquer deste arranjo apenas se toquem emum ponto da �casca�,
ou não possuam intersecção nenhuma;
(ii) este arranjo de esferas ocupe o �maior espaço possível�.

No ambiente deZn
2 , vimos no Capítulo 1 que o problema �ca um pouco menos

complicado quando se tem alguma estrutura algébrica no código (códigos lineares),
ou seja, nos centros das esferas. O mesmo vale para o empacotamento de esferas
em Rn e, neste caso, a estrutura algébrica é a dereticulado.

Um subconjunto � deRn é um reticulado se existe uma base� = f u1; u2; : : : ; un g
de Rn tal que

x 2 � se, e somente se,x = a1u1 + : : : + an un com ai 2 Z para todo i:

� é chamada de base do reticulado� . A �gura 2.1 ilustra dois reticulados em R2:
o reticulado Z2, dos pontos de coordenadas inteiras no plano, que tem por base
� = f (1; 0); (0; 1)g, e o reticulado gerado pela base� = f (2; 1); (� 1; 3)g.

A base de um reticulado não é única: por exemplo,� 0 = f (1; 3); (0; 1)g também
é base deZ2, pois o reticulado gerado por� 0 está contido emZ2 e, por outro lado,

(m; n) = m(1; 3) + ( n � 3m)(0; 1):

Pode-se mostrar que dado um reticulado� gerado por uma base� , uma base� de
R2 também é base deste reticulado se, e somente se,� está contida em� e a matriz
de mudança de baseM tem entradas inteiras e determinante� 1 [36].

Vimos também, no capítulo anterior, que um código geometricamente uniforme
possui várias propriedades interessantes e que, neste caso, há mais ferramentas
para o estudo da geometria do código. Isso dá mais uma boa razão para estudar o

29
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Figura 2.1: Dois reticulados no plano.

problema de empacotamento via reticulados, pois todo reticulado é geometricamente
uniforme.

Exercício 2.1. Mostre que as translações são isometrias deRn com a distân-
cia usual; mostre também que se� é um reticulado e u 2 � , então a translação
x 7! x + u é uma isometria que leva� em � . Finalmente, mostre que� é geomet-
ricamente uniforme.

No que se segue, estudaremos ferramentas e conceitos básicosda teoria de reticu-
lados emRn , tendo a densidade como conceito central. Mostraremos também uma
técnica de construção de reticulados, a partir de códigos binários, e uma aplicação
da teoria de reticulados ao estudo de grafos.

2.2 Reticulados no Plano

Como primeiro exemplo de empacotamento determinado por um reticulado, consi-
deremos o reticuladoZ2. Um empacotamento esférico (por discos, neste caso) é feito
colocando-se um discoD, de raio 1=2, centrado em cada pontov do reticulado.

Observe que, se tomarmos discos de raio maior do que1=2, haverá sobreposição;
portanto, 1=2 é o maior raio possível para um empacotamento de discos com centros
nos pontos deZ2. Este maior raio possível é chamado deraio de empacotamento�
do reticulado. Pode-se mostrar que� é a metade da distância mínima entre pontos
do reticulado.

Para medir a proporção da área do plano que foi ocupada pelo empacotamento,
recorremos a um arranjo �complementar�, dado pelasregiões de Voronoidos pontos
do reticulado. A região de Voronoi de um pontov de Z2 é o conjunto R(v ) dos
pontos deR2 que estão mais próximos dev do que de qualquer outro ponto deZ2

que, neste caso, é um quadrado unitário centrado no pontov .
Para um reticulado mais geral do plano, uma região de Voronoié determinada

do seguinte modo: dados dois pontosu e v , o conjunto dos pontos que estão mais
próximos de v do que deu corresponde ao semiplano determinado pelo bissetor
perpendicular (mediatriz) do segmento[u; v ], que contém o pontov . Tomando-se a
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intersecção de todos estes semiplanos (na verdade, apenas dos semiplanos relativos
a pontos próximos dev), obtemos a regiãoR(v ). A �gura 2.2 ilustra as regiões de
Voronoi de Z2 e do reticulado � gerado por(2; 1) e (� 1; 3).

Figura 2.2: Regiões de Voronoi deZ2 e do reticulado � gerado por(2; 1) e (� 1; 3)

Tendo construído uma destas regiões, todas as outras são obtidas por translações:
se começarmos deR(0), por exemplo, teremos

R(v) = R(0) + v = f v + x 2 R2; x 2 R(0)g:

Como cada translação é uma isometria, todas estas regiões possuem as mesmas
propriedades geométricas. Logo, basta estudar a regiãoR(0).

O importante é que estas regiões constituem um ladrilhamento perfeito no plano:
as regiõesR(v ) cobrem o plano inteiro e se sobrepõem apenas ao longo de pontos
da fronteira (vértices ou arestas). Assim, a densidade do reticulado ou, mais clara-
mente, a densidade do empacotamento de discos determinado pelo reticulado, é
de�nida como a razão � entre a área do disco de empacotamentoD e a área da
região de Voronoi, e fornece uma medida de quanto do plano foipreenchido pelos
discos. Temos, então,

� =
área(D)

área(R(0))
;

onde D é o disco de raio� , com � o raio de empacotamento, eR(0) é a região de
Voronoi de 0.

Exercício 2.2. Mostre que, paraZ2, temos � = �= 4 �= 0; 7804.

Voltemos ao reticulado � gerado pela base� = f v1; v2g, onde v1 = (2 ; 1) e
v2 = ( � 1; 3). Qual é o raio de empacotamento?

Se u = x(2; 1) + y(� 1; 3), então jjujj2 = 5x2 + 2xy + 10y2: Daí, se xy = 0 , o
menor valor que jjujj2 assume é5, e isto ocorre nos vetores� (2; 1). Se xy < 0,
então

5x2 + 2xy + 10y2 � 5x2 + 2xy + 5y2 � 4x2 + 4y2 + ( x + y)2 � 8;
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poisx; y 2 Z exy 6= 0 ; e é lógico que sexy > 0, então jjujj2 > 5. Portanto, os vetores
de menor norma são os dois vetores(2; 1) e (� 2; � 1); logo, o raio de empacotamento
é � =

p
5=2. Para calcular a densidade de empacotamento, temos que determinar

a área de uma região de Voronoi deste reticulado que, neste caso, é um polígono
de seis lados. Lógico que podemos calculá-la diretamente (edeixaremos isso como
exercício para o leitor), mas existe uma maneira mais simples de fazê-lo.

Observamos inicialmente que não apenas a região de Voronoi ladrilha o plano
pelas translações por vetores de� , mas que também podemos tomar como ladrilhos,
relativos a estas mesmas translações, o paralelogramoP apoiado na base do reticu-
lado, isto é,

P = f av1 + bv2j0 � a � 1; 0 � b � 1g:

Na Figura 2.3 vemos o paralelogramoP gerado pela basef (2; 1); (� 1; 3)g.

Figura 2.3: Paralelogramo gerado pela basef (2; 1); (� 1; 3)g

Como veremos na próxima seção, ladrilhos que tesselam pelasmesmas translações
possuem a mesma área, e calcular a área de um paralelogramo com suporte em
v1 = ( v11; v21) e v2 = ( v12; v22) é muito simples:

área(P) = det

�
�
�
�

�
v11 v12

v21 v22

� �
�
�
� :

Finalmente, podemos calcular a densidade de� : a área do paralelogramo é7 e
a densidade é

� =
5�
28

�= 0; 561:

Exercício 2.3. Construa a região de Voronoi da origem do reticulado� gerado
por � = f (2; 1); (� 1; 3)g e veri�que que sua área é igual à área do paralelogramo
apoiado em� .
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2.3 Regiões Fundamentais e Densidade

A de�nição de região de Voronoi para dimensãon é a mesma de dimensão2: sev
é um ponto de� , a região de Voronoi dev é o conjunto

R(v ) = f x 2 Rn ; jj v � x jj � jj v � ujj ; para todo u 2 � g:

Uma primeira propriedade destas regiões é

Proposição 2.1. Para todo v 2 � ,

R(v ) = v + R(0) = f v + x 2 Rn ; x 2 R(0)g:

Exercício 2.4. Prove o resultado acima.

Uma segunda propriedade importante é que podemos ladrilharRn com estas
regiões. Informalmente, isto signi�ca que cada ponto deRn está em um dos
transladados deR(0) e que dois destes transladados só se tocam nos bordos (ou
não têm intersecção).

Como no caso planar, vamos avaliar o quão denso é um reticulado, comparando
o volume de uma região de VoronoiR(v ) com o volume da maior bolaB r (v ) que ela
contém. Para isso, sejar = � , o raio de empacotamentode � , isto é, o maior número
positivo tal que B r (0) � R(0) (pode-se veri�car, como antes, que� é metade da

norma mínima de � , isto é, � =
1
2

minfjj x jj ; x 2 � g). De�nimos a densidade de�
por

� =
vol(B � (0))
vol(R(0))

:

Veri�que, por exemplo, que a densidade do reticuladoZ3 dos pontos de coorde-
nadas inteiras no espaço é� =

�
6

�= 0; 5236.

É claro que determinar a região de Voronoi de um reticulado não é um problema
nada trivial e, na forma em que está, a de�nição de densidade éde difícil aplicabi-
lidade. Vamos mostrar agora que, tendo o raio de empacotamento � e uma base de
� , podemos calcular a densidade do reticulado sem problemas (na prática, o cálculo
de � também pode trazer di�culdades, mas isso já é outra história).

Seja� um reticulado em Rn . Uma região fundamentalF de � é um subconjunto
fechado deRn que ladrilha Rn , isto é, tomando os transladadosF + v , com v 2 � ,
conseguimos cobrir todo oRn de modo que dois ladrilhos ou não têm intersecção
ou se intersectam apenas nos bordos.

A região de Voronoi R(0) é um exemplo de região fundamental de� . Uma
segunda região fundamental bastante útil para nós é opolitopo fundamentalgerado
por uma base de� .

Dada uma base� = f u1; u2; : : : ; un g, o politopo fundamental gerado por esta
base é o sólido

P = f
nX

i =1

ai u i ; 0 � ai � 1g:
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Para n = 2 , este é o paralelogramo gerado por� . Da mesma forma que nos reti-
culados planos, o volume deste sólidon-dimensional é dado porvol(P) = j det(A)j,
onde A é a matriz cujas colunas são os vetores da base� .

Proposição 2.2. P é uma região fundamental de� .

Demonstração: De fato, P é fechado, e se

v + P = f x + v ; x 2 Pg;

então
(i) cada vetor de Rn está em um destes sólidos. De fato, sebac é a parte inteira

do número real a (ou seja, bac 2 Z e 0 � a � b ac < 1), então para cada vetor
v =

P n
i =1 ai u i de Rn , temos

nX

i =1

ai u i =
nX

i =1

bai cu i

| {z }
2 �

+
nX

i =1

(ai � b ai c)u i

| {z }
2 P

:

Portanto, Rn =
[

v 2 �

v + P:

(ii) o interior de v + P, isto é, o conjunto dos pontos dev + P que não estão na
fronteira, é o conjunto

int( v + P) = f v +
nX

i =1

ai u i ; 0 < a i < 1g;

e disso se conclui que nenhum ponto dev + P pode estar em outro transladado
u + P (use o fato de que os pontos de� são combinaçõesinteiras dos u i 's).

O fato de P ser uma região fundamental de� é crucial no estudo dos reticulados,
pois

Proposição 2.3. O volume de qualquer região fundamental de� é o mesmo.

A demonstração desta proposição envolve pré-requisitos degeometria que estão
além do escopo deste texto [5].

2.4 Matriz de Gram e o Determinante de um Reti-
culado

Seja� = f u1; u2; : : : ; un g, uma base do reticulado� , e sejax = k1u1 + : : : kn un um
elemento de� . Escrevendo os vetores na forma de colunas, com as coordenadas na
base canônica, temos

x = k1

2

6
4

u11
...

u1n

3

7
5 + : : : + kn

2

6
4

un 1
...

unn

3

7
5 =

2

6
4

u11 � � � u1n
...

...
un 1 � � � unn

3

7
5

2

6
4

k1
...

kn

3

7
5 :
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Isso nos mostra que� é a imagem deZn pela matriz M = ( uij ), ou seja, todox
de � é da forma Av T , para algum v = ( k1; : : : ; kn ) em Zn . A matriz A é chamada
de matriz geradora 1 de � . Por exemplo, para cadan, temos o reticulado

Zn = f (a1; a2; : : : ; an ); ai 2 Zg:

Sua base é a base canônica e a matriz geradora é a matriz identidade.
SeA é uma matriz geradora de� , a matriz de Gram associada éG = AT A.

Exercício 2.5. Veri�que que G é uma matriz simétrica e que suas entradas são os
produtos escalareshu i ; u j i :

Assim, G guarda informações métricas importantes sobre a base escolhida.
Claro que um reticulado tem várias bases diferentes e, infelizmente, as matrizes

de Gram podem mudar com a base. Considere, por exemplo, o reticulado � gerado
por � = f u; vg, com u = ( n; n + 1) e v = ( � n � 1; n), sendon um número inteiro
não-nulo. Os vetoresu0 = ( n; n + 1) e v 0 = ( � 1; 2n + 1) também formam uma base
� 0 de � .

Exercício 2.6. Veri�que que � 0 também é base do reticulado� . Veri�que que as
matrizes de Gram correspondentes a� e � 0 são

G =
�

2n2 + 2n + 1 0
0 2n2 + 2n + 1

�
e G0 =

�
2n2 + 2n + 1 2n2

2n2 4n2 + 4n + 2

�
:

Assim, um reticulado possui várias matrizes de Gram diferentes. No entanto, o
determinante de cada uma delas é o mesmo e só depende do reticulado.

Para veri�car isso, considere as bases� = f u1; u2; : : : ; un g e� 0 = f v1; v2; : : : ; vn g
de � e sejamA e B as matrizes geradoras associadas. Como� é base de� , podemos
escrever

v j = a1j u1 + a2j u2 + � � � + anj un , para j = 1 ; 2; : : : ; n;

onde cadaaij está emZ. A transformação linear T : Rn ! Rn , que levau j em v j ,
faz a mudança de base e tem matrizM com determinante � 1. Daí

B = MA

e det(B T B ) é igual a

det(AT M T MA ) = det( AT ) det(M T ) det(M ) det(A) = det( AT A):

Como ilustração, é fácil veri�car no exemplo anterior que ambas as matrizes de
Gram têm determinante igual a (2n2 + 2n + 1) . Por isso, de�nimos o determinante
de � , det(�) , como o determinante de uma matriz de Gram (qualquer) de� . Este
número tem uma interpretação geométrica que parece surpreendente: é o quadrado
do volume de uma região fundamental de� .

1Em boa parte dos textos sobre reticulados, escreve-se vA e não Av T . Nesta outra convenção,
são as linhas de A que geram o reticulado.
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Exercício 2.7. Mostre que o volume deP é det(�) 1=2.

Pela proposição 2.3, o volume da região de VoronoiR(0) é igual ao volume deP;
assim, o volume deR(0) é igual à raiz quadrada do determinante de� . Portanto,
expressamos a densidade de� como

� =
vol(B � (0))
det(�) 1=2

e o problema de calcular� �ca resolvido se tivermos uma base do reticulado� e
sua distância mínima (a expressão para o volume da bolan-dimensional pode ser
encontrada em [36]).

Por exemplo, para o reticulado� gerado por (a; b) e (� b; a), temos � =
�
4

�=

0; 7854(veja o exercício 2).
Uma densidade muito melhor é atingida pelo reticuladoA2 (�gura 2.4), que é

o reticulado mais denso emR2 e é gerado pela base� = f (1; 0); (1=2;
p

3=2)g. As
regiões de Voronoi deste reticulado são hexágonos e sua densidade é � = �p

12
�=

0; 9069 (veja exercício 3). este é o reticulado no plano com a melhor densidade
possível [36].

Figura 2.4: Região fundamental do reticuladoA2.

2.5 Reticulados Congruentes e Reticulados Equiva-
lentes

Quando trabalhamos com códigos binários, utilizamos o conceito de códigos equi-
valentes: dois códigos linearesC1 e C2 são equivalentes se existir uma isometria'
tal que ' (C1) = C2. Códigos equivalentes têm os mesmos parâmetrosn; k; d.

No caso dos reticulados, temos a de�nição análoga de reticulados congruentes.
Veremos que se dois reticulados são congruentes, então possuem mesmo raio de em-
pacotamento, mesma densidade e uma mesma matriz de Gram. Um conceito mais
�exível, especí�co para reticulados, é o da equivalência; se � 1 e � 2 são equivalentes,
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sua densidade é a mesma e, embora não sejam os mesmos, os raiosde empacota-
mento e as matrizes de Gram são relacionados por um simples fator escalar. Como
a congruência é um caso particular da equivalência, começaremos nosso estudo por
esta última.

Diremos que � 1 e � 2 são equivalentesse existirem uma aplicação ortogonal
U : Rn ! Rn e um número real positivo � tais que (�U )(� 1) = � 2. Note que
h�U u; �U v i = � 2 hu; v i e que, por tabela, jj �U v jj = � jjv jj . Diremos que � é a
razão de semelhançade � 1 para � 2.

Se � i e � i são o raio de empacotamento e a densidade de� i , para i = 1 ; 2,
respectivamente, temos

minfjj x jj ; x 2 � 2g = min f � jjy jj ; y 2 � 1g
= � minfjj y jj ; y 2 � 1g

e segue que o raio de empacotamento de� 2 é � 2 = �� 1. E também: seA é matriz
geradora de� 1, então �UA é matriz geradora de� 2 e

det(�UA ) = det( �I ) det(U) det(A) = � n det(A);

o que mostra quedet(� 2) = � 2n det(� 1). Portanto,

� 2 =
vol(B � 2 (0) )

det(� 2)1=2

=
� n vol(B � 1 (0) )

� n det(� 1)1=2

= � 1

:

Assim, reticulados equivalentes possuem a mesma densidade.Resumindo as
contas,

Proposição 2.4. Se � 1 é semelhante a� 2 com razão de semelhança� , então
existem matrizes de GramG1 e G2 para � 1 e � 2 tais que

1. G2 = � 2G1,

2. � 2 = �� 1,

3. � 2 = � 1.

Note que, como tanto o raio de empacotamento quanto o volume podem ser cal-
culados a partir de uma matriz de Gram do reticulado, a propriedade (1) implica nas
condições (2) e (3) (veri�que!). Outro fato importante é que, se vale a condição (1),
então os reticulados são semelhantes. Para isso, suponha que � 1 = f u1; u2; : : : ; un g
e � 2 = f v1; v2; : : : ; vn g são bases de� 1 e � 2, com matrizes de GramG1 eG2 tais que
G2 = � 2G1. Então, a aplicação linearT : Rn ! Rn , de�nida por T(u i ) = v i , é uma
semelhança de razão� . Para veri�car isso, tome u =

P n
i =1 ai u i e v =

P n
i =1 bi u i

em Rn . Temos, então,
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hTu; Tv i =
nX

i =1

nX

j =1

ai bj hTu i ; Tu j i

=
nX

i =1

nX

j =1

ai bj hv i ; v j i

=
nX

i =1

nX

j =1

ai bj � 2 hu i ; u j i (por (1))

= � 2 hu; v i :

Quando � = 1 , dizemos que os reticulados sãocongruentes . Neste caso, as
matrizes de Gram e os raios de empacotamentos são iguais.

Como no caso dos códigos, não se costuma fazer distinção entre reticulados
congruentes e vários reticulados são identi�cados na literatura pela matriz de Gram.
Um primeiro exemplo importante é o dos reticuladosDn , n � 3. Os reticuladosD3,
D4 e D5 são de�nidos pelas matrizes de Gram

2

4
2 0 � 1
0 2 � 1

� 1 � 1 2

3

5 ;

2

6
6
4

2 0 � 1 0
0 2 � 1 0

� 1 � 1 2 � 1
0 0 � 1 2

3

7
7
5 e

2

6
6
6
6
4

2 0 � 1 0 0
0 2 � 1 0 0

� 1 � 1 2 � 1 0
0 0 � 1 2 1
0 0 0 � 1 2

3

7
7
7
7
5

:

A matriz de Gram do reticulado Dn , para n � 6, tem as mesmas 4 primeiras linhas
de D5 (completadas com zeros à direita) e as linhas5; 6; 7; : : : ; n são obtidas da
quarta linha, que é o vetor (0; 0; � 1; 2; � 1; 0; : : : ; 0), por deslocamentos à direita:

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

2 0 � 1 0 : : : 0 0
0 2 � 1 0 0 0

� 1 � 1 2 � 1 0 0 : : :
0 0 � 1 2 � 1 0

0 0 0 � 1 2 � 1
...

...
. . .

0 � 1 2 � 1 0
0 : : : 0 � 1 2 � 1
0 0 0 � 1 2

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

:

A matriz de Gram também pode ser especi�cada em termos dos produtos inter-
nos dos elementos da base correspondente. Ou seja,

(i) he1; e3i = he2; e3i = � 1
(ii) he1; e2i = 0
(iii) hei ; ei +1 i = � 1 para i = 3 ; : : : ; n � 1
(iv) hei ; ej i = 0 para i; j = 3 ; : : : ; n e ji � j j � 2.
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Na seção seguinte, mostraremos como obter uma base deste reticulado. Um se-
gundo exemplo importante é o reticuladoE8, que é o reticulado de maior densidade
em R8.

O reticulado E8 é determinado pela matriz de Gram
2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

2 � 1 0 0 0 0 0 0
� 1 2 � 1 0 0 0 0 0

0 � 1 2 � 1 0 0 0 0
0 0 � 1 2 � 1 0 0 0
0 0 0 � 1 2 � 1 0 � 1
0 0 0 0 � 1 2 � 1 0
0 0 0 0 0 � 1 2 � 1
0 0 0 0 � 1 0 � 1 2

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

:

Das várias realizações deste reticulado, uma das mais simples, encontrada em
[36], é dada pela base formada pelos vetores

e1 = ( � 1; 1; 0; 0; 0; 0; 0; 0);
e2 = (0 ; � 1; 1; 0; 0; 0; 0; 0);

...
e7 = (0 ; 0; 0; 0; 0; 0; � 1; 1) e
e8 = 1

2 (1; 1; 1; 1; 1; � 1; � 1; � 1):

Pode-se veri�car que estes vetores satisfazem

(i ) hei ; ei i = 2 ;
(ii ) hei ; ei +1 i = � 1 para i = 1 ; 2; : : : ; 7;

(iii ) hei ; ej i = 0 se ji � j j � 2 e i; j 6= 5 ; 8;
(iv ) he5; e8i = � 1;

que são as relações expressas na matriz de Gram deE8.

O reticulado E8 possui det = 1 , norma mínima igual a 2, � =

p
2

2
e densidade

igual a
�

384
�= 0; 254. Ele é o único reticulado (a menos de isometrias) com esta

norma mínima e esta densidade, e ainda determina o melhor empacotamento por
esferas conhecido em dimensão 8. A seguir, mostraremos comoobter este reticulado
e o anterior a partir de códigos binários.

2.6 Reticulados e Códigos

2.6.1 Construção A

Existem várias relações entre reticulados e códigos. Nesta seção, apresentaremos
apenas uma delas, chamada �construção A�, dada em [36]. Mencionamos apenas
que, neste mesmo livro, são descritos outros métodos �clássicos� de construção de
reticulados a partir de códigos e que vários trabalhos recentes têm por base uma
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generalização do método que descreveremos a seguir. A principal aplicação deste
método, neste texto, será a construção deE8 a partir de um código binário, sendo
que a identi�cação do reticulado obtido com o reticuladoE8 será feita pela matriz
de Gram.

A aplicação
� : Zn �! Zn

2
(a1; a2; : : : ; an ) 7! (a1; a2; : : : ; an )

é sobrejetora e satisfaz a condição2

�( u + v) = �( u) + �( v ):

Isso faz com que a cada código binário linearC seja associado um reticulado, o
reticulado �( C) = � � 1(C).

Para obter o reticulado E8, teremos que fazer uma pequena perturbação na pré-
imagem: tomaremos�( C) = a� � 1(C), para uma constantea > 0, que será escol-
hida de modo conveniente. Vamos primeiro ver como determinar alguns parâmetros
de �( C) com base nos parâmetros deC.

Exercício 2.8. Mostre que o reticulado2aZn sempre está contido em�( C); conclua
que a norma mínima em�( C) é, no máximo, 2a (que é a norma dea(2; 0; : : : ; 0)).

Além disso, seu 2 C, dentre todos os vetoresv tais que �( v ) = u, o de menor
norma é exatamenteu (considerado como vetor deRn ), e neste caso,jjujj2 = ! (u);
qualquer outra pré-imagem deu tem norma maior do que2. Daí, seau tem norma
menor do que2a, então

jjaujj = ajjujj = a
p

! (u) � 2a;

o que implica em ! (u) � 4. Logo, existirão outros vetores de norma mínima em
�( C) distintos dos elementos de2aZn se, e somente se,d � 4. Concluímos o
seguinte:

Proposição 2.5. Sejam C um código linear binário com parâmetros [n; k; d] e
�( C) = a� � 1(C). Então,

1. Sed < 4, a norma mínima é a
p

d e os vetores de norma mínima de�( C) são
os vetoresav , com v 2 C de peso menor ou igual a 4, bem como os vetores
av 0, obtidos deste trocando-se alguns dos1�s por � 1�s.

2. Se d = 4 , a norma mínima é 2a e todos os vetores listados no item anterior
são de norma mínima e possuem a única entrada não-nula igual a� 2a.

3. Sed > 4, a norma mínima é 2a e os vetores de norma mínima são os vetores
cuja única entrada não-nula é� 2a.

Este resultado nos fornece o raio de empacotamento e o númerode vetores de
norma mínima. Outro resultado importante é

2 Isto é, é um homomor�smo de grupos.
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Proposição 2.6. Sejam C um código linear binário com parâmetros [n; k; d] e

�( C) =
1

p
2

� � 1(C). Então, det(�( C)) = 2 n � k .

A demonstração desta proposição utiliza alguns conceitos amais da teoria de
grupos e pode ser encontrada em [13]. Prosseguimos agora coma aplicação desta
construção aos reticuladosDn e E8.

2.6.2 Reticulados obtidos pela construção A

Um primeiro exemplo importante, e razoavelmente simples, é odo reticulado Dn .
SeCn é o código

Cn = f (x ;x2; : : : ; xn ) 2 Zn
2 ;

nX

i =1

x i = 0g;

de parâmetros[n; n � 1; 2], então o reticuladoDn é igual a �( Cn ) = � � 1(Cn ) (aqui,
tomaremos o escalara = 1 ). Mostraremos os casosn = 3 e n = 4 e deixaremos o
caso geral como exercício.

Consultando a matriz de Gram de D3, vemos que precisamos encontrar uma
base� = f e1; e2; e3g de �( C3) = � � 1(C3) que satisfaça as equações

he1; e3i = � 1; he2; e3i = � 1; he1; e2i = 0 :

Tendo isso em mente, considereu = ( x; y; z) em �( C3); comox + y + z � 0 mod 2,
temos tambémy � � x � z mod 2, ou seja,

u = ( x; � x � z; z) + (0 ; 2m; 0);

para algum m inteiro. Daí, segue queu = x(1; � 1; 0) + z(0; � 1; 1) + m(0; 2; 0) e a
terna f (1; � 1; 0); (0; � 1; 1); (0; 2; 0)g é uma base de�( C3).

Uma primeira melhoria a ser feita é tentar substituir (0; 2; 0) por um vetor de
norma quadrada 2; como

(0; 2; 0) = (1 ; � 1; 0) + ( � 1; � 1; 0)

e (� 1; � 1; 0) é um vetor de norma mínima de�( C3), podemos trocar(0; 2; 0) por
(� 1; � 1; 0) e obter a basef (1; � 1; 0); (0; � 1; 1); (� 1; � 1; 0)g.

Tomando produtos internos dois a dois, vemos que basta multiplicar (0; � 1; 1)
por � 1 e trocar a ordem dos elementos da última base para chegar a umanova
base, a saber,

� = f (1; � 1; 0); (� 1; � 1; 0); (0; 1; � 1)g;

cuja matriz de Gram coincide com a deD3.

Façamos agora o cason = 4 . Antes de mais nada, sugerimos ao leitor que
volte à matriz de Gram de D4. Nota-se que as relações entree1; e2 e e3 são as
mesmas para qualquern; assim, vamos aproveitar o trabalho feito paraD3 e tomar
e1 = (1 ; � 1; 0; 0), e2 = ( � 1; � 1; 0; 0), e3 = (0 ; 1; � 1; 0).
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O vetor e4 tem que estar no subespaço ortogonal ae1 e e2, e deve satisfazer
he3; e4i = � 1. Isso nos dá um sistema linear de três equações que tem por solução
o subespaçoS = f (0; 0; 1; z); z 2 Rg. Como e4 é um vetor de norma quadrada2
que está nesta reta ez é um número inteiro, obtemosz = � 1. Apenas para manter
uma simetria na escolha dos vetores, tomamose4 = (0 ; 0; 1; � 1) e obtemos a base

� = f (1; � 1; 0; 0); (� 1; � 1; 0; 0); (0; 1; � 1; 0); (0; 0; 1; � 1)g:

Isso mostra queD4 � �( C4); deixamos ao leitor a tarefa de veri�car queD4 =
�( C4). Continuando deste modo, pode-se provar que�( Cn ) = Dn .

Vamos agora ao reticuladoE8 . Considere a seguinte versão do código de Ham-
ming H 3 com parâmetros[7; 4; 3]: o código é o núcleo da matriz

2

4
1 0 1 1 1 0 0
1 1 1 0 0 1 0
0 1 1 1 0 0 1

3

5 :

Exercício 2.9. Encontre o núcleo dessa matriz.

Resolvendo este exercício, o leitor encontrará 7 vetores depeso 3, 7 de peso 4 e
1 de norma 7 (além do vetor nulo, lógico). Esta informação será importante no que
se segue.

Agora, vamos estenderH 3 a um código de comprimento 8. Este é um processo
geral: dado um códigoC de comprimento n, o código estendido eC consiste das
palavras da forma(x1; x2; : : : ; xn ; (x1 + : : : + xn )) , onde (x1; x2; : : : ; xn ) está emC.
Ou seja, acrescentamos a cada palavra deC uma nova coordenada que é a soma
das coordenadas originais.

Exercício 2.10. Mostre que eC possui parâmetros[n+1 ; k; d0], sendo qued0 = d+1 ,
se d for ímpar, e d0 = d, se d for par.

Aplicando isto a H 3, obtemos um códigofH 3 de parâmetros[8; 4; 4] que chamamos
de código de Hamming estendido. O leitor poderá (deverá!) veri�car que o código
fH 3 possui 14 palavras de peso 4, sendo 7 comx8 = 0 e 7 comx8 = 1 . Precisamos
selecionar a base deE8 dentre estas palavras de peso 4. Para isso, o seguinte resul-
tado é muito útil (a prova �ca como exercício): considerandovetores deZn

2 como
vetores deRn de coordenadas0 e 1,

Lema 2.1. Dadosu e v em Zn
2 , sendo! (u) o peso deu e hu; v i o produto interno

de u e v em Rn , temos

! (u + v) = ! (u) + ! (v ) � 2hu; v i :

Daí, tiramos o seguinte: como os pesos não-nulos quefH 3 atinge são 4 e 8, seu
e v têm peso4 e u 6= v , então ! (u + v) = 8 � 2hu; v i . Temos, então,! (u + v) = 8 ,
e portanto hu; v i = 0 , ou ! (u + v) = 4 , e hu; v i = 2 . Restringindo-nos ao conjunto
dos vetores com última coordenada não-nula, obtemos semprehu; v i = 2 .
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Vamos considerar primeiro os 7 vetoresu1; u2 : : : ; u7, cuja última coordenada
é 1, e vamos construir uma base deE8, a partir destes vetores. Nesta construção,

faremosa = 1=
p

2. Tome f i =
1

p
2

u i ; pelo exposto acima,

hf i ; f j i = 1 , se i 6= j , e
hf i ; f i i = 2 , para cadai .

Está bem perto, mas ainda não é o que precisamos. Agora, tomamos os seguintes
vetores:

e1 = f1;
e2 = f2 � f1;

...
e7 = f7 � f6:

Das relações anteriores entre osf 0
i s, tiramos que

hei ; ei +1 i = � 1; para i = 1 ; : : : ; 6;
hei ; ei � 1i = � 1; para i = 2 ; : : : ; 7;
hei ; ej i = 0 ; se ji � j j � 2;

e todos os produtos internos de pares de vetores emf e1; e2; : : : ; e7g �batem"com o
especi�cado paraE8. Conferindo a matriz de Gram deE8, vemos que falta apenas
mais um vetor e8 tal que he8; e8i = 2 , he8; e5i = � 1 e he8; ei i = 0 , para i 6= 5 ; 8.
Resolvendo este sistema de equações, obtemos o vetor

e8 =
1

p
2

(� 1; � 1; 0; 0; 1; 0; � 1; 0):

Como este vetor está em�( fH 3) (veri�que), concluimos que E8 = �( fH 3).
Vários outros reticulados importantes podem ser construídos desta forma, como

pode ser visto em [36]. Recentemente, vários exemplos foramfeitos usando-se ge-
neralizações deste método para códigos sobre outros alfabetos.

2.7 Reticulados e Grafos

Um grafo � consiste de um conjunto de vérticesV e um conjunto de arestasA
conectando (alguns destes) vértices. Representa-se o grafo geometricamente por
pontos (os vértices) ligados por curvas (as arestas) - veja a�gura 2.5.

Nesta seção, estamos interessados em uma classe especial de grafos, osgrafos
circulantes . Estes grafos são aplicados no desenho de redes de computadores - os
vértices correspondem às máquinas e as arestas representamconexões entre estas
máquinas. Também são estudados do ponto de vista teórico, pois, embora sejam
exemplos relativamente simples, possuem várias propriedades interessantes. Para
apresentá-los, precisamos antes do conjunto dos �inteirosmódulo M �.
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O conjunto ZM dos inteiros módulo M , introduzido no capítulo 1, pode ser
identi�cado com o conjunto dos números (na verdade classes)f 0; 1; 2; : : : ; m � 1g,
com as seguintes operações:

a + M b = resto dea + b na divisão por M ,

a � M b = resto dea � b na divisão por M .

Exercício 2.11. Mostre que

1. a + M b = b+ M a,

2. (a + M b) + M c = a + M (b+ M c),

3. (M � a) + M a = 0 ,

4. 0 + M a = a.

Estas propriedades mostram queZM , com a soma móduloM , é um grupo
abeliano �nito (ver o Apêndice). Como todos os elementos deZm são múltiplos de
um deles (o elemento1), Zm é um grupo cíclico .

Para simpli�car a notação, daqui em diante usaremos o mesmo sinal de adição
para a soma módulom e a soma emR2. O produto será usado apenas para abreviar
somas, como em4 � a = a + a + a + a.

Exercício 2.12. Prove que toda sequência da formaf a;2a;3a; : : :g, com a 2 ZM ,
é cíclica, isto é, mostre que existe umq que satisfaz (i) qa = 0 em ZM , (ii) se
0 < q 0 < q, então q0a 6= 0 em ZM ). O inteiro q é chamado ordem dea e ZM .

Exercício 2.13. Veri�que que 3 também é gerador deZ8, e que 2 não é (veja
Apêndice).

Agora, podemos apresentar os grafos circulantes de�nidos sobre ZM . O grafo
circulante CM (a1; a2; : : : ; ak ) é o grafo cujos vértices são os elementos deZM , onde
a e b são conectados se, e somente se,b = a � ai , para algum i . A �gura 2.5 mostra
o grafo circulante C13(1; 5).

Neste exemplo, vê-se claramente que a bijeção� (a) = a + 1 preserva todas as
arestas, ou seja, sea e b estão conectados, então� (a) e � (b) também estão (ver
também exercício 7). O mesmo vale para� k (a) = a + k. Assim, para construir o
grafo, basta ligar os� ai 's ao 0 e rodar a �gura obtida pelos vértices.

Vamos mostrar agora como obter este grafo a partir de um grafosobreZ2. Este
método tem várias aplicações no estudo de grafos circulantes e códigos em grafos
[10, 11, 19].

Dados um reticulado � em R2 e uma base� = f e1; e2g deste reticulado, de�ni-
mos um grafo� sobre � pela seguinte regra:

u e v estão conectados se, e somente se,v � u = � e1 ou � e2.
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Figura 2.5: O grafo circulante C13(1; 5).

Aplicando isso ao reticuladoZ2 e à base canônica, obtemos uma malha quadrada
(in�nita); note que as arestas do grafo são as arestas das translações do politopo
fundamental. Para tirar um grafo �nito daí, basta tomar um co njunto �nito de
pontos deZ2 e as arestas correspondentes, mas podemos fazer algo ainda melhor.

Considere um subreticulado� 0 de Z2 e a relação de equivalência que este de�ne
no plano:

u � v se, e somente se,u � v pertence a� 0.

Dito de outro modo, se pudermos obterv somando au um elementow de � 0, então
u e v são equivalentes e diremos que são equivalentes módulo� 0. Fixando uma
base� 0 para � 0, temos o seguinte: todo ponto deR2 é equivalente a um ponto que
está no politopo gerado por� 0. Agora, construímos um grafo�nito � � 0 do modo
de�nido abaixo.

Os vérticesde � � 0 são de�nidos por um conjunto V = f u1; u2; : : : ; uM g completo
de representantes módulo� 0, isto é,
(i) não há nenhum par de pontos equivalentes emV;
(ii) todo ponto de Z2 é equivalente a um elemento deV .

Um modo simples de encontrar um conjunto destes é tomar os pontos de Z2

que estão em um politopo fundamentalP de � 0 e depois descartar, se necessário,
alguns pontos �repetidos� módulo� 0, porque pode haver pontos equivalentes sobre
as arestas deP.

As arestasde � � 0 são determinadas pela seguinte regra: dois pontosu e v de V
são conectados se, e somente se, existiremu0 e v 0 de V tais que u � u0, v � v 0 e u0

e v 0 estão conectados no grafo deZ2.
No conjunto V podemos de�nir a seguinte operação de soma módulo� : dados

u i ; u j 2 V ,

u i + u j = uk ,

onde uk é o único elemento deV que é equivalente au i + u j . Pode-se mostrar que
esta operação satisfaz as mesmas propriedades que a soma módulo M e que isso faz
com queV seja um grupo abeliano também. Nosso interesse é descobrir setambém
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V é cíclico. Para isso, deve existir um elementou i 0 tal que, tomando a sequência
f u i 0 ; 2u i 0 ; 3u i 0 ; : : :g, conseguimos todos os elementos deV (claro que aqui estamos
identi�cando nu i com seu correspondente emV). Neste caso, pode-se mostrar que,
trocando o vérticeu j de � � 0 por k, quandou j � ku i 0 , obtemos um grafo circulante.

Um resultado que garante queV seja cíclico é o que segue.

Proposição 2.7. Seja � 0 o reticulado gerado por � 0 = f e1; e2g, com e1 = ( a; b)
e e2 = ( c; d) de Z2, e seja u = ( m; n) um ponto do paralelogramo gerado por� 0.
Sejam A a matriz geradora de� 0 com colunase1 e e2 e sejamM i os determinantes
das matrizes obtida deA, substituindo ei por u. Então,

1. O grafo � � 0 possui M = j det(A)j vértices;

2. V = f kvgM � 1
i =0 é um conjunto completo de representantes módulo� 0 se, e

somente se,mdc(A1; A2) = 1 .

Para obter o grafo C13(1; 5) deste modo, tomemos o reticulado� 0 gerado por
� 0 = f (2; 3); (� 3; 2)g. O conjunto V consiste da origem e dos pontos no interior do
politopo gerado por � 0 (Figura 2.6).

0
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2
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7
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9
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Figura 2.6: Paralelogramo gerado por� 0 = f (2; 3); (� 3; 2)g e um conjunto completo
de representantes módulo� 0.

Agora, faça o seguinte: tomeu = (0 ; 1) e a seqüênciaf kug12
k=0 ; você verá que

ela percorre todos os pontos deV . Conectando a e b de Z13, sempre queau e bu
estiverem conectados, você irá reconstruir o grafo circulante C13(1; 5).

Este processo pode ser estendido para grafos circulantes com mais arestas de
modo natural: para construir Cn (a1; a2; : : : ; ak ), de�nimos um grafo em Zk da
mesma maneira que �zemos no plano e procuramos um reticulado� 0 conveniente.
Pode-se mostrar que este reticulado sempre existe [19] e queesta técnica tem várias
aplicações no estudo de grafos circulantes [10, 11, 19].

2.8 Leituras de Aprofundamento e Extensão

Para aprender mais sobre propriedades básicas e exemplos importantes recomen-
damos os capítulos 1 e 4 de [36] e o capítulo 1 de [13].
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Um estudo mais aprofundado depende dos gostos e interesses doleitor; Em geral,
quase tudo que foi feito nesta área encontra-se em [36], [4] ou [13]. Uma vertente
mais próxima da teoria algébrica de números pode ser estudada nos artigos [1] e [3];
as conexões entre reticulados e grafos podem ser estudadas em [10], [11] e [19].

2.9 Exercícios Complementares

1. Seja� o reticulado gerado por(2; 1) e (� 1; 3). Determine a matriz de Gram,
o raio de empacotamento� e a densidade� .

2. Seja � gerado por u = ( a; b) e v = ( � b; a), onde tanto a quanto b são não-
nulos. Mostre que

(a) Os vetores de norma mínima são� u; � v . Sugestão: determine a norma
de um elemento genéricoxu + yv de � .

(b) A densidade de� é
�
4

.

3. O reticulado A2 é gerado poru = (1 ; 0) e v =
�

� 1
2 ;

p
3

2

�
, e é o mais denso no

plano.

(a) Determine a matriz de Gram associada a esta base.

(b) Mostre que a norma mínima é igual a 1 e que existem seis vetores de
norma mínima. Sugestão: veri�que quejjxu + yv jj2 = x2 � xy + y2 e
procure osx; y inteiros que minimizam esta função.

(c) Mostre que det(A2) = 3
4 .

(d) Mostre que � = �p
12

.

(e) Mostre que a região de Voronoi deA2 é um hexágono.

4. Prove a Proposição 2.1

5. Prove o Lema 2.1.

6. Considerando o reticuladoDn , de�nido na seção 2.6.2, mostre queDn =
�( Cn ). Para isso, estude os casos 3 e 4 para �chutar� uma base para o caso
geral (caso não consiga, dê uma olhadinha em [36]).

7. Seja� um grafo circulante. Mostre que

(a) se a e b estão conectados, entãoa + k e b+ k estão conectados para todo
k;

(b) a e b estão conectados se, e somente se,a � b ou b� a estão conectados
ao 0.



48 Reticulados



Capítulo 3

Códigos Esféricos

3.1 Introdução

Um código esféricoé um subconjunto �nito da esfera unitária euclidiana Sn , contida
emRn +1 . A razão para que um código esférico seja também chamado de constelação
de sinais é que todo conjunto de sinais contínuos pode ser representado por um
conjunto de pontos na esfera euclidiana. Esta maneira geométrica de ver os sinais
possibilita um manuseio mais fácil desses conjuntos. Um dos principais ingredientes
para que a transmissão de um sinal ocorra sem erros é que a distância mínima entre
os pontos seja grande. Por isso, a análise de desempenho de uma constelação de
sinais passa sempre pelo cálculo de sua distância mínima.

De maneira geral, dada uma dimensãon e um número de pontosM , queremos
saber: qual o código esférico[M; n ] com a maior distância mínima? Este código
é chamadoótimo . Achar um código ótimo é um problema bastante difícil. Na
esfera euclidianaS2 � R3, este problema é conhecido como o problema de Tammes.
Segundo Sloane [36], Tammes foi um botânico alemão que estudou o número de
poros em um grão de pólen. Seu trabalho de 1930, publicado em uma revista de
botânica [37] com o título: �On the origin of number and arrangment of the places
of exit on the surface of pollen-grains�, procurava relações para a distância mínima
entre os poros de um pólen. Con�gurações ótimas de pontos naS2 � R3 são
conhecidas apenas paraM � 12 e M = 24, segundo [15]. Todas as outras são as
�melhores conhecidas�, sem um prova formal de que são ótimas.

Há dois principais esforços para a solução deste problema. O primeiro é a cons-
trução de limitantes para o número de pontosM = M (n; d) de um código esférico
que envolvam a dimensãon e a distância mínima d. O segundo é a construção
de códigos que tenham distâncias mínimas melhores que as conhecidas para uma
determinada dimensão e quantidade de pontos. Quando um código [M; n ] alcança
a distância mínima limite, estabelecida por um limitante para aquela dimensão e
quantidade de pontos, ele é ótimo.

Este capítulo está dividido da seguinte maneira: na primeira seção, mostramos
como representar um conjunto de sinais contínuos como um código esférico. Na
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segunda seção, há uma breve explanação da probabilidade de erro e da distância
mínima de um código esférico. A terceira seção é dedicada aoslimitantes para
códigos esféricos, que relacionam distância mínima e cardinalidade. Na quarta,
seção falamos dos códigos simplex e biortogonal e, na quinta, sobre códigos de
grupo cíclico, uma classe de códigos esféricos com simetrias.

Nesta seção, mostramos como um conjunto de sinais contínuos pode ser visto
como um código esférico. Antes do caso geral, abordaremos o problema para um
caso especial: um conjunto de sinais com mudança de fase, o PSK.

3.2 Representação Geométrica de Sinais Contínuos

3.2.1 Um exemplo: o M-PSK

PSK é uma sigla, oriunda da língua inglesa, paraPhase-Shift Keying, uma modu-
lação intimamente ligada às rotações do espaço euclidiano.Suponhamos que uma
informação pode ser representada binariamente, por exemplo, ligar e desligar a luz
de um quarto, ou, abrir e fechar uma porta. Ligar é �0� e desligar é �1�. Vamos
associar cada uma destas operações a uma fase de um sinal contínuo, conforme a
�gura 3.1. Ao �0� associamos a fase zero e ao �1� associamos a fase� . Tais fases,
por conseguinte, estão associadas a dois sinais contínuos

x i (t) = cos[�t + ( i � 1)� ]; t 2 (0; 2); i = 1 ; 2:

t

t

t

1 1 00
Fonte Binaria

Forma de Onda

Fase da Onda
0

p

Figura 3.1: Modulação de um 2-PSK
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0

1

Figura 3.2: Representação geométrica de um 2-PSK

Mas, x1(t) = cos[�t ] e x2(t) = � cos[�t ]. Escritas como combinação das funções

f� sin[�t ]; cos[�t ]g;

temos x1(t) = 0 � (� sin[�t ]) + 1 � (cos[�t ]) e x2(t) = 0 :(� sin[�t ]) � 1:(cos[�t ]).
Assim, representamos �0� pelo ponto(0; 1) e �1� pelo ponto (0; � 1), conforme

�gura 3.2.
Esta construção se generaliza para o conjunto deM sinais

x i (t) = cos[�t + 2( i � 1)�=M ]; t 2 (0; 2); i = 1 ; 2; : : : ; M;

conhecido porM -PSK, cuja representação geométrica é um polígono regular de M
vértices. De fato,

x i (t) = cos(�t ) � cos(2(i � 1)�=M ) � sen(�t ) � sen(2(i � 1)�=M ) e; portanto,

ao sinal i associamos o vetor(cos(2(i � 1)�=M ); sen(2(i � 1)�=M )) .

3.2.2 Representação geométrica de sinais

Seja S = f s1(t); :::; sM (t)g um conjunto de sinais formado pelas funções reais con-
tínuas si de energia �nita, isto é,

jsi j =
Z 1

�1
si (t)2dt < 1 :

Queremos dar uma representação geométrica paraS da mesma maneira que
demos para oM -PSK na seção anterior. Para tanto, precisaremos de alguns fatos
oriundos da álgebra linear.

ConsidereC0(R), o conjunto das funções contínuas reais, e o subconjuntoE de
C0(R), formado pelas funções com energia �nita. O subconjuntoE , com a soma de
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funções usual e a multiplicação por números reais, é um espaço vetorial que pode
ser munido do produto interno h�; �i , de�nido da seguinte maneira:

se f; g 2 E; então hf; g i =
Z 1

�1
f (x)g(x)dx:

Deixamos a prova destes fatos nos exercícios abaixo.

Exercício 3.1. Mostre que conjuntoE = f f : R ! R; f é contínua e
R1

�1 f (t)2dt <
1g é um espaço vetorial. Não se esqueça de demonstrar que a soma de funções
pertence a E. Utilize o fato, conhecido como desigualdade de Hölder para p = q = 2 ,
que sef e g são funções reais contínuas, então

Z 1

�1
jf (x)jjg(x)jdx �

� Z 1

�1
jf (x)j2dx

� 1=2 � Z 1

�1
jg(x)j2dx

� 1=2

:

Exercício 3.2. Demonstre que o produto de funçõeshf; g i =
R1

�1 f (x)g(x)dx é um
produto interno real em E = f f : R ! R; f é contínua e

R1
�1 f (t)2dt < 1g :

Em particular, o espaço vetorial gerado pela constelação desinaisS é um espaço
vetorial com produto interno de dimensão �nita. Podemos, portanto, contruir um
conjunto de funções ortonormaisf � i (t)gN

i =1 através do processo de ortonormalização
de Gram-Schmidt, de tal maneira que

sj (t) =
NX

i =1

sij � i (t):

Assim, para cada sinal contínuosi (t) 2 S associamos um vetor

(s1i ; s2i ; s3i ; : : : ; sNi ) 2 RN :

Além disso, quando um dos sinaissi (t) é transmitido através de um canal AWGN1, o
vetor de onda recebidobsi (t) = si (t)+ r (t), onder (t) é o ruído acrescido ao sinal pelo
canal, pode ser representado pela somasi + r = ( s1i + r 1; s2i + r 2; s3i + r 3; : : : ; sNi +
rN ), onde r é um vetor aleatório de erro cujas entradas satisfazem a distribuição
de probabilidade gaussiana, de maneira que toda a análise dedesempenho de um
conjunto de sinais é feita em cima do conjunto de coordenadasf (s1i ; : : : ; sNi ) 2
RN ; i = 1 ; : : : ; M g. Este conjunto é chamado de constelação de sinais. Para maiores
detalhes sobre modulações de sinais e suas representações geométricas, veja [40].

3.3 Propriedades Importantes de uma Constelação
de Sinais.

Seja f � k gM
k=1 � RN uma constelação de sinais. Ao transmitir� k , o canal de trans-

missão acrescenta um error ao sinal � k e o receptor recebeb� k = � k + r . Para recu-
1Additive White Gaussian Noise Channel: Canal com ruído aditivo g aussiano branco. A dis-

tribuição de probabilidade do erro é gaussiana e aditiva e a den sidade espectral de potência dos
sinais é invariante.
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perar o sinal transmitido, procuramos saber em qual região de decisão ou região de
Voronoy

Ri = f x 2 RN ; jj x � � i jj < jjx � � k jj ; para todo k 6= ig

está b� k . Se b� k 2 Rm , decidimos por verossimilhança que o sinal transmitido foi� m .
Se m = k, a transmissão foi um sucesso, pois o canal tinha transmitido � k . Caso
contrário, dizemos que houve um erro na transmissão.

q

W

Figura 3.3: Representação geométrica de um 10-PSK e suas regiões de decisão.

O desempenho de uma constelação é medido pela probabilidadede erro na trans-
missão dos sinais, ou seja,

P(e) = Pf b� k =2 Rk g:

É de interesse diminuir o valor deP(e) preservando a energia média da conste-
lação

1
M

MX

j =1

j� j j2:

Denote P(cj� j ) a probabilidade de decisão correta, dado que� j foi transmitido,
então

P(e) = 1 � P(c) = 1 �
1

M

MX

j =1

P(c=�j ):

Se Rj é a região de decisão de� j , P(c=�j ) = Pf b� j 2 Rj g. Se r for um ruído
gaussiano com variânciaN0=2 e médiasj , têm-se que

P(cj� j ) =
Z

R j

1
(�N 0)N= 2

e
�j r � � j j 2

N 0 dr:
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3.3.1 O limitante de Bhattacharyya

Apesar de ter uma expressão clara, a probabilidade de erro é dedifícil cálculo. As
regiões de decisão não são fáceis de identi�car e a integral da funçãof (x) = e� x 2

é,
em geral, estudada numericamente, uma vez que não possui primitiva. Portanto, o
cálculo de limitantes para essa probabilidade é crucial pois, apesar de não sabermos
a probabilidade exata, a limitamos por uma faixa de segurança.

Um limitante conhecido para a probabilidade de erro é o limitante de Bhat-
tacharyya ([6], pp 190-192). Sedij = jsi � sj j, então

P(e) �
1

M

MX

i =1

X

j 6= i

e
� d 2

ij
4N 0 =

1
M

MX

i =1

X

j 6= i

e
� d 2

ij log 2 ( M ) � b
4" ;

onde " = 1
M

P M
i =1 jj si jj2 é a energia média da constelação e� b = " b

N 0
= "

log 2 (M )N 0
é

a taxa sinal-ruído (SNR) .
Boas constelações apresentam probabilidade de erro baixa mesmo quando a

transmissão é ruim, ou seja, a variânciaN0 do canal é grande. Equivalentemente,
elas não precisam dispender muita energia média" para compensar a transmissão
ruim. Uma maneira para isto acontecer é aumentando a distância entre as palavras
da constelação. Segue daí um dos primeiros objetivos na construção de uma cons-
telação de sinaisS:

Maximizar dmin (S) = min fj si � sj j; si ; sj 2 S; i 6= j g;

para um número �xo de pontos e energia média �xada.

Figura 3.4: Probabilidade de Erro do M-PSK, segundo [6].
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Às vezes, não basta aumentar a distância mínima, o número de pontos vizinhos
também desempenha papel relevante emP(e). Um exemplo deste fato pode ser
encontrado no problema 4.17 de [6].

Para facilitar a procura de boas constelações de sinais, vamos supor que todos
os pontos têm energia igual a um, ou seja, a constelação está sobre a esfera unitária.

Exercício 3.3. A matriz formada pelos produtos escalares de uma constelação é
chamada matriz de con�guração ou matriz de Gram da constelaçãoS. Essa matriz
pode ser vista como o produtoM = aT a, onde a é a matriz cujas colunas são os
vetores da constelação. Mostre que aumentar a distância entre as palavras de um
código esférico é equivalente a diminuir o produto internohsi ; sj i entre as palavras.
Visualize este fato emR2 e em R3.

3.4 Limitantes para Códigos Esféricos

Dadosx; y 2 Sn =
�

x 2 Rn +1 ; jxj = 1
	

, o ângulo entre estes pontos écos� 1(hx; yi ).
Sed é a distância mínima em um código esférico, então o ângulo mínimo entre os
pontos é

� = 2 sin � 1(
d
2

):

q/2

q/2

d/2

d/2

Figura 3.5: Ângulo mínimo e a distância mínima em um código esférico.

O conjunto dos pontos da esferaSn � 1 cuja separação angular de um ponto
X 2 Sn � 1 é� é chamadochapéu esféricocentrado emX e de ângulo� . Denotaremos
esse chapéu por

CX (n; � ) = f y 2 Sn � 1; hX; y i > cos(� )g:

Se o ponto central do chapéu não for importante denotaremosC(n; � ). É possível
demonstrar ([15]) que a área do chapéu esférico é

A(C(n; � )) = kn � 1

Z �

0
(sin � )n � 2d�; onde



56 Códigos Esféricos

kn =

8
<

:

(2 � )n= 2

(n � 2)!! ; sen = 2 ; 4; : : :
2:(2 � ) ( n � 1) = 2

(n � 2)!! ; sen = 3 ; 5; : : :
e (3.4.1)

n!! =
�

n(n � 2)(n � 4) : : : 1 ; se n ímpar
n(n � 2)(n � 4) : : : 2 ; se n par

:

Em particular, a área total da esfera é

A(C(n; � )) =

(
(2 � )m

(2( m � 1))!! , sen = 2m
2(2 � )m

(2m � 1)!! , sen = 2m + 1
:

A densidade � C de um código esféricoC � Sn � 1 com distância mínima d =
2 sin( �

2 ) é a razão entre a área dosjCj chapéus esféricos disjuntos centrados nas
palavras do código com ângulo�=2 pela área da esferaSn � 1. SeA(C(n; �= 2)) é a
área de um destes chapéus eA(C(n; � )) é a área da esferaSn � 1, então

� C =
jCjA(C(n; �= 2))

A(C(n; � ))
:

3.4.1 O limitante da união

Dado um ângulo � , qual seria um limitante para o número de chapéusA(n; � ) não
sobrepostos na esferaSn � 1? Os cálculos feitos acima nos dão um limitante para
o número de pontos de um código esférico. Um código comM pontos e distância
mínima d implica em M chapéus esféricos disjuntos com ângulo�=2, onde� satisfaz
d = 2 sin �=2, sobre a esfera. Logo, a área ocupada por esses chapéus é limitada
pela área total da esfera. Segue, portanto, a proposição abaixo.

Proposição 3.1. Limitante da União
Seja um código esféricon-dimensional com M pontos e distância mínima d =
2 sin�=2. Então, em termos do coe�ciente kn , de�nido em 3.4.1, a seguinte de-
sigualdade deve ser satisfeita:

M �
A(C(n; � ))

A(C(n; �= 2))
=

kn

kn � 1
R�= 2

0 senn � 2�d�
:

3.4.2 O Limitante de Tóth, Coxeter e Böröckzy

Um dos primeiros limitantes a aparecer para códigos emR3 foi o de L. Fejes Tóth
[39, 38], em 1943. Este limitante é alcançado por códigos comM = 4 ; 6 e 12
pontos, o tetraedro regular (d2

min = 8=3), o octaedro (d2
min = 2 ) e o icosaedro

(d2
min = 2 � 2=

p
5). Sua construção utiliza estimativas sobre a área de triângulos

esféricos.

Proposição 3.2. Limitante de Tóth
Em R3, todo código esférico comM pontos tem ângulo mínimo� satisfazendo

� � cos� 1
cot2 M�

6(M � 2)

2
:
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Figura 3.6: Três pontos na esfera S2 com seus respectivos chapéus esféricos. O limitante de
Tóth envolve estimativas para a área não ocupada pelos chapéu s, interna ao triângulo formado
pelos pontos.

Mais tarde, em 1963, Coxeter disse ser �intuitivamente óbvio� que n esferas
(n � 2)-dimensionais são empacotadas da melhor maneira possível quando cada uma
toca todas, de maneira que seus centros são osn vértices do simplex regular. Ele se
baseava nas idéias que Tóth utilizou para estabelecer o limitante para n = 3 . Essa
conjectura só foi resolvida 25 anos depois, em 1978, por Böröckzy [9]. Coxeter havia
obtido como consequência da sua conjectura um limitante para códigos esféricos que,
após a prova de Böröckzy, passou a ser chamado limitante de Böröckzy - Coxeter.

Proposição 3.3. Limitante de Böröckzy - Coxeter
Todo código esférico emRn tem ângulo mínimo � e número de pontosM satis-
fazendo

M �
2Fn � 1(� )

Fn ( � )
;

onde sec 2� = sec� + n � 2 e Fn (� ) é a funçao de Schlä�i de�nida por

Fn (� ) =
2n U

n:n!Vn

onde U é a área de um simplexo esférico regular de ângulo2� contido em Sn � 1 e
Vn é o volume da esferaSn � 1 .

Infelizmente, o cálculo da área desses simplexos é muito complicado paran maior
que três, o que torna o limitante Böröckzy - Coxeter difícil de manipular.

Exercício 3.4. Os vértices do icosaedro podem ser obtidos através dos deslocamen-
tos cíclicos do ponto(0; � �; � 1), onde � = 1�

p
5

2 , perfazendo 12 pontos. Mostre

que a distância mínima ao quadrado deste código é4� 2

1+ � 2 . Mostre que este código é
ótimo.

3.4.3 O Limitante de Rankin

Em 1954, Rankin propôs alguns limitantes para códigos esféricos euclidianos que,
além de fácil manipulação, possibilitaram demonstrar que duas classes de códigos
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esféricos, chamadas simplex e biortogonal, são ótimas. Veremos este fato na próxima
seção. Para demonstração desses limitantes, seguiremos a referência [15], além do
próprio artigo do autor [32].

Proposição 3.4. Limitante de Rankin I
Todo código comM pontos e ângulo mínimo2� , contido na esfera Sn � 1 = f x 2
Rn ; jxj = 1g, satisfaz as seguintes desigualdades:

1. M � [ 2 sin( � )2

2 sin 2 ( � ) � 1 ], para �
4 + sin � 1 ( 1

n )
2 � � � �

2

2. M � n + 1 , para �
4 < � � �

4 + sin � 1 ( 1
n )

2

3. M � 2n, para � = �
4 .

É fácil reescrever a proposição acima em termos de distânciamínima. Por
exemplo, a terceira desigualdade é equivalente às expressões:

�
4

� � �
�
4

+
sin� 1( 1

n )
2

;

0 � � �
�
4

�
sin� 1( 1

n )
2

;

0 � 2� �
�
2

� sin� 1(
1
n

);

0 � sin(2� �
�
2

) �
1
n

;

0 � 2 sin2 � � 1 �
1
n

;

2 � 4 sin2 � �
2(n + 1)

n
:

Como o ângulo mínimo é2� , a distância mínima do código éd = 2 sin � . Con-
sequentemente, a distância mínima ao quadrado, quando a quantidade de pontos é
no máximo n + 1 , deve satisfazer a desigualdade

2 � d2 �
2(n + 1)

n
:

Exercício 3.5. Reescrever as outras desigualdades em termos da distância mínima
do código esférico.

A seguir, demonstraremos três limitantes equivalentes aosenunciados acima.

Proposição 3.5. Rankin I
Qualquer código esféricoX em Rn com distância mínima ao quadrado� e M pontos
satisfaz

� �
2M

M � 1
:
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Demonstração: É fácil ver que � � 2 � 2hx i ; x j i , para todo x i ; x j distintos em X .
Assim, temoshx i ; x j i � 2� �

2 e

X

i;j

hx i ; x j i = M + M (M � 1)(
2 � �

2
):

Por outro lado,

X

i;j

hx i ; x j i =
X

i;j

nX

k=1

x ik :x jk =
nX

k=1

X

i;j

x ik :x jk =
nX

k=1

 
MX

i

x ik

! 2

� 0:

Proposição 3.6. Rankin II
Qualquer código esféricoX em Rn com distância mínima ao quadrado� , satis-
fazendo2 < � � 4, e M pontos satisfaz

M � n + 1 :

Demonstração: Como 2 < 2 � 2hx i ; x j i � 4, para todos x i e x j distintos em X ,
segue que� 1 � h x i ; x j i < 0. Em particular,

hx i ; xM i < 0 e � 1 < hx i ; xM i ; para i = 1 ; : : : ; M � 1:

A última desigualdade é estrita pois, se existisse um ponto de X , digamosxM � 1,
tal que hxM � 1; xM i = � 1, então xM � 1 = � xM e hx i ; xM � 1i = �h x i ; xM i > 0,
i = 1 ; : : : ; M � 2, contrariando as hipóteses.

Assim, de�na 
 i = 1 � h x i ; xM i 2 > 0 e yi = 1

 1

i =2 (x i � h x i ; xM i xM ), para
i = 1 ; : : : ; M � 1: Note que

p

 i 
 j hyi ; yj i = hx i ; x i i � h x i ; xM ihx j ; xM i ; para 1 � i; j � M � 1:

Logo, hyi ; yj i < 0 porque hx i ; x j i < 0 para i 6= j distintos. Portanto, temos
um novo códigoXn � 1 = f y1; : : : ; yM � 1g com M � 1 pontos e distância mínima ao
quadrado maior que dois, contido num hiperplano normal axM , consequentemente
de dimensãon � 1.

Recursivamente, contruímos um códigoXk com distância mínima ao quadrado
maior que dois eM � n + k pontos que está contido emRk . Para concluir a demons-
tração, basta ver que o códigoX1, contido em dimensão1, tem M � n + 1 pontos.
Por ser dimensão1, M � n + 1 � 2.

Proposição 3.7. Rankin III
Qualquer código esférico emRn com distância mínima ao quadrado� � 2 e M
pontos satisfaz

M � 2n:
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Demonstração: Basta repetir a contrução da família de códigosXk , da proposição
anterior, observando que a distância mínima ao quadrado pode ser 2. Assim, a
cardinalidade diminui de um ponto ou dois. Portanto o númerode pontos deXk é
maior ou igual a M � 2(n � k). Logo, para k = 1 , segue que2 � M � 2(n � 1).

Procurar por códigos esféricos com boa distância mínima e por empacotamentos
de chapéus esféricos com melhores densidades são tarefas que nem sempre podem
ser confundidas, apesar de suas similaridades. Uma consequência que �ca implícita
no proposição de Rankin é que sen + 2 pontos podem ser colocados na esfera
Sn � 1, então 2n podem ser colocados com a mesma distância mínima. Isto quer
dizer que apesar da densidade do código esférico aumentar, sua distância mínima
se mantém constante. Os primeiros a demonstrar esse fato, para n = 3 , segundo
Rankin, foram Schüte e van der Waerden [34] em 1951. O resultado acima, além
de estabelecer novos limitantes para códigos esféricos, ilustra essa sutileza entre
densidade e distância mínima.

3.5 Os Códigos Simplex e Biortogonal

Duas classes de códigos ótimos geradas por matrizes são amplamente conhecidas:
os códigos simplex e biortogonal. Essas classes de códigos,de�nidas em qualquer
dimensão, são generalizações do triângulo isósceles e do quadrado, em dimensão
dois, e do tetraedro e octaedro, em dimensão três (�gura 3.7).

Figura 3.7: Os códigos simplex e biortogonal em dimensão dois e três.



Códigos de Grupo Cíclico 61

3.5.1 O código simplex

Considere o conjuntoSn formado pelo ponto (1; : : : ; 1; � n) em Rn +1 e seus deslo-
camentos cíclicos, ou melhor, a órbita2 de (1; : : : ; 1; � n) pelo grupo gerado pela
matriz

S =

0

B
B
B
@

0 : : : 0 1
0

Id n
...
0

1

C
C
C
A

;

onde Id n é a matriz identidade n � n. ChamaremosSn de código simplex.
Da sua de�nição, segue que, sex = ( x1; : : : ; xn +1 ) 2 f Sl (1; : : : ; 1; � n)gn +1

l =1 ,
então

x1 + : : : + xn +1 = 0 e x2
1 + : : : + x2

n +1 = n + n2:

Logo, Sn é um código esférico que mora em um hiperplano deRn +1 , portanto em
Rn . É de fácil demonstração que o espaço vetorial geradoSn tem dimensão n,
assim o simplex é um código comM = n + 1 pontos emRn , com distância mínima
ao quadrado 2(1+ n )2

n 2 + n = 2(1+ n )
n . O limitante de Rankin, proposição 3.6, assegura

que, na esferaSn � 1 em Rn , o máximo que se consegue com distância mínima ao
quadrado 2(1+ n )

n é colocar n + 1 pontos. Portanto, o código simplex é o melhor

código esférico emRn com n + 1 pontos e distância mínima ao quadrado2(1+ n )
n .

3.5.2 O código biortogonal

ConsidereBn o conjunto formado por (0; : : : ; 0; � 1) e seus deslocamentos cíclicos
em Rn . É fácil ver que Bn é a órbita de (1; 0; : : : ; 0) pelo grupo gerado pela matriz

B =

0

B
B
B
@

0 : : : 0 � 1
0

Id n � 1
...
0

1

C
C
C
A

;

ondeId n � 1 é a matriz identidade (n � 1) � (n � 1). Chamaremos esse conjunto com
2n pontos decódigo biortogonal.

Note que há duas distâncias ao quadrado possíveis entre os pontos de Bn : 2 =
j(1; 0; : : : ; 0) � (0; : : : ; 0; 1)j2 e 4 = j(1; 0; : : : ; 0) � (� 1; 0; : : : ; 0)j2. Assim, Bn é um
código emRn com 2n pontos e distância mínima ao quadrado2. Portanto, o código
biortogonal satisfaz o limitante de Rankin, proposição 3.7, o que o faz um código
ótimo.

2Seja G um grupo de matrizes n � n e x0 2 Rn . O conjunto Gx 0 = f gx0 ; g 2 Gg é chamado
órbita de x0 por G.
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3.6 Códigos de Grupo Cíclico

ConsidereB uma matriz ortogonal3 n � n tal que BM é a matriz identidade para
algum inteiro M . Se x0 2 Rn , chamaremos a constelação formada pela órbita de
x0 pelo grupo cíclico gerado porB,

�
Bl x0

	 M
l =1 , de código de grupo cíclicocom vetor

inicial x0. Os códigos esféricos gerados por grupos de matrizes ortogonais foram
introduzidos por Slepian [35]. Como as matrizes ortogonaissão as isometrias do
espaço euclidiano, estes códigos são geometricamente uniformes, como de�nido no
capítulo 1. Assim, possuem as regiões de decisão isométricase uma distribuição de
pontos homogênea, o que facilita na hora das análises de desempenho e decodi�-
cação.

Exercício 3.6. Demonstre que, para toda matriz ortogonalB, existe uma matriz
ortogonal Q tal que QT BQ é uma matriz diagonal formada pelos blocos

1; � 1;
�

cos(� ) � sen(� )
sen(� ) cos(� )

�
:

As matrizes B e QT BQ são chamadas similares. Segue que, em dimensão três, uma
matriz ortogonal é sempre similar a uma do tipo

0

@
cos(� ) � sen(� ) 0
sen(� ) cos(� ) 0

0 0 � 1

1

A :

Exercício 3.7. Dois códigos esféricosX1 e X2 são equivalentes quando existir uma
matriz ortogonal A tal queX1 = AX2. Demonstre que, dado duas matrizes similares,
existem dois vetores iniciais tais que os códigos de grupo cíclico associados a eles
são equivalentes.

3.7 Códigos de Grupo Cíclico em Dimensão Três

Os códigos de grupo cíclico em dimensão três possuem propriedades geométricas
bastante interessantes. Nos casos em que eles não moram em um plano, eles são
anti-primas e só podem ter uma quantidade par de elementos (�gura 3.8). Os anti-
prismas são prismas com uma das base rotacionadas formados pela órbita de um
grupo cíclico de matrizes, cujo gerador é o produto de uma rotação em torno de um
eixo e da re�exão pelo plano normal ao eixo, ou seja,

0

@
Cos(� ) � Sen(� ) 0
Sen(� ) Cos(� ) 0

0 0 � 1

1

A :

3Um matriz é ortogonal quando sua inversa é a sua transposta.
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Figura 3.8: O anti-prisma de oito pontos.

Exercício 3.8. Mostre que toda órbita de um grupo cíclico de matrizes, cujo gerador
é da forma

0

@
cos(� ) � sen(� ) 0
sen(� ) cos(� ) 0

0 0 1

1

A ;

é planar.

Uma pergunta importante, proposta por Slepian [35], é: qual éo vetor inicial,
para uma dado grupo de matrizes ortogonais, que maximiza a distância mínima do
código gerado?

A resposta para a dimensão dois é fácil de ser encontrada. As melhores conste-
lações nesta dimensão são as formadas pelos vértices dos polígonos regulares. Essas
constelações podem ser obtidas pelas matrizes de rotação2 � 2 e são conhecidas,
como vimos na primeira seção, como modulação PSK. Fica claroque, se usamos
matrizes de rotação, a escolha independe do vetor inicial e todas as constelações
serão isométricas. Entretanto, se o grupo escolhido for o grupo das re�exões pe-
los eixos coordenados e as retasy = � x, veremos que a con�guração dos pontos
dependerá do vetor inicial (�gura 3.9).

O problema do vetor inicial ótimo pode ser resolvido em dimensão três no caso
dos códigos de grupo cíclico. O resultado é um anti-prisma cuja base é um poliedro
regular. O conjunto de vértices deste poliedro é composto por metade dos pontos
da constelação.

Seja (x1; x2; x3) o vetor inicial de um código de grupo cíclico comM pontos e
matriz geradora

A =

0

@
Cos( 2�k

M ) � Sen( 2�k
M ) 0

Sen( 2�k
M ) Cos( 2�k

M ) 0
0 0 � 1

1

A :

Note que M deve ser par, do contrário,A M não seria a identidade. Podemos
supor x2 = 0 , não alterando a con�guração dos pontos da constelação. Deste modo,
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Figura 3.9: Oito pontos gerados por um grupo cíclico e um grupo de re�exõe s

os pontos do código são

P(l) =
�

cos
�

2�kl
M

�
x1; sen

�
2�kl
M

�
x1; (� 1)l x3

�
; para l = 1 ; : : : ; M:

Segue quejjP(l) � P(m)jj2 = jjP(l � m) � P(0)jj2 = x2
1(2 � 2cos( 2�k ( l � m )

M )) +
(� 1 + ( � 1)l � m )2x2

3. Sel � m é par,

jjP(l) � P(m)jj2 = 2x2
1(1 � cos(

2�k (l � m)
M

)) ; senão

jjP(l) � P(m)jj2 = � 2x2
1(1 + cos(

2�k (l � m)
M

)) + 4 :

O mínimo destas duas expressões se dá quandocos( 2�k ( l � m )
M ) estiver mais perto

de 1. Sel � m for par, segue que o resto da divisão dek(l � m) por M é par, poisM
é par. Da mesma maneira, sel � m for ímpar, então o resto da divisão dek(l � m)
por M é ímpar. Logo, o mínimo da distância paral � m par é quando o resto da
divisão de k(l � m) por M for 2, e 1, quando l � m for ímpar. Assim, o problema
se resume a maximizar

f 2x2
1(1 � cos(

4�
M

)) ; � 2x2
1(1 + cos(

2�
M

)) + 4 g

, quando 0 < x 1 < 1.
Enquanto que uma expressão cresce, quandox1 cresce, a outra decresce. Logo,

a melhor situação é quando as duas expressões são iguais, ou seja,

2x2
1(1 � cos(

4�
M

)) = � 2x2
1(1 + cos(

2�
M

)) + 4 :

Obtendo x1 desta igualdade, segue que a melhor distância mínima é

4(1 � cos( 4�
M ))

(2 + cos( 2�
M ) � cos( 4�

M ))
:
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Ao contrário do caso planar, a distância mínima de um código de grupo cíclico
depende do vetor inicial. De fato, o vetor inicial ótimo(x1; 0; x3) tem as coordenadas
satisfazendo

x2
1 =

2
(2 + cos( 2�

M ) � cos( 4�
M ))

e x2
3 = 1 � x2

1:

Exercício 3.9. Demonstre que não existem códigos de grupo não planares em di-
mensão ímpar com cardinalidade prima. Utilize o fato que todo grupo de cardinali-
dade prima é cíclico.

Karlof e Downey descreveram, a menos de equivalências, todos os códigos de
grupo tridimensionais que são ótimos em [20].

3.8 Exercícios Complementares

Exercício 3.10. Construa a expressão em coordenadas doM -PSK, o polígono reg-
ular de M lados. Ele pode ser visto como um código de grupo cíclico emR2 com M
pontos. Prove que a distância mínima de umM -PSK independe da escolha do vetor
inicial. Note que estamos considerando constelações com energia constante igual a
um. Você seria capaz de argumentar por que estas são as melhores constelações
em R2, ou seja, não existe uma constelação comM pontos tal que sua distância
mínima é maior que a do polígono regular deM lados?

Exercício 3.11. Qual a distância mínima ótima de um código de grupo cíclico em
R3 com oitos pontos, o anti-prisma da �gura 3.8? Ela é melhor que o cubo de oito
pontos formado pelos pontosf (� 1; 0; 0); (0; � 1; 0); (0; 0; � 1)g? Faça um desenho de
ambos e justi�que geometricamente os resultados que você obteve.

3.9 Leituras de Aprofundamento e Extensão

Um ótimo tratado sobre códigos esféricos é o livro [15], de Ericsson e Zinoviev. Você
pode encontrar muita informação sobre o assunto também na página de Neil Sloane:
http://www.research.att.com/ njas/. Esta página contém o que de mais novo existe
na teoria de reticulados, empacotamentos de esferas e problemas correlatos, e uma
lista dos melhores códigos esféricos conhecidos para várias dimensões e quantidade
de pontos.

Pode-se encontrar mais detalhes sobre códigos de grupo esféricos na tese de
doutorado de R. M. Siqueira [29]. Neste trabalho, o autor estudou códigos de
grupo gerados por grupos de matrizes comutativas, procurando limitantes e códigos
ótimos, tal como �zemos aqui em casos particulares. O artigode Slepian [35] pode
ser lido com algum conhecimento em álgebra linear e teoria degrupos. A maioria
das perguntas fundamentais da teoria são encontradas lá.



66 Códigos Esféricos



Capítulo 4

Códigos Quânticos

4.1 Introdução

Este capítulo faz uma introdução a uma área recente da teoriade códigos: os
códigos quânticos. Para tornar o texto auto-su�ciente, apresentamos as ferramentas
necessárias para se ter uma compreensão inicial dos problemas e dos conceitos da
área.

Os postulados da mecânica quântica são apresentados de uma maneira simpli-
�cada, dando ênfase a sua estrutura matemática. Baseados neles, discutimos três
códigos quânticos: o código de inversão de bit, o código de inversão de fase e o
código de Shor.

4.2 Os Postulados da Mecânica Quântica

A mecânica quântica é a parte da física que descreve o comportamento de átomos
e partículas. Os seus postulados foram desenvolvidos através de um longo processo
de erros e suas correções. Caso você não consiga entender o real signi�cado deles,
não se preocupe. Mesmo para os especialistas, essa é uma questão não resolvida
[22]. Inicialmente, aceite-os como sendo a estrutura matemática que usaremos para
iniciar o estudo sobre códigos quânticos.

Postulado 1: Existe um espaço vetorial complexo, com produto interno, asso-
ciado a qualquer sistema físicofechado (sistema que não interage com outros sis-
temas). Um estado desse sistema é completamente descrito porum vetor unitário,
chamadovetor de estado.

O sistema quântico que nos interessa é obit quântico, ou q-bit, cujo espaço
vetorial associado é oC2, com o produto interno usual. Uma base ortonormal para

esse espaço pode ser dada pelos vetores
�

1
0

�
e

�
0
1

�
, que serão representados
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usando anotação de Dirac [22]:

j0i =
�

1
0

�

e

j1i =
�

0
1

�
:

Existem várias maneiras para a representação física de um q-bit [22]. Entretanto,
direcionaremos nosso estudo apenas sobre a sua representação matemática. Ou seja,
um q-bit é um vetor unitário de C2. Um estado arbitrário j i nesse sistema pode
ser descrito por

j i = � j0i + � j1i ;

onde � e � são números complexos. A basefj 0i ; j1ig é chamada debase computa-
cional e o vetor j i é chamado de umasuperposiçãodos vetoresj0i e j1i , com
amplitudes � e � (usaremos os termos vetor e estado indistintamente).

Exercício 4.1. Demonstre que a condição dej i = � j0i + � j1i ser unitário é
equivalente aj� j2 + j� j2 = 1 .

O nome q-bit vem do fato de que o bit quântico pode ser visto como uma genera-
lização do bit clássico, que assume apenas2 estados:0 ou 1. A diferença entre eles
é que um q-bit pode, além dos estadosj0i e j1i , assumir uma quantidade in�nita
de estados!

Postulado 2: A evolução de um sistema quântico fechado é descrita por um
operador linear que preserva o produto interno (operadorunitário) . Ou seja, o
estado j 1i do sistema, no tempot1, está relacionado ao estadoj 2i , no tempo t2,
através de um operador unitárioU que depende apenas det1 e t2. Isto é,

j 2i = Uj 1i :

Existe um operador unitário que transforma o estadoj0i em j1i e o estadoj1i
em j0i . Esse operador é denotado porX e sua representação matricial, na base
computacional, é dada por

X =
�

0 1
1 0

�
: (4.2.1)

Exercício 4.2. O que acontecerá se o operadorX for aplicado sobre um q-bit
genérico?

Outro exemplo de um operador unitário sobre um q-bit é o operador Z , cuja
representação matricial, também na base computacional, é dada por

Z =
�

1 0
0 � 1

�
: (4.2.2)
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Exercício 4.3. O que acontecerá se o operadorZ for aplicado sobre um q-bit
genérico?

Os operadoresX e Z , quando aplicados sobre o estadoj0i , ainda retornam
estados da base computacionalfj 0i ; j1ig . Ou seja,

X j0i = j1i

e
Z j0i = j0i :

Entretanto, existe um operador unitário H , cuja representação matricial, na base
computacional, é dada por

H =
1

p
2

�
1 1
1 � 1

�
;

que produz uma superposição de estados, mesmo quando aplicado sobre o estado
j0i . Esse operador é chamado operadorHadamard.

Exercício 4.4. Demonstre que

H j0i =
1

p
2

(j0i + j1i ):

Para prosseguirmos, precisamos de�nir três conceitos:dual, produto interno e
produto externo . O dual de um vetor j' i 2 Cn ; denotado por h' j, é o vetor
transposto de j' i com os elementos substituídos pelos seus conjugados. Ou seja,

h' j = j' i y:

Dados dois vetoresj' i ; j i 2 Cn , o produto interno h' j i e o produto externo
j' ih j são de�nidos, respectivamente, por

h' j i = j' i y j i

e
j' ih j = j' ij  i y:

Note que j' i ; j i são vetores �coluna� eh' j; h j são vetores �linha�. Exemplos:

h0j1i = 0

e

j0ih1j =
�

0 1
0 0

�
:

Exercício 4.5. Considere dois q-bitsj' i = � j0i + � j1i e j i = 
 j0i + � j1i . Veri�que
que

h' j i =
�

� � � �
�

�


�

�
= � � 
 + � � �
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e

j' ih j =
�

�
�

�
�


 � � �
�

=
�

�
 � �� �

�
 � �� �

�
;

onde z� é o conjugado dez.
A interpretação física do q-bit j i = � j0i + � j1i , para � e � não nulos, é que

ele está simultaneamente nos estadosj0i e j1i ! Pelo postulado 2, já sabemos que,
aplicando um operador unitário sobre o estadoj i , o novo estado ainda será uma
superposição dos estadosj0i e j1i . Entretanto, se �zermos uma medida sobrej i ,
o sistema deixará de ser fechado, pois o ato de medir provoca uma interação com o
sistema. Para considerar esse fato, existe um terceiro postulado.

Postulado 3: As medidas sobre sistemas quânticos são descritas por operadores
hermitianos M (M y = M ), chamadosobserváveis. Pelo fato de M ser hermitiano,
podemos escrever

M =
nX

i =1

� i ji ihi j;

onde fj i ig , i = 1 ; :::; n, é uma base ortonormal de autovetores deM com os res-
pectivos autovalores� i [22]. Os possíveis resultados da medida correspondem aos
autovalores � i de M . Supondo que o resultado da medida seja �� i �, o estado j � i i ,
após a medida, é dado por

j � i i =
(ji ihi j)j i

p
p� i

; (4.2.3)

onde j i é o estado anterior à medida ep� i é a probabilidade de se obter �� i �, dada
por

p� i = h j(ji ihi j)j i : (4.2.4)

Exercício 4.6. Demonstre que(ji ihi j)j i = ( hi j i ) ji i .

Exercício 4.7. Demonstre queh j(ji ihi j)j i = ( h ji i )(hi j i ).

Na realidade, a medida descrita no Postulado 3, chamadamedida projetiva, é
um caso particular de uma medida mais geral [22]. Para os nossos propósitos, será
perfeitamente su�ciente.

Vejamos um exemplo. Façamos uma medida de um q-bitj i = � j0i + � j1i ,
usando o observávelZ , dado em (4.2.2), que pode ser escrito como

Z = j0ih0j � j 1ih1j:

Usando (4.2.3) e (4.2.4), temos:

p1 =
�
� yh0j0i + � yh1j0i

�
(� h0j0i + � h0j1i ) = j� j2

e

j 1i =
� h0j0ij 0i + � h0j1ij 0i

j� j
=

�
j� j

j0i :
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Exercício 4.8. Veri�que todas as passagens acima.

De forma similar, podemos obter

p� 1 = j� j2

e

j � 1i =
�

j� j
j1i :

Resumindo: usando o observávelZ para fazer uma medida de um q-bitj i =
� j0i + � j1i , podemos obter o estado �

j � j j0i , com probabilidade j� j2, ou o estado
�

j � j j1i , com probabilidade j� j2 (em termos de observação, os estados�j � j j0i e j0i são

idênticos, assim como os estados�j � j j1i e j1i [22]).
Para descrever estados com mais de um q-bit, temos o postulado 4.

Postulado 4: O estado composto porn estadosj 1i ; j 2i ; :::; j n i é o produto
tensorial j 1i 
 j  2i 
 ::: 
 j  n i .

Para os nossos propósitos, de�nimos o produto tensorialA 
 B , entre as matrizes
A 2 Cm � n e B 2 Cp� q, como sendo a matriz

A 
 B =

2

6
6
6
4

A11B A 12B � � � A1n B
A21B A 22B � � � A2n B

...
...

. . .
...

Am 1B A m 2B � � � Amn B

3

7
7
7
5

;

ondeA ij é o elemento da linhai e da colunaj de A. Note que a dimensão da matriz
A 
 B é mp � nq e que o produto tensorial não é comutativo. Por exemplo,

j0i 
 j 1i =
�

1
0

�



�
0
1

�
=

2

6
6
4

0
1
0
0

3

7
7
5

e

j1i 
 j 0i =
�

0
1

�



�
1
0

�
=

2

6
6
4

0
0
1
0

3

7
7
5 :

Exercício 4.9. Demonstre as seguintes propriedades do produto tensorial (� 2 C;
jvi ; jv1i ; jv2i 2 Cm ; jwi ; jw1i ; jw2i 2 Cn ):

1. � (jvi 
 j wi ) = ( � jvi ) 
 j wi = jvi 
 (� jwi );

2. (jv1i + jv2i ) 
 j wi = ( jv1i 
 j wi ) + ( jv2i 
 j wi );
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3. jvi 
 (jw1i + jw2i ) = ( jvi 
 j w1i ) + ( jvi 
 j w2i ):

Usaremos também a notaçãojvij wi ou jvwi para o produto tensorial jvi 
 j wi .
Existe uma outra formulação dos postulados da mecânica quântica em termos

do operador densidade[22]. Essa nova formulação é útil para descrever sistemas
quânticos cujos estados não são completamente conhecidos.Por exemplo, suponha
que um sistema quântico esteja em um do estadosj 1i ; :::; j n i , com as respectivas
probabilidades p1; :::; pn . O operador densidade do sistema é dado por

� =
nX

i =1

pi j i ih i j:

No nosso contexto, utilizaremos apenas o operador densidadede um sistema
cujo estado está bem de�nido, ou seja, está no estadoj i , com probabilidade 1.
Nesse caso, o operador densidade é dado por

� = j ih j:

4.3 Códigos Quânticos

A construção de códigos clássicos corretores de erros é baseada na possibilidade de
copiar e observar um bit, sem que seu estado,0 ou 1, seja alterado.

Considere um operador unitárioC que copie um q-bit j i , de�nido por

C (j ij 0i ) = j ij  i : (4.3.5)

Usando C para copiar outro q-bit j' i , temos:

C (j' ij 0i ) = j' ij ' i : (4.3.6)

Calculando o produto interno entre (4.3.5) e (4.3.6), obtemos:

h j' i = ( h j' i )2 ) h  j' i = 1 ou h j' i = 0 :

Ou seja, não existe um operador unitário capaz de copiar q-bits arbitrários. Este
resultado é conhecido como o Teorema da Não-Clonagem [22].

Exercício 4.10. Veri�que todas as passagens acima.

Conclusão: além de ser impossível copiar um q-bit genéricoj i , o postulado 3
diz que uma medida sobrej i provoca uma alteração irreversível em seu estado.
Entretanto, mesmo com essas �limitações�, é possível contruir códigos quânticos.
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4.3.1 Código de inversão de bit

Suponha que um q-bit j i = � j0i + � j1i seja enviado através de um canal que,
com probabilidade p > 0, altera o estado do q-bit paraX j i = � j0i + � j1i (canal
de inversão de bit). Para de�nirmos o código de inversão de bit[22], inicialmente,
codi�camos o q-bit j i em um estado de3 q-bits, dado por j 0i = � j000i + � j111i :
Isso pode ser feito usando o operador unitárioU, de�nido por

U =

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

: (4.3.7)

Isto é,

U (( � j0i + � j1i ) 
 j 0i 
 j 0i ) = U (� j000i + � j100i ) = � j000i + � j111i :

Em termos matriciais, temos:
2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

�
0
0
0
�
0
0
0

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

=

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

�
0
0
0
0
0
0
�

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

= �

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

1
0
0
0
0
0
0
0

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

+ �

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

0
0
0
0
0
0
0
1

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

:

Exercício 4.11. Veri�que todas as passagens acima.

Agora, cada um dos3 q-bits do estado j 0i = � j000i + � j111i é enviado por3
canais de inversão de bit independentes onde, no máximo, apenas um dos q-bits é
alterado. Em seguida, façamos duas medidas, de�nidas pelosobserváveisZ 
 Z 
 I
e I 
 Z 
 Z , onde I é o operador identidade.

Exercício 4.12. Demonstre que os autovalores dos observáveisZ 
 Z 
 I e I 
 Z 
 Z
são 1 e � 1.

O observávelZ 
 Z 
 I pode ser representado por

Z 
 Z 
 I = ( j00ih00j + j11ih11j) 
 I � (j01ih01j + j10ih10j) 
 I:

Ou seja, podemos interpretar a medidaZ 
 Z 
 I como sendo uma comparação
entre os dois primeiros q-bits. Se der1, indicará que os q-bits têm o mesmo valor;
se der� 1, indicará que os q-bits são distintos. De forma similar, a medida

I 
 Z 
 Z = I 
 (j00ih00j + j11ih11j) � I 
 (j01ih01j + j10ih10j)
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faz uma comparação entre os dois últimos q-bits. Novamente, se der1, indicará que
os q-bits têm o mesmo valor e, se der� 1, indicará que os q-bits são distintos.

Combinando o resultado das duas medidas, podemos determinar se houve al-
guma alteração dos q-bits. Havendo alteração, além de identi�carmos o q-bit alter-
ado, poderemos também corrigi-lo. Representando por(m1; m2), o resultado das2
medidas, respectivamente, temos quatro possibilidades:

1. (1; 1) indica que não houve nenhuma alteração;

2. (� 1; 1) indica alteração no1� q-bit;

3. (� 1; � 1) indica alteração no2� q-bit;

4. (1; � 1) indica alteração no3� q-bit.

Para fazer a correção, caso necessário, bastará aplicar o operador X sobre o
q-bit alterado, pois X � 1 = X .

4.3.2 Código de inversão de fase

Agora, suponha que um q-bit j i = � j0i + � j1i seja enviado através de um canal
que, com probabilidadep > 0, altera o estado do q-bit para Z j i = � j0i � � j1i
(canal de inversão de fase). Antes de de�nirmos o código de inversão de fase[22],
apliquemos o operadorZ sobre os estados1p

2
(j0i + j1i ) e 1p

2
(j0i � j 1i ):

Z
�

1
p

2
(j0i + j1i )

�
=

1
p

2
(j0i � j 1i )

e

Z
�

1
p

2
(j0i � j 1i )

�
=

1
p

2
(j0i + j1i ) :

Exercício 4.13. Demonstre que os estados1p
2

(j0i + j1i ) e 1p
2

(j0i � j 1i ) formam

uma base ortonormal deC2.

Para simpli�car a notação, de�namos

j+ i =
1

p
2

(j0i + j1i )

e

j�i =
1

p
2

(j0i � j 1i ) :

Dessa forma,
Z j+ i = j�i

e
Z j�i = j+ i :
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Ou seja, na basefj + i ; j�ig , o operadorZ atua como o operadorX (canal de inversão
de bit).

Faremos, então, os mesmos procedimentos realizados para o canal de inversão
de bit, considerando a basefj + i ; j�ig no lugar da basefj 0i ; j1ig . Para fazer a
mudança de base, usaremos o operadorH , pois

H j0i = j+ i , H j1i = j�i

e
H j+ i = j0i , H j�i = j1i :

Exercício 4.14. Demonstre queH � 1 = H .

Inicialmente, codi�camos o q-bit j i = � j0i + � j1i em um estado de3 q-bits,
dado por j 0i = � j + ++ i + � j � ��i . Podemos fazer isso usando o operadorH e
o mesmo operadorU, de�nido em (4.3.7):

(H 
 H 
 H ) (U (( � j0i + � j1i ) 
 j 0i 
 j 0i )) = ( H 
 H 
 H ) ( � j000i + � j111i )

= � j + ++ i + � j � ��i :

Cada um dos3 q-bits do estado j 0i = � j + ++ i + � j � ��i é enviado por3
canais de inversão de fase independentes onde, no máximo, apenas um dos q-bits é
alterado. Em seguida, façamos duas medidas, de�nidas pelosobserváveis

H 
 3 (Z 
 Z 
 I ) H 
 3

e
H 
 3 (I 
 Z 
 Z ) H 
 3;

onde H 
 3 = H 
 H 
 H .

Exercício 4.15. Demonstre que os autovalores dos observáveisH 
 3 (Z 
 Z 
 I ) H 
 3

e H 
 3 (I 
 Z 
 Z ) H 
 3 são 1 e � 1.

Os observáveisH 
 3 (Z 
 Z 
 I ) H 
 3 e H 
 3 (I 
 Z 
 Z ) H 
 3 podem ser repre-
sentados, respectivamente, por

H 
 3 (Z 
 Z 
 I ) H 
 3 = H 
 3(( j + + ih+ + j + j � �ih� � j ) 
 I

� (j + �ih + � j + j � + ih� + j) 
 I )H 
 3

e

H 
 3 (I 
 Z 
 Z ) H 
 3 = H 
 3(I 
 (j + + ih+ + j + j � �ih� � j )

� I 
 (j + �ih + � j + j � + ih� + j))H 
 3:

Combinando o resultado das duas medidas, da mesma forma que �zemos para
o canal de inversão de bit, podemos determinar se houve alguma alteração dos
q-bits. Havendo alteração, além de identi�carmos o q-bit alterado, poderemos tam-
bém corrigi-lo. Novamente representando por(m1; m2), o resultado das2 medidas,
respectivamente, temos quatro possibilidades:
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1. (1; 1) indica que não houve nenhuma alteração;

2. (� 1; 1) indica alteração no1� q-bit;

3. (� 1; � 1) indica alteração no2� q-bit;

4. (1; � 1) indica alteração no3� q-bit.

Para fazer a correção, caso necessário, bastará aplicar o operador HXH sobre
o q-bit alterado.

4.3.3 Código de Shor

Os códigos de inversão de bit e de inversão de fase corrigem erros especí�cos de
um q-bit. Entretanto, combinando esses dois códigos, podemos construir um novo
código, chamadocódigo de Shor[22], capaz de corrigir qualquer tipo de alteração
de um q-bit!

Inicialmente, codi�camos o q-bit j i = � j0i + � j1i em um estado de3 q-bits,
dado por j 0i = � j + ++ i + � j � ��i . Em seguida, codi�camos cada um desses
q-bits da seguinte forma:

j+ i !
j000i + j111i

p
2

e

j�i !
j000i � j 111i

p
2

:

O resultado será um estado de9 q-bits dado por

j 00i =
1

2
p

2
(� (( j000i + j111i ) ( j000i + j111i ) ( j000i + j111i ))

+ � (( j000i � j 111i ) ( j000i � j 111i ) ( j000i � j 111i ))) :

Exercício 4.16. De�na um operador unitário que transforme j i em j 00i .

Para descrever o código de Shor, usaremos uma ferramenta chamada operações
quânticas [22], utilizada para tratar sistemas abertos.

Uma operação quântica" pode ser descrita pelarepresentação de operador soma
[22], dada por

" (� ) =
nX

i =1

E i �E
y
i ;

onde
nX

i =1

E i E
y
i = I:

Os operadoresf E i g, i = 1 ; :::; n, são oselementos de operaçãode " , I é o operador
identidade e � é o operador densidade do sistema.
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Exercício 4.17. Demonstre que os operadores unitáriosU, representados por

"U (� ) = U�U y;

e as medidas descritas pelos observáveisM , representadas por

"M (� ) =
nX

i =1

ji ihi j� ji ihi j;

onde M =
nP

i =1
� i ji ihi j, são exemplos de operações quânticas.

Além de representarem os operadores unitários, descritos nopostulado 2, e as
medidas, descritas no postulado 3, as operações quânticas também são utilizadas
para representar as alterações provocadas pela passagem deum q-bit em um canal
qualquer.

Como vimos acima, antes da passagem do q-bitj i = � j0i + � j1i por um canal
qualquer, ele é codi�cado como

j 00i =
1

2
p

2
(� (( j000i + j111i ) ( j000i + j111i ) ( j000i + j111i ))

+ � (( j000i � j 111i ) ( j000i � j 111i ) ( j000i � j 111i ))) :

Vamos considerar o caso em que apenas o primeiro q-bit dej 00i esteja sujeito a um
ruído qualquer. O estado desse q-bit, após a passagem pelo canal, será descrito por
uma operação quântica" , dada por

" (j 00ih 00j) =
nX

i =1

E i j 00ih 00jE y
i ;

onde f E i g, i = 1 ; :::; n, são os elementos de operação de" .

Exercício 4.18. Demonstre que cada operadorE i , i = 1 ; :::; n, pode ser represen-
tado como uma combinação linear dos operadoresI , X , Z e XZ .

Considerando a atuação de um operadorE i , i = 1 ; :::; n, sobre o primeiro q-bit
de j 00i , podemos representá-lo como uma combinação linear dos operadoresI , X ,
Z e XZ . O estadoE i j 00i pode, então, ser escrito como uma superposição de quatro
termos:

j 00i ; X j 00i ; Z j 00i e XZ j 00i :

Fazendo uma medida do estadoE i j 00i (descreva essa medida), obtemos apenas um
desses termos. Para recuperar o q-bit original, basta usar os códigos de inversão de
bit e de inversão de fase! Casos mais gerais são consideradosem [22].

Exercício 4.19. De�na o código associado ao canal de�nido pelo operadorXZ .
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4.4 Leituras de Aprofundamento e Extensão

Este capítulo foi baseado, principalmente, nas referências [22] e [26]. Além de conter
mais detalhes do que aqui foi exposto, elas apresentam outros tópicos da área de
computação e informação quântica. A referência [31] apresenta uma boa visão geral
dessa área, sem a formalização matemática. Outros textos importantes são listados
em [7, 21, 27].



Apêndice

Neste apêndice apresentamos de forma sucinta algumas de�nições e propriedades
utilizadas ao longo dos quatro capítiulos deste livro com algumas referências.

Um grupo é um conjunto G com uma operação� , isto é, uma aplicação� :
G � G ! G, tal que

1. (x � y) � z = x � (y � z)

2. Existe um elementoe tal que x � e = e � x = x

3. Para cadax 2 G, existe um elementox � 1 (o inverso deg) tal que x � x � 1 =
x � 1 � x = e

Se a operação for comutativa, ou seja,x � y = y � x para todo x e y em G,
chamamos o grupo deabeliano.

Um subgrupo H de G é um subconjunto deG para o qual valem

1. e está emH .

2. Seh1 e h2 estão emH , então h1 � h2 também está emH .

3. Seh está emH , então h� 1 está emH .

A ordem de G é o número de elementos deG e é denotada porjGj.

Proposição 4.1. (Lagrange) Se G é um grupo �nito e H é um subgrupo deG,
então jGj é múltiplo de jH j.

Para g 2 G, de�nimos gn = g � g � : : : � g (n termos) para n > 0, gm = ( g� 1) � m

para m < 0, e g0 = e. Esta de�nição permite estender várias propriedades de
potências de números para potências de elementos de grupos;veri�ca-se facilmente,
por exemplo, quegm + n = gm � gn .

Dado g em G, o subgrupo cíclicogerado porg é o conjunto

< g > = f gn ; n 2 Zg

Pode-se mostrar que este conjunto é um subgrupo deG. Se existir um elementog
tal que G = < g > , diremos queG é um grupo cíclico. Se< g > é �nito e tem M
elementos, então< g > = f e; g; g2; : : : ; gM � 1g. Diremos queM é a ordem deg. Pela

79
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proposição 4.1, a ordem deg é um divisor de jGj. No capítulo 3 vimos exemplos
dos grupos cíclcicosZm , dos inteiros módulom com a operação soma.

Um anel (comutativo e com unidade) é um conjunto A com duas operações,
soma e produto, que satisfazem:

1. x + y = y + x

2. x + ( y + z) = ( x + y) + z

3. Existe um elemento0 tal que 0 + x = x + 0 = 0

4. Para cadax 2 A, existe um elemento� x tal que x + ( � x) = ( � x) + x = 0

5. x � (y � z) = ( x � y) � z

6. x � y = y � x

7. Existe um elemento1 6= 0 tal que x � 1 = 1 � x = x

8. x � (y + z) = x � y + x � z,

Note que as quatro primeiras dizem queA é um grupo abeliano com relação
à adição. No capítulo 1, utilizamos o anel dos inteiros módulom, Zm com as
operações de soma e multiplicação induzidas do anel dos inteiros Z Se um anel
satis�zer a propriedade extra de que, para cadax 6= 0 , existe um elementox � 1 tal
que x � x � 1 = 1 , este anel recebe o nome decorpo; neste caso, costuma-se denotá-lo
por F (ou K ). Zm é um corpo se, e somente se,m for um número primo [18].

Boa parte do que se faz em álgebra linear sobreR ou C pode ser feita sobre
qualquer corpoF ; a de�nição geral de espaço vetorial sobreF é a mesma de espaço
vetorial sobre R ou C, bastando trocar o que se refere a escalares emR (ou C) por
escalares emF . Em especial, seF é um corpo, o conjunto

F n = f (a1; a2; : : : ; an ); ai 2 F g

é um espaço vetorial sobreF , do mesmo modo queRn é espaço vetorial real.

Proposição 4.2. Se F é �nito, jF j = q o número de elementos de um subespaço
de dimesãok de F n é qk Referência: [Abramo]

Uma operação elementar por colunas é uma operação onde substituimos uma
coluna Ci de uma matriz pela combinação de colunasCi + kCj , ou permutamos
duas colunasCi e Cj .

Proposição 4.3. Toda matriz An � k , k < n; de elementos num corpoF que tenha
posto k pode ser reduzida por operação elementar de colunas a uma matriz

G =
�

I k � k

B (n � k ) � k

�
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Temos ainda, como consequência do fato que as operações elementares por co-
lunas ser inversível queA = GM , oneM k � k é inversível e que os subespaço deF n

gerados pelas colunas deA e deG são os mesmos. Referências: [8], Cap. 3 e [14].
Um produto interno em um espaço vetorialreal é uma aplicaçãoh; i : V � V ! R

tal que, dadosu, v , w em V e � em R,

1. hu + v ; w i = hu; w i + hv ; w i

2. h� v ; w i = � hv ; w i

3. hu; v i = hv ; ui

4. hu; ui � 0, e a igualdade ocorre se e somente seu = 0 .

Para espaços vetoriais complexos, a de�nição de produto interno tem uma pe-
quena modi�cação.

Um produto interno em um espaço vetorialcomplexoé uma aplicaçãoh; i : V �
V ! C tal que

1. hu + v ; w i = hu; w i + hv ; w i

2. h� v ; w i = � hv ; w i

3. hu; v i = hv ; ui

4. hu; ui � 0, e a igualdade ocorre se e somente seu = 0 .

O exemplo padrão éV = Cn e hu; vi = u1v1 + u2v2 + : : : + un vn .

Finalmente, no espaçoF n , ondeF é um corpo �nito, usamos o �produto interno�
dado por

h(u1; u2; : : : ; un ); (v1; v2; : : : ; vn )i = u1v1 + : : : + un vn

Esta aplicação satisfaz as três primeiras propriedades de produto interno real
(tomando os escalares emF ) mas, comoF não é ordenado, a propriedade 4 não
faz sentido. No entanto, como a expressão é a mesma do produto interno usual em
Rn , e todas as outras 3 propriedades valem, costuma-se chamar esta aplicação de
produto interno também.
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