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Prefacio

Os Métodos Discretos de Analise Numérica de EDO’s e EDP’s formam a parte da
Matematica Aplicada e Computacional que trata das formulagdes de erros pondera-
dos fundamentadas na nogao de representacao do continuum por uma discretizagao
associada a uma base de fungoes de forma finita.

A sistematicidade, a generalidade e a simplicidade de tratamento analitico,
matematico e computacional dos modelos fisicos governados por EDO’s e EDP’s
transformou os Métodos Discretos numa tendéncia em Matematica Aplicada e atrai
continuadamente os estudiosos da Teoria da Aproximacao e das suas aplicagoes &
Engenharia e Ciéncias Afins.

Nesse texto introdutoério, enfatiza-se os fundamentos teéricos dos Métodos Dis-
cretos de EDO’s EDP’s, centrando a teoria inicialmente em modelos unidimension-
ais, e entao, extrapolando as idéias para os modelos multidimensionais.

Objetivou-se proporcionar aos graduandos em Engenharia, Matemaética e Fisica
um material de leitura simples com o qual é possivel obter informacgoes técnicas da
aplicabilidade dos Métodos Discretos de Analise Numérica de EDO’s e EDP’s.

Aracaju, 27 de abril de 2006.

David Soares Pinto Junior
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Capitulo 1

Métodos Discretos para EDO e
EDP

1.1 Sistemas Discretos e Sistemas Continuos

A descri¢ao quantitativa de fendmenos fisicos geralmente é formulada por sistemas
de EDO e EDP, definidas sobre um dominio multidimensional com condi¢oes iniciais
e de contorno. Simbolicamente

Lu=f VreQx]|0,00)
Bu=u VxedQ (1.1.1)
Tu=uy VreQUIN

onde £, B, T sdo operadores diferenciais, & C RY é um aberto, limitado d-
dimensional, u :  — R uma fungao escalar incognita, 92 é o contorno de £,
x = (x1,...,24), t & variavel temporal, T e ug sao fungoes dadas que prescrevem u
no contorno e no instante inicial.

Para resolver o modelo analitico sao aplicados os métodos matematicos a fim
de representar a solucao em féormula fechada e explicita. Em geral, entretanto,
isto é impossivel porque o problema é matematicamente intratavel em funcao da
complexidade do dominio ou do operador. O dominio em que a EDO ou EDP
estd posta representa solidos densos ou material continuo nos quais as variaveis
dependentes se desenvolvem e evoluem espacial e temporalmente.

Para contornar tais limitagoes o sistema continuo é imaginado como um conjunto
finito de parametros incognitos. Tal fundamento é o principio mateméatico dos
métodos discretos. Portanto, o infinito conjunto de graus de liberdade que quantifica
a funcao incognita é transformado num ntimero finito de incognitas definidas sobre
unidades geométricas simples.

Determinados modelos de Engenharia sao ditos naturalmente discretizdveis, pois
sua estrutura ¢ uma composicao de elementos, massas pontuais ou massas discre-
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tas intrinsecamente finitas. Prototipos classicos sao sistemas massa-mola em série,
péndulo duplo, sistemas treligados tridimensionais.

Os sistemas continuos sao indubitavelmente os mais importantes seja pela va-
riedade das aplicagoes seja pelo grau de complexidade da analise numérica e mod-
elagem geométrica da discretizagao.

A forma do modelo geométrico da discretizagao, associada ao dominio onde a
EDO ou EDP é posta, é determinante na selegao do método discreto.

Dentre os métodos discretos cléssicos para resolver EDO e EDP estao o Método
de Diferengas Finitas e o Método de Elementos Finitos que generaliza os principios
de discretizacao do continuum.

1.2 Problemas do Continuum em 1D

Modelos analiticos unidimensionais constituem material fundamental para o estudo
tedrico e a analise numérica, pois conservam os elementos béasicos para a general-
izagao aos problemas multidimensionais.

A formulagao diferencial

- vee(0,1) (1.2.2)

representa abstratamente uma série de problemas da mecénica do continuum em
1D entre os quais:
- Um sélido elastico unidimensional

o= Eu, (Lei de Hooke)
—o' =, (Equagao da Estatica) (1.2.3)
u(0) = u(l) =0, (Condigoes de Vinculagao)

onde o é a tensdo, f € a forca de corpo, E é o modulo de elasticidade e u € o
deslocamento.
- Um so6lido condutor térmico unidimensional

—q = ku', (Lei de Fourier)
q =T, (Equagao da Energia Térmica) (1.2.4)
u(0) =u(1l) =0, (Temperatura Prescrita)

onde ¢ é o fluxo de temperatura, f é uma fonte de calor, k é a condutividade térmica
e u é a temperatura.

A guisa de ilustracio, apresentar-se-4 uma coletanea de modelos analiticos mul-
tidimensionais e unidimensionais, lineares e nao-lineares.
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1.2.1 Cabo Flexivel Unidimensional Finito

A vibracao elastica de um cabo flexivel finito com extremidades fixas, deslocamento
e velocidade iniciais conhecidos, é descrito pela equagao da onda 1D

Ut = c2uw$ Yz € (O,l), t>0
u(z,0) = uo(x) v € 0,1
3 (2,0) = vo() Va € [0,]] (1.2.5)

onde ¢ = %7 T tensao, p densidade massica, | comprimento do cabo.

1.2.2 Condugao de Calor em Sélidos 1D

A condugao de calor em solido, com temperaturas inicial e nas extremidades con-
hecidas, é descrito pelo problema de Cauchy:

ot p
u(z,0) = f(z), Vze(0,0),t>0 (1.2.6)
u(0,t) = uo, t>0 o
u(l,t) = uy, t>0

onde a? = % ¢é a difusividade térmica do soélido.

1.2.3 Deflexao Elastica de Vigas

A deflexao elastica linear de uma viga é governada, segundo a Teoria de Vigas de
Euler, pela EDO

EI%%(2) 4 ku(z) = p(z), Vz € (0,1,)
U(O) = Uo, U/(O) = 007 (127)
Elu"(l,) =M, EIv"(l,) =V,

em que ug ¢ um deslocamento prescrito, 6y é uma rotagao prescrita, M é um mo-
mento fletor prescrito e V' é uma forca cortante prescrita. A constante ET é a rigidez
flexional e k£ é a constante elastica do meio sob a qual a viga repousa. A fungao
p:[0,1;] — R é a forga distribuida sobre a viga.

1.2.4 Deformagao de Barras Elasticas

O deslocamento axial elastico de uma barra uniforme geometricamente e material-
mente homogénea é regido pela equacao diferencial

AE% (x) = —w(x)

, Ve € (0,1;)
u(0) = 1y, E%(x) =1,

(1.2.8)
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em que A é area seccional da barra, I/ é o modulo de elasticidade, g é um desloca-
mento axial prescrito e £ ¢ uma tensao prescrita. A fungao w : [0,1,] — R representa
a forca de corpo volumetricamente distribuida na barra.

1.2.5 Equacgao Diferencial das Placas

A configuragdo deformada de uma placa €2, uniforme geometricamente e com con-
torno suave 0f), materialmente homogénea, é governada pela Equacdo Diferencial
das Placas, isto é,

DViu(z,y) = D| 52t + 25850 + 5] = plw.y). V(wy) € Q

a (1.2.9)
u(z,y) = gn(z,y) =0, V(z,y) € 09,

em que D é a rigidez flexional da placa, p : 2 — R ¢é a forga transversal distribuida
sobre a superficie da placa e n é a normal exterior & 0. As condigbes u o
Q

6 . .
S = 0 equivalem a uma placa engastada perfeitamente segundo a curva que

o0
descreve seu contorno.

1.2.6 Equacao Reacgao-Difusao-Conveccao

Uma classica equacao diferencial da Mecanica dos Fluidos é a equacao reagao-
difus@o-convecgao. Se a concentragao de uma dada espécie u : [0,1,] X [0,00) — R
difunde-se num meio unidimensional com coeficiente de difusividade p, é trans-
portada segundo uma velocidade constante § e é gerada reativamente e propor-
cionalmente a um coeficiente o, entdo u(x,t) é governada pela equagao diferencial
homogénea

Up = gy + Buy + ou, V(I,t) € (Ovlﬂc) X (07 OO),

U(iL’,O) :f(x)7 Vz € (Oalm)a

u(0,£) = Tig(t), vt > 0, (1.2.10)
w(lo, t) = (8), V=0

em que u, (3, e o sdo constantes dadas; f: (0,l,) = R, tp: R— R, ;: R —> R
sao fungoes dadas.

1.2.7 Equacao do Potencial Eletrostatico

Se p : Q — R representa uma densidade de distribui¢do de cargas elétricas num
aberto Q C R% e E : O — R3 constitui o campo vetorial elétrico induzido pela
densidade de cargas elétricas p, entao, sabe-se da Teoria da Eletricidade e do Mag-
netismo que E= —VV, V é denominado potencial eletrostatico. Entao, a equagao
que governa a distribuicao do campo escalar V' : ) — R é expressa pela Equagao
de Poisson
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-V - VV =dmwp, Vz e,

Vi =W,
o

(1.2.11)

em que Vj é o potencial eletrostatico prescrito sobre o contorno suave 952 que limita
Q.

1.2.8 Arranjos Biolégicos-Geométricos

Um modelo nao-linear da Biomatematica que descreve a geracao de arranjos biol6-
gicos-geométricos unidimensionais e bidimensionais é governado pela EDP adimen-
sionalizada que representa a combinagao de difusdao e fendomenos (chemotaticos)
associados a bactérias como a FE.coli e S. typhimurium:

0b

pri -V J=-V-[-uVb+ xbV(| (1.2.12)
onde p & um coeficiente de motilidade, y = x(¢) é um coeficiente de chemoatragao,
b é a densidade celular bacteriana e ¢ é a densidade do chemoatractante. A condicao
inicial é, em geral

b(x,0) = bod(z — x0) (1.2.13)

e a condi¢ao de contorno é do tipo Neumann homogénea, ou seja, fluxo nulo no
contorno uma vez que é assumida inexisténcia de acao do meio exterior na geragao
de padroes biolodgicos.

1.3 Particao em 1D e Condigoes de Contorno

No caso de dominios unidimensionais limitados, indicado pelo dominio intervalar
I =10,1], I > 0, a discretizagao I, por diferencas finitas é uma parti¢dio composta
dos pontos nodais P = {zg,x1,..., 2N} e tal que:

i) Iy = UL, Ii, I = (5, 201), (1.3.14)
i) ;NI =0, i#3j.

Genericamente, as condigoes de contorno sao descritas pela condigao do tipo
misto de Robin

Buzau—i—)\g—z =T, a, A€ R, x € 02 (1.3.15)

onde n é a normal exterior ao contorno 0f2.
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No caso unidimensinal, a condigao é

du
ou(Z) +A\—(T) =1 (1.3.16)
dx
T ¢ um extremo do intervalo.
Quando A = 0, a condicao é do tipo Dirichlet, ou seja, u(T) = u; quando a = 0,
a condigao é do tipo Neumann, ou seja,

du ,_

A (@) =T (1.3.17)

1.4 Teorema de Expansao em Série de Taylor

Para fixar idéias, seja C°(92) o espaco das fungoes u :  — R continuas em Q C R4,
d=1,2,3. Indique-se por C* (Q), o espago da fungodes continuas com derivadas até
a ordem k continuas. Prova-se que é possivel expandir u : 2 — R no entorno de
um ponto T € () polinomialmente.

1.4.1 Foérmula de Taylor com Erro de Lagrange em 1D

Seja u: I — R, ue C"(I) no ponto 7 € I. Entdo,

u(z) = u(T+ hy) = Zn: u(i;@ K. + E,n(6), (1.4.18)
=0 :
- u(n+1)(9) . -
E,(0) = ReEsy AT 0 € (7,7 + ha). (1.4.19)

1.5 Notas Historicas sobre Brook Taylor

Brook Taylor foi um proeminente matemaético inglés do século XVII, nascido em
agosto de 1685 e falecido em dezembro de 1731 em Londres, Inglaterra. Brook Taylor
teve uma educacao regrada sob rigida disciplina, dada a cultura familiar em artes,
especialmente miusica erudita. Em 1703, Taylor ingressou no Saint John College
Cambridge onde envolveu-se e cultuou sua inclinagao pela Matematica. Graduou-
se em 1709, notabilizando-se com a escrita do seu primeiro paper em 1708 que seria
publicado posteriormente no ano de 1714. Em 1714 é eleito secretario da Royal
Society, posicao que Taylor conservou até 1718. Neste periodo cientifico dureo,
Taylor escreveu e imortalizou-se com seu livro Methodus Incrementorum Directa et
Inversa (1715).
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Uma série de tragédias pessoais esta associada ao nome desse matematico, ini-
ciada em 1721 com o falecimento prematuro da esposa e de seu nati-morto.

Taylor é conclamado o criador de um ramo da Matematica Aplicada chamada
Calculo das Diferengas Finitas e estudou a série conhecida como a Expansao de Tay-
lor cujos principios estao em seu livro Methodus Incrementorum Directa et Inversa.
A significancia cientificas das teorias e idéias de Brook Taylor permaneceu recontida
até 1772 quando o matematico francés Joseph Lagrange proclamou o Teorema da
Expansao em Série de Taylor o fundamento do Célculo Infinitesimal.

1.6 Notagao de Landau e Ordem de Convergéncia

Sejam ©Q C RY, aberto, limitado, e u, f :  — R funcdes reais. Define-se a relacio
binaria de equivaléncia, indicada por O, no espago de fungoes reais F por

uwOf, Vu,feF < 3C1,Cy > 0: C1f(z) <u(z) < Cof(x), Va € Q.

Diz-se entao, que as fungoes u e f sao de ordem de grandeza equivalentes.
Escreve-se u = O(f) e 1é-se u € da ordem de f.

Prova-se que a notagao O que define a relagao binéria é na verdade, uma relagao
de equivaléncia que particiona as fungoes em classes de equivaléncia de funcoes. Essa
notagao é tipica das demonstragoes em analise numérica que combinada ao teorema
do confronto dos limites possibilita o entendimento da convergéncia assintotica das
aproximacgoes.

A titulo de ilustragao, assuma que 3 C7,Cy > 0 tais que

Cih? < E(z) < Coh?,  Vz €. (1.6.20)

Por defini¢do, escreve-se que E = O(hP), com p a ordem de convergéncia. Isto
equivale a dizer que se h — 0, a fungao erro E(x) converge a zero de forma seme-
lhante & de hP.

Uma aplicagao da notagdo de Landau ocorre na Série de Taylor com erro na
forma de Lagrange. O erro de Lagrange satisfaz

E,(0) = O(h"), (1.6.21)

pois

u(n+1) (9) n+1

En(0) = R

(1.6.22)

Quando p ¢ fixado e uma sequéncia de refinamentos-h da discretizacao €,
Qpyy -.., com h; — 0 é gerada, diz-se tratar de uma convergéncia -h da solucao
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aproximada. Quando h é fixado e uma sequéncia de refinamentos-p da discretizagao
QpProQP2 . com p; — oo é construida, diz-se consistir de uma convergéncia-p da
solugao aproximada. Se as variagOes na discretizacao sao concomitantemente sobre
h e p, diz-se de uma convergéncia-hp.

1.7 Aproximagao de Derivadas Discretas
Seja P = {xg,z1,...,2rn} uma particdo do intervalo I = [0,{],] > 0ewu : [ —

R, u € C?(I). Aplicando o Teorema de Taylor Infinitesimal, tem-se num ponto
arbitrario x; € P que:

h2
u(aiyr) = (i) + u'(2i)he + U//(a)fa (1.7.23)

onde 0 € (I’i7l’i+1).
Usando u(z;) = wu;, por simplicidade de notagao, tem-se:
i1 = u; + hou'(2;) + O(h2). (1.7.24)

Dai a proximacao discreta da derivada é:

o (a) = “*;17_“ +O(hL). (1.7.25)

Desprezando a magnitude do erro de truncamento de Lagrange, entao:

1%

Ujr1 — Uj

S an (1.7.26)
hy

que ¢é a aproximacao de diferenca finita avancada para a derivada de primeira ordem.

E, por argumentos anélogos, tem-se a aproximacao de diferenca finita central para

a derivada de primeira ordem:

1

o Lt il (1.7.27)

!
! 2hy

Da expansao de Taylor, tem-se, para u : I — R num ponto z; € P:

w(z; + hy) = u(x;)
w(z; —hy) = u(x;)

hy h? hg
() + gu@) + (@) 4 B, (g g

hew!(z;) + Bu (@) + Eu(2:) + Es(02),

com E3(0) = = %.
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Segue-se dai a derivada discreta de segunda ordem:

—2u; + ui—q
h

Logo, a derivada segunda discreta é:

UN(l‘i) = Wit1

+O(h2). (1.7.29)

Ujp1 — 2U; + Uj—1
2
hz

u//(xi)

12

(1.7.30)

1.8 Meétodo de Diferencas Finitas em 1D

Sem restri¢ao da generalidade, limitar-nos-emos ao problema de valor de contorno
descrito por um operador diferencial £ de segunda ordem a coeficientes constantes:

Lu = (a2D2 + a1 D} + ap)u(x) = f(x), Va € (0,1)

Bu = (u(0),u(l)) = (0,0), (1.8.31)

i d
onde D} = 7.

Assuma uma partigdo P de I = [0,!], constituida de N 4+ 1 pontos nodais z;.
Dai, num ponto interior de I, tem-se:

(a2D2 + a1 D} + ap)u(x;) = f(x;) Va; € P. (1.8.32)

Logo, as derivadas discretas para u”(x;) e u'(x;) substituidas em Lu = f con-
duzem a

aQ(ui+1*2hU§i+ui—l) + al(ui+12;::li—1) + aouizfi7

. (1.8.33)
i=1,...,N —1.
O sistema algébrico resultante, na incognita vetorial U = (uq,...,un—_1), €
definido pelas equacoes lineares
u2 —2u1+ug U2 —UQ —
G2(7hg ) + ai( T ) + aour = fi,
o _
a2(u3 hué2+u1) + al(u%hrl) + a0u2:f27
U4727fg+u2 Ug—UD _
az(ihg )+ ar(*522) + aous = f, (1.8.34)
unN—2uN_1+u UN—UN—
ag(F—5) + a1(7N2h;V 2) + aouny = fN—1-
Matricialmente, tem-se o sistema tridiagonal KU = F em que os termos da
diagonal sao k;; = _52‘12 + agp, os termos da diagonal superior sao k;; = 73 + 53,
. : . : : = . as a _ ® agug
e os termos da diagonal inferior sdo k;; = é — 350, com Fo= (f1 — ,21—21:0 +

agl}:;())vaf?n"'afN—l - ai%N - 1121}11;\])
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1.9 Meétodos Discretos para EDO: a viga de Euler-
Bernoulli

A distribuicado de momento fletor M em uma viga sob acao de uma carga externa
w distribuida no segmento retilineo que define a viga indeformada de comprimento
[ é governada pela EDO [1]:

d*M (z)
onde EI é constante positiva (rigidez flexional).
Assuma que os extremos da viga estejam simplesmente apoiados o que equivale
as condigoes de contorno:

M(0)=M(l)=0. (1.9.36)
~ A fim de resolver o problema de valor de contorno formulado, imagine-se que
I = [0,1] particionado em subintervalos igualmente espacados, h, = x; —x;_1, i =
1,...,N.

Segue-se da aproximagao discreta da derivada segunda que

Mipa—2MiAMioay _ 00 5 —
EI( = )=wi, i=1... N-L (1.9.37)
My = My =0.
Por simplicidade, assumir-se-4 que 7+ = 1, e dai:
Mgy —2M; +M;_y =h2, i=1,....N—1. (1.9.38)

My = My = 0.

A formulagao discreta precedente equivale a formulagao matricial definida pelo
sistema tridiagonal KU = F, onde U = (M;, My, ..., My_1) é o vetor de momen-
tos fletores incognitos, F' = h2(1,1,...,1) é o vetor (N — 1)-dimensional de forcas
externas e K é uma matriz de banda tridiagonal com k;; = —2 e subdiagonais
inferior e superior unitérias.

Para ilustrar, faga I = 1 e N = 5, isto conduz ao sistema linear de quarta ordem

-2 1 0 0 M, wy
1 -2 1 0 My | hI ) ws
0 1 2 1 AR (1.9.39)
0 0 1 =2 My wy

Nota-se a estrutura de banda tridiagonal de K, que é tipica dos modelos origi-
nados de discretizagoes via Método de Diferencas Finitas.
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1.10 Teorema de Taylor Multidimensional

Objetivando estender o método de diferengas finitas a problemas multidimensionais,
generalizar-se-a4 a Expansao de Taylor para funcoes reais de varias variaveis reais.

Seja u : © — R, Q aberto, limitado no espaco euclidiano bidimensional e X =
(7,7) € Q. Admitindo que u € C"™*1(€), entdo é possivel expandir u(x) como
uma representacao em série da forma:

1 0 o\t _
u(x) = Z%Z'(hax —&—hy@—y) w@) + Enl(he,hy), (1.10.40)
onde h, = x—7,hy = y—7¥ sdo incrementos direcionais em x e y em torno de

(Z,7). As poténcias do operador D = h, % +hy a% sao calculadas por uma definigao

indutiva. Semelhantemente, para u : Q — R, Q C R3, mutatis mutandis

1, 8 ) i
u(x) = ;i!(hwaxm@,aymz&) w(@) + En(ha, hyhs),  (1.10.41)

v, = z — Z sao incrementos direcionais segundo

onde hy = -7, hy = y—71, h.
Z), En(hg, hy, hs) é o erro de Lagrange.

Y
x,y, z em torno de X = (7,7,

1.11 Derivadas Discretas Mistas de Ordem Supe-
rior

Para EDO e EDP cujos operadores diferenciais das equagoes governantes do prob-
lema sao de ordem superior e postos em dominios multidimensionais, a generalizagao
das derivadas discretas é natural e segue das Expansoes de Taylor Multidimension-
ais.

O célculo analitico das derivadas mistas fundamenta-se na definigao indutiva do
operador diferencial de ordem superior, isto é,

d
Do = -, D"y = D, (D" 'u), n=1,2,...
Seja u : Q@ — R, Q@ C R2, fungdo bivaridvel real dada e Q = Ui j Lo X Iy,
particdo uniforme de Q com I, = (2;,7i11), Iy, = (¥i,yir1) com hy = zi41 —

Ziy hy = yiy1 — y;. Entao, a derivada discreta mista em um ponto genérico (24, Yji)

é, por definigao,
9%u 0 | Ou
=<{ — | = . 1.11.42
(wiyy;) (wi,y;)

0x 0y
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Usando a derivada discreta central para a derivada de primeira ordem em z e y
sequencialmente, tem-se que:

0%u
0x0y

ox 2h, v

i

_ { 0 [U(w,yj + hy) —u(@,y; — hy) + O(;ﬂ)} } (1.11.43)
(zi,y; o

E segue-se da linearidade do operador derivada que:

0%u
0zdy

_ b @i+ heyyy + hy) = ul@i = ha,y; + hy)
2h, 2N,
(zi,y5)
Cu(®mi + hayyy — hy) —u(@i — hayyi — hy)
2h,

+ O(hi)} +O0(hy) (1.11.44)

Se os infinitésimos de ordem superior sao de magnitude desprezivel, entao:

0%u

*u o Wi+l = U141 — Uigl,j—1 T Uim1,5-1 (1.11.45)
0x0y N ' o

4212

(%4,y5)

Generalizagoes semelhantes sao possiveis para 3D e formulas analogas sao de-
duzidas para derivadas mistas do tipo

03u
0x0y0z

(zi,y5,2K)

1.12 Derivadas Discretas Direcionais

Seja Q = I, x I, I, = (0,;), I, = (0,1,), Q um dominio retangular em 2D e Q =

{(zi,yj), i =0,...,ny, j =0,...,ny} um conjunto discreto de pares ordenados
(mi,yj) € €1, uniformemente espacados em x e y com h, = x; —xi—1, hy =
Yi —Yj-1-

Da Expansao de Taylor, se h, =0 e para T = x;, ¥ = y; vale:

Eau(xiayj) + @aQU(xiayj)

u(ziyy) = u@sny;) + 750 S gz T (112:46)
Analogamente, com h, = 0, vale escrever:
hy Ou(z;,y; h2 92u(z;, v,
w(zi,yi1) = u(i,y;) + -4 uiy;) + 2 i y,) +... (1.12.47)

1 oy 2 9y
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Combinando as férmulas precedentes com os argumentos analogos aos do caso
unidimensional, prova-se que a derivada de primeira ordem discreta com diferencga
finita central segundo x é:

ou(Ti, ¥j) o Wit1y — Uim1
Oz 2h '

(1.12.48)

Analogamente, a derivada direcional discreta de segunda ordem é expressa por:

Pu(wi,yj) o Uitry — 2Wig +Uio1
0Yi) o Titl, : g 1.12.49
027 12 ( )

, .. . L. o Y o2 Y -
Naturalmente, formulas similares sao dedutiveis para % e para %. E
obvio que a derivagao de tais expressoes é de suma importancia para a aproximagao

de operadores diferenciais que usualmente definem EDO e EDP cléssicas.

1.13 Meétodos Discretos para EDP

Para introduzir os fundamentos, nesse topico, estudar-se-a o caso de torgao linear
elastica de um so6lido prismético.

A funcao de tensao ¢ : 2 — R governa a torcao elastica de s6lido homogéneo
prisméatico segundo a equacao de Poisson em 2D [1]:

0?¢  0%¢

—+ — = —2G0 1.13.50
Ox2 + Oy ’ ( )
em que G é o modulo de cisalhamento elastico, § é um angulo de torgao, ) =
(0,1z) x (0,1,) é o area seccional do solido. A funcéo de tensdo estd sujeita a

condigao de Dirichlet homogénea
o) =0,
a0

onde 0 é o contorno poligonal do dominio retangular €2. Por simplicidade, far-se-a

GO =1.

Seja @ = {(xi,y;) | ¢ =0,...,ng, j = 0,...,n,} um conjunto discreto de
pares ordenados tais que Q =, ; Lo, x Iy, Lo, = (vi—1,2:), Iy, = (yj-1,y;), com
hy = x; —xi—1, hy = y; —yj—1. Para um ponto arbitrario (z;,y;) da particao
de 2 vale

62¢(xiayj) + 82¢(xi7yj)
Ox? Oy?

= -2 (1.13.51)

Das formulas das derivadas direcionais discretas de segunda ordem, tem-se, nos
pontos nodais interiores:
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Giv1,j — 2055+ di—15
h3

o — 20 i j—
L Bigi 2;,1 F iy (1.13.52)
Yy

i=1,...,n,—1, 7=1,...,ny— 1
Rearranjando os termos, tem-se

h2(hiv1j + Gim1j) + haldijr1 + ¢ij—1) — 2(h3 + hi)éi; = —2h3h. (1.13.53)

As condigoes de contorno de Dirichlet homogéneas sao, semelhantemente, dis-
cretizadas e definidas sobre os segmentos retilineos que limitam Q = (0,1;) x (0,1,),
isto é,

G0 =¢n,; =0, 7=0,...,ny € (1.13.54)
bio = bim, =0, i=0,...,n,. (1.13.55)

A guisa de ilustracdo, faca n, = n, = 3, entao, a formulacao discreta conduz &
formulacao matricial KU = F onde o vetor de incognitas é U = (¢1.1, 2.1, P1,2, 2,2),

o vetor de termos independentes é F' = —2hih§(1, 1,1,1) e K a matriz de quarta
ordem:
—2(h2 + hz) hz h? 0
_ h? —2(h2 + h?;) 0 h?
K= hg 0 _o(h2 + hi) hf/ (1.13.56)
0 h? hi —2(h2 + hi)

A medida que n, e n, aumentam, evidencia-se a esparsidade da matriz K.
A esparsidade é uma propriedade tipica de modelos discretos e é fundamental na
modelagem computacional de EDO e EDP.

1.14 Condigoes de Contorno Tipo Neumann

Problemas industriais, reais da engenharia e ciéncias exatas, usualmente apresentam
condicoes de contorno na derivada da funcao incéognita. Condicoes de contorno sobre
a derivada prescreve o valor do fluxo da variavel dependente segundo a normal ao
contorno.

Em uma dimensao espacial, a derivada ordinaria é prescrita nos extremos do
intervalo. Para regides bidimensionais, a derivada direcional segundo a normal a
curva que descreve o contorno é pré-definida. E, similarmente, em dominios sélidos
tridimensionais, a derivada direcional segundo a normal & superficie que limita o
solido é prescrita.

Uma condicao de Neumann para 1D é a cléssica condi¢ao da viga biengastada,
isto é:
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du(0)  du(ly)
e St} (1.14.57)

Equivalentemente, para o fluxo unidimensional de calor (ou gradiente de tem-
peratura), a condi¢ao de Neumann nao-homogénea é:

dr _ drT _
x
onde k é a condutividade térmica do meio e § é o fluxo de calor prescrito.
A generalizacao natural da Condicao de Neumann para uma placa circular en-
gastada no bordo definido por uma curva C de normal exterior 7 é:

ou
| =o. 1.14.59
Oitle ( )
Analogamente, para a condugao do calor em 2D com distribuigao de temperatura
indicada pela fungao T = T'(z,y), a condi¢ao de Neuman nao-homogénea associada
ao gradiente da temperatura constante e independente do tempo dada por § no
contorno 9 de uma palca retangular Q = (0,1;) x (0,1,) é:

vT - ﬁ|aQ =q. (11460)

Explicitamente:

L(x,y)=7q Vre0,l], y=0ouy=1,

(1.14.61)
%(x,y) =q Vyel0,l], z=00uzx=1,.

Para ilustrar a discretizacao de condigoes de contorno, imagine que o dominio
retangular Q = (0,1) x (0,1,) seja subdividido uniformemente em n, + 1 pontos
nodais na direcao x e n, + 1 pontos nodais na direcao y e com espacamentos h, e
hy nessa ordem.

Com isso, a versao discreta da condigao de contorno relativa ao fluxo de calor é,
paraj=1,...,n,—1lei=1,...,n, — 1, dada por:

~ Tnm:'_Tnz_ Iy — =7q
s (e yy) =2 Zigroe=d =q(le,y;) =T, 5,

(1.14.62)
aT ~ Ting,=Tin,— _ _
oy (@i ly) = yTyl =q(@isly) =G p, -
Tal é a generalidade das técnicas de discretizacao, que féormulas absolutamente
analogas se aplicam ao caso de placas retangulares quadriengastadas cuja rotagao
prescrita nula nos bordos com normal n é
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ow
onloa

)

w = w(z,y) é o deslocamento transversal a superficie da placa, Q = (0,1;) x (0,1,).

Modelando a condigao de contorno de rotacao em termos de diferengas finitas,
tem-se nos bordos z = 0 e y = 0 sob iguais condi¢oes de discretizacao, para j =
L,...,ny—lei=1,...,n, — 1:

ow ~ W1j=Wo,5j __
%(073/]): 7hw : _07
(1.14.63)

6] A~ Wi, 1 —Wi0
8—1;(531»,0) = 22 = (.

Condigoes de contorno complexas, envolvendo derivadas de ordem superior sao
possiveis, e o tratamento por meio de diferencgas finitas é inteiramente idéntico.

Na Engenharia Estrutural, o momento fletor prescrito esta associado a curvatura

e é calculado de M, e M, conforme abaixo:

o2 fo

M, = D( %% 4 p2w),
_ 8w 8w

My =D oy? H g2

(1.14.64)

Portanto, uma placa retangular quadriapoiada equivale a condi¢goes homogéneas

M, o My’aﬂ = 0 as quais se simplificam para %%’(O,y) =0, g%;’(lx,y) =0,
2 2
G (2,0) =0, T8 (x,1,) =0, 2 € (0,1y), y € (0,1,).

Como exemplificacdo, a discretizacdo da condi¢ao g%ﬁ’((),y) = 0, usando dife-
renga finita é, para j =1,...,n, — 1:

(9211) (0 ) w25 — 27/,11,]‘ + wo, 5
az2 Y h2

1%

=0.

Em conclusao, a composi¢ao completa da formulagao matricial depende de uma
consistente selecao das versoes discretas das condi¢oes de contorno e das equagoes
diferenciais governantes, dai a preferéncia por discretizacoes ortogonais, uniformes.

1.15 Geometrias Irregulares

Enfatiza-se que a aproximagao das derivadas ordinarias ou direcionais no contorno
nao é, em geral, tao simples, pois, depende sua definicdo de pontos interiores e
exteriores a discretizacao. A ocorréncia dessas limitacoes no célculo das derivadas
discretas no contorno é tipico de geometrias irregulares em dominios de forma arbi-
traria e restringe sobremodo o campo de aplicagao do Método de Diferengas Finitas.

Imagine-se, e.g., a discretizagao espacial da condi¢ao de viga de Euler-Bernoulli
biengastada. Tem-se, por diferenca finita central que no extremo xg
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u(zg + hy) — u(xo — hy)
o,

1

v (o) =0. (1.15.65)
Note que o ponto nodal xg — h, é imaterial, hipotético, pois a viga se materializa
em [0,l,] e a discretizagao é {zg,21,...,xn}. Introduziu-se uma incognita extra
no vetor de incognitas, sem significAncia fisica. Entretanto, as aproximagoes con-
struidas para a condi¢ao de contorno discreta de derivada nula e para a EDO de
Euler-Bernoulli sdo ambas de O(h2).

Alternativamente e fisicamente coerente com os pontos nodais existentes na par-
ticdo, constroi-se a aproximacgao das condigoes de contorno conforme as diferencgas
finitas:

() = M) 4 O(hy) = 0,

(1.15.66)
w(ey) = MR + O(hy) = 0,
e para a EDO da Teoria das Vigas de Euler-Bernoulli a aproximagao:
i+1 — 2U; + Ui .
pr(MH =g tu D 4002 =wi, i=1,. ,N-1  (L1567)
x

Para esse caso, a aproximacao discreta conduz a um vetor de incognitas U =
(up,u1,...,un) em que inexiste pontos nodais extras ou incognitas extras na for-
mulagao matricial. Observa-se, porém, que a condi¢ao de contorno é aproximada
com uma ordem O(h,), enquanto a EDO com uma ordem O(h2).

Para compor a formulagao matricial, forma-se o arranjo retangular que se origina
da formacao discreta

—ug +uy =0,

2
Uit1 — 2u; + U1 = h’,gq}” i=1,...,N—1, (1.15.68)
—UN-1 + unN = 0.

Equivalentemente, tem-se a formulacao matricial

-1 1 0
. Uug 0
1 . Ul w1
. h2 .
1 -2 1 ul = E—“} u.),- (1.15.69)
.. 1 UN-1 WN -1
’ uN 0
0 1 -1
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Nota-se, obviamente, a esparsidade da matriz de rigidez e a propriedade de
banda tridiagonal tipica dos modelos discretos fundamentados em MDF.



Capitulo 2

Métodos de Erros Ponderados
em EDO e EDP

2.1 Meétodos Integrais de Erros Ponderados

Os Métodos Integrais de Erros ponderados sao métodos gerais para a aproximagao
de solugoes de equagoes diferenciais ordinarias e de equagoes diferenciais parciais. A
aproximagao da funcao-solugao é centrada fundamentalmente na idéia de sistemati-
cidade e generalidade de um conjunto de fungoes-base. O continuum é simplificado
para um conjunto finito, discreto, de unidades elementares sobre as quais as fungoes-
base sao definidas e as coordenadas generalizadas determinadas.

2.1.1 Funcoes de Forma

As fungoes-base ou fungoes de forma sao fungoes selecionadas num espaco de funcoes
pré-fixado a fim de gerar a solugao aproximada uy. Para fixar idéias, sejau : 2 — R
uma funcao real dada, definida sobre um dominio limitado §2 com contorno definido

por uma curva 9. Seja 3 = {L;(x)}Y,, conjunto de funcdes de forma linearmente

independentes, tal que Li‘a =0 Vi, N € N é dado.
20

Seja a aproximagao de u expressa pela interpolante

N
up(z) = uw + ZciLi(x) (2.1.1)
i=1
onde H’ = u‘ e ¢; sao coordenadas generalizadas. Note que tal definicao im-

o 7]
plica automaticamente que a funcao aproximadora de u tem a seguinte propriedade

uh‘ = ’U,‘

a0 aQ’
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O conjunto-base 3 de fungoes de forma é esperado ser tal que quando a aproxi-
mante uy, é associada a um refinamento do tipo p ou a um refinamento do tipo h,
a condi¢ao de convergéncia é configurada, i.e.,

lim up(z) = lim  wup(z) = wu(x), N = N(h,p).
— 00 h—0 p—oo
Basicamente, isto equivale a dizer que a base [ satisfaz a condicao de com-
pleteza e, portanto, uma funcao arbitraria u : 2 — R, suficientemente continua, é
representavel pela combinacao linear

u+ Y ciLi(x) (2.1.2)

quando N = N(h,p) — oo, com h o parametro de discretizagdo e p a ordem
espectral da aproximagao.

2.1.2 Espago de Fungoes Continuas por Partes

Seja u : 2 — R uma funcio real dada e Q um dominio limitado e aberto do R?,
d =1,2,3 com contorno descrito pela curva suave 92, uma uniao finita de contornos
suaves sem auto-interse¢do com normal exterior 7.

Indique-se por P = Uf\il Q; uma particdo de 2 em N subdominios €2; com
contornos 9€2; de normal 7i;.

Diz-se que u é continua por partes quando

i) YV € P, ulg, € C°(S) (Continuidade de u por partes)
i) |limy_o+ w(z 4+ M) < C, [limy_g- u(z + Ait;)| < C, com 0 < C < oo,
Vg € 09;, YO, (Finitude de u interelemento).

Em 1D, a particao de um intervalo finito I = [0,[,] ¢ simplesmente P = Uili_ol I;
I; = (i, 2i41) com xg = 0 e xy = l,. A fungdo arbitraria dada v : I — R assume
no caso unidimensional uma versao definida em subintervalos (z;, z;4+1) com limites
laterais finitos em cada ponto nodal x; de descontinuidade, com u continua em cada
parte ou subintervalo 1.

A simplicidade e generalidade das fungoes do espaco de fungoes continuas por
partes para fins de aproximac¢ao numérica serao posteriormente entendidas.

Seja I C R um intervalo finito, I = [0,l,] e P = Ui\; I, I; = (2, m;i41) particao
de I. Define-se a fun¢ao indicatriz por

17 S Il',
Xy, (z) :{ o sel-1I (2.1.3)
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Faca, entdo, {X, } 6 as fungoes de forma associadas & particao P. Uma in-
terpolante para uma fungao u : I — R dada é representada por

N—-1

un(z) = > Xy, (x). (2.1.4)

=0

Note a descontinuidade da interpolante uj, definida sobre P que constitui a mais
simples interpolante do tipo constante por partes. E interessante observar para a
interpolante constante por partes que as coordenadas generalizadas ¢; sao definidas
por elemento, ou seja, sobre cada subintervalo.

2.2 Interpolacao Lagrangeana em 1D

Por simplicidade e sem restricao da generalidade, limitar-nos-emos ao caso de In-
terpolacao de Lagrange em 1D.

Imagine-se que v : I — R é uma fungao real arbitraria dada definida no intervalo
finito T = [0,1,], u € C°(1).

Sejam dados o conjunto discreto de pares de pontos {(xi,ui)}f.vjo com u; =
u(x;), Ny € N, x; & um ponto genérico. Assumindo que a base de fungoes de

forma é 3 = {L;(z)}Y=, onde L;(x) = HJ o (£-%1) 50 os polinomios de Lagrange,

(s —w)

entdo, a interpolante é wy(x) = Zi\io clLl(x). Por defini¢do, modelar os dados
discretos {(x;, ui)}gvz””o segundo a interpolagao lagrangeana equivale a impor:

up () = SN eiLi(z;) = u(z;), §j=0,...,N,. (2.2.5)

Isto equivale a um sistema algébrico linear nas incognitas (cg, c1, . . ., ¢y, ) formulado
em termos matriciais como:

Lo(zo)  Li(zo) -+ Ln,(20) Co (0
L()(l'l) Ll(ifl) LNI(‘TI) C1 Ul
. . . . = . . (2.2.6)
Lo(en,) La(en,) -+ Ln,(2n,) CN, un,
Obviamente, os polinomios de Lagrange satisfazem

Logo, a solugao do sistema diagonal unitario precedente é obviamente ¢; = u; =
w;), i =0,..., N;. Dai, a interpolante lagrangeana de u é
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Ny
u(z) 2 up(z) = Y e;Li(x) (2.2.8)

i=0
Esta propriedade simples da base lagrangeana sumariza a potente versatilidade
e generalidade do seu uso para o calculo de solugoes aproximadas de EDO e EDP.
Explicitamente, nesse caso as coordenadas generalizadas ¢; significam fisicamente os
valores prescritos da fungao arbitraria dada u = u(x), calculada nos pontos nodais

da partigao.

2.3 FErros Ponderados

Para introduzir um método geral de aproximacao da solu¢ao de EDO e EDP, fixemos
inicialmente a notagao. Seja u : 2 — R™ uma fung¢ao real multivariavel definida em
QCcRY d=1,2,3.

Define-se o erro pontual no interior do dominio €2 de u por:

Eq(z) = u(z) —up(x), Yo e Q. (2.3.9)

Seja {¢i(x)}s, um conjunto de fungdes de forma completo, linearmente inde-

z

pendente e admissivel relativamente as condicoes de vinculagao e {(pi(a?)}f-vz‘o um
conjunto de fungoes de ponderagao, linearmente independente e variacionalmente
admissivel.

A formulagao de Erro Ponderado é posto nessas condigoes como:

Determinar up € S tal que Vo € 5, fQ vj(x)Eq(z)d2 =0, j=0,...,N,,

com S o espago de fungoes continuas por partes sobre €. Introduzindo a notagao
de produto interno sobre S tem-se semelhantemente que

(5, En)a = /Q 3(2) Ea(2)dS = 0 (2.3.10)

e a formulagao do Método Integral de Erros Ponderados é posto abstratamente e
compactamente na forma:

Determinar uy, € S tal que Vo; € S, (¢j,Ea)a =0, j=0,...,N,.
Substituindo a expressao de uy no erro ponderado Fq, tem-se:

NT
Voj €S, (pj, u— ZQ@)Q =0.

=0
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Segue-se da bilinearidade do produto interno (-, -)q que:

N,

Yy, €5, (%,ZQ‘@)Q = (), u)q.
i=0
Donde obtém-se, equivalentemente:
N-’l‘
Vo € 572(%‘,@)901 = (pj,u)q-
i=0

Geralmente, o sistema linear algébrico precedente é posto na forma matricial
compacta Kd = F, onde d = (cp,c1,...,cn,) é 0 vetor de incognitas, F' é vetor de
termos independentes expresso por

F =1/l :/Q<Pj($)u(1')dQ=0 j=0,...,N,. (2.3.11)

e K a matriz de rigidez representada por

K =[] = /ngj(a:)d)i(x)dQ ~0,  i,j=0,... N, (2.3.12)

Uma infinidade de Métodos de Erros Ponderados sao gerados, principiando da
~ . ~ ~ N,
formulacao apresentada, variando-se a base de funcoes de ponderagao {¢;(z)} iZo-
Para fixar idéias, limitar-nos-emos ao estudo de modelos unidimensionais, porém as
versoes multidimensionais sao possiveis.

2.3.1 Colocagao Pontual

A base de fungoes de ponderacao {y; (x)}j\;‘o no Método de Colocagdo Pontual é
composta por

pj(x) =z — x;) = §;(w), (2.3.13)
onde ¢ é a funcao generalizada Delta de Dirac e x; sao pontos nodais pré-selecionados.

Por definicao da funcao generalizada Delta de Dirac tem-se que a formulagao de
erros ponderados conduz a:

(6;,Eq) =0,  Vj, j=0,...,N,. (2.3.14)

Segue-se das propriedades do Delta de Dirac que:

Eo(z;) =0  Vj, j=0,...,N,. (2.3.15)
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Isto equivale a

Na
u(ey) = un(zy) = Y eidila;),  §=0,...,N,. (2.3.16)
=0

Observe que existe uma familia de métodos de colocagdo pontual possiveis, de-

pendendo dos pontos de colocagao {xj};ygo selecionados e da base de funcgoes de
Ny
forma {¢;}; .

Uma variante especial do Método de Colocagao Pontual é obtida quando uma
base de Polindmios Ortogonais é usada em associagdo com pontos de colocagao
definidos como os zeros dos polinémios da base.

Determinados os valores pontuais {(x;, uj)}?’:mo com u; = u(x;), a aproximante
é calculada do sistema linear:

Py(xo)  Pi(zo) -+ Pn,(20) Co Ug
Po(ajl) Pl(xl) PNI(xl) (&) Uq

. . _ , V=0 Y e
Py(zn,) Pi(zn,) -+ Pn,(zn,) CN, un,

onde {P;(x)}N=, forma uma base ortogonal polinomial ¢ {; }éV;O s@o os zeros dos
P;(x). Nesse caso, a colocagao pontual é chamada Coloca¢ao Ortogonal. Geral-
mente {H(m)}N”O sao polindmios especiais como os polinémios de Legendre.

i=

2.3.2 Colocagao por Subdominios

Seja a base de fungoes de ponderagao composta por fung¢oes indicatrizes dos sub-
dominios, isto é,

1, z€l,=(z;,x;11),
wj(ff)=><1j(x)={0 xﬂj- (3, 2541) (2.3.18)

E observavel que a Colocacio por Subdominios é intrinsecamente uma formu-
lacao local, e as coordenadas generalizadas estao desacopladas mutuamente.
A formulagao de erros ponderados implica que
(xr;,Ea)=0 Vj, j=0,...,N, — L. (2.3.19)

Dai:

Ef\g@il ci(XI]wSOi) = (leau)7 V.j? 32077Na:_1 (2320)

Explicitamente, tem-se:
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Lj41
by = (X 00) = / pil)dz (2.3.21)

J

fi= /Ij+1 u(z)dz (2.3.22)

J

E, matricialmente, a Colocagdo por Subdominios é representada por Kd = F
com d = (007 e ,Cszl), F = [fj] e K = [kﬂ]

2.4 Método de Bubnov-Galerkin

As funcgoes de ponderacao e as funcoes de forma sao igualadas na formulacao de
erro ponderado denominado Método de Bubnov-Galerkin, isto €,

pj(x) = (@), j=0,...,Ny. (2.4.23)

Dai segue-se que a formulagao de erro ponderado é transformada em

(¢;,Eq) =0 VYj, 5=0,...,N,. (2.4.24)

Implicando no conjunto de equagoes lineares:

Matricialmente, esse sistema linear algébrico é posto como Kd = F com d =
(coy.--ycn,) €

Lo
P = [ i@t (2.4.26)

le
K=l = [ 6,@0ionts (2.4.27)

2.4.1 Propriedades Elementares do Método de Galerkin

E trivial provar que o método de Bubnov-Galerkin tem como propriedade funda-
mental o fato da matriz de rigidez ser uma matriz simétrica ou hermitiana. A
simetria da matriz é de suma importancia na modelagem computacional de EDO e
EDP via Métodos Numéricos da classe de formulagao de Erros Ponderados.

Sao propriedades notéveis do Método de Galerkin a simplicidade, a generali-
dade e a sistematicidade tanto em termos de analise matematica quando de anélise
numérica de convergéncia e estabilidade.
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Especialmente na Teoria da Mecanica dos Sélidos, o Método de Bubnov-Galerkin
é um cléssico e consagrado método de aproximacao de Equagoes Diferenciais.

Variantes do Método de Bubnov-Galerkin existem para a modelagam computa-
cional e anélise numérica de problemas em Mecéanica dos Fluidos e dos Meios Porosos
quando o Método usual de Galerkin nao apresenta estabilidade (Métodos de Ele-
mentos Finitos Estabilizados).

Bases de fungoes de forma e ponderagao ortogonais representam uma possibili-
dade especial e atrativa para a Formulacao de Galerkin, pois nesse caso (p;, ;) =
0, j # i, gerando uma matriz de rigidez puramente diagonal cujo sistema associado
tem solugao 6bvia e instantanea.

2.5 Meétodo de Minimos Quadrados Continuo

Para colocar a formulacao de erros ponderados no contexto de minimos quadrados
continuo, define-se o funcional quadratico e : RM=T1 — R por

GQ(C(), Cly.-- 7CNQC) = /Q[EQ(J?)]QCZQ (2528)

O método consiste, entdo, em extremizar o funcional erro quadrético eq rela-
tivamente as coordenadas generalizadas c¢;, calculando a interpolante extremizante
da Condicao de Otimalidade

Sleqg =0, (2.5.29)

onde §! indica a primeira variacao do funcional erro eq. Pré-selecionando as funcoes

o N -
de forma e substituindo Eq(x) = u(x) —up(x), up(z) = Y, cipi(x) em eq, entao,
o valor minimizado de e segue de:

Jo Ea(z)pi(x)d2 =0, i=0,...,N,. (2.5.30)

Obviamente isto equivale a

(Ea(z), pi(r)a =0, i=0,...,N,. (2.5.31)

Donde conclui-se a equivaléncia do Método de Minimos Quadrados Continuo com

o Método de Bubnov-Galerkin com fungoes peso ¢; iguais as fungoes de forma ;.
A interpolante extremizante calculada otimizando o funcional convexo eq €, de

fato uma interpolante minimizante, posto que a segunda variacao de e conduz a

§%eq = [olpi(@)2d2 >0, i=0,...,N,. (2.5.32)

Logo, o erro quadratico é realmente minimizado pela formulagao de minimos
quadrados continuo.
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2.6 Meétodos de Minimos Quadrados Discreto

Em analogia com o Método de Minimos Quadrados Continuo, o Método de Mi-
nimos Quadrados Discreto define o funcional quadratico eq : RY+*!1 — R com o
analogo da soma continua definida pela integral que é a soma discreta expressa pelo
somatorio

ea(co,c1y- .. en,) = YoM [Bo(x)]%. (2.6.33)

A extremizagao do funcional e deriva da Condigao de Otimalidade dada pelo
gradiente de eq, isto é,

G2=0, j=0,...,N,. (2.6.34)

Derivando formalmente en em relacao as coordenadas generalizadas c;, tem-se
que

S Ba(zi)e () =0, j=0,...,Ny. (2.6.35)

Isto equivale ao sistema linear algébrico

M M,
Z cipi(xi)p;(z;) = Z u(zi)pi(z:), 7=0,...,Ny. (2.6.36)
i=0 i=0

Semelhantemente ao caso continuo, no caso discreto prova-se, por algebrismo
simples, que o funcional erro quadratico discreto e é de fato minimizado.
Calculando-se a derivada segunda de eq, tem-se que

S = Yl @) >0, j=0... N, (2.6.37)

Logo, o erro quadratico é realmente minimizado pela formulacao de minimos
quadrados discretos, o que ratifica a denominacao dada ao método.

2.7 Generalizacao de Erros Ponderados a EDQO’s
Nessa parte do texto limitar-nos-emos ao estudo dos métodos discretos de anélise

numérica de EDQO’s. Seja, entao, o operador diferencial linear, a coeficientes varia-
veis de ordem n

L= a(x)D, (2.7.38)
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com a; fungdes continuas no dominio @ = I = (0,1,). Sejam B um operador
diferencial, @ e f fungoes reais dadas continuas. Formule-se, entao, o problema de
valor de contorno posto na forma denominada Formulagao Pontual ou Diferencial,
isto é,

Lu=f Vrel,

Bu=u Vzedl={0,1,}. (2.7.39)

A fim de constituir uma aproximagcao no sentido do Método de Erros Ponderados,
introduz-se analogamente o erro associado & EDO definido por

Eq = Lu(z) — f(z) =0 VYeel=(01;). (2.7.40)
Entao, se {¢; (x)}évzzo ¢ uma base de fung¢oes de ponderacao, o analogo do Método
de Erros Ponderados para EDQO’s se escreve como a Formulacao Integral

Voi,  [oei(x)Eq(x)dQ=0. (2.7.41)

Mas segue-se da linearidade da integral de Riemann que a formulagao precedente
equivale a

Yo, Jowi@)Lu(z)dQ = [ e;(x)f(x)dQ. (2.7.42)

Compactamente, na notacao de produto interno:

Vi, (pj. Lu)o = (@5, fa- (2.7.43)

Observe-se, porém, que o problema é posto num espago funcional de dimen-
sao infinita e, portanto, em termos de calculo computacional, a formulacao é in-
tratavel. O objetivo central é compor uma representacao aproximada na qual a
solugao numérica u, € Sy C S substitui v da Formulacao Variacional Continua,
descrita simbolicamente como

Determinar u € S tal que Yo; € W(p;, Lu)g = (¢, f)a (2.7.44)
em que S é um espago de fungoes admissiveis com produto interno e VW é um espago

de funcoes de ponderagao variacionalmente compativeis pela Formulacao Integral
Discreta

Determinar uy, € Sy, tal que Yo; € Wi (p;, Lun)a = (5, f)a, (2.7.45)
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em que Sy C S e Wy, C W sao espagos conformes, de dimensao finita, associados a
S e W, nessa ordem. Assumindo que u;, ¢ uma interpolante satisfazendo a condicao
de contorno a priori e definida por

Ny
un(@) =wlw) + 3 cii(@), wn| =T, (2.7.46)

oI

entao, a Formulacao Variacional Discreta é reescrita como:

Determinar uy € Sy, tal que Vo; € Wh, (ij7£2f\;’“”0 cidi)a =
= (¢j, fa — (¢, LT).

Isto conduz a formulagao matricial Kd = F com d = (c¢1,¢2,...,cn,) 0 vetor de
coordenadas generalizadas incognitas, F' = [f;] € o vetor de a¢Oes externas definidos
por

(2.7.47)

ﬂ:A%@MM%A%MM@m (2.7.48)

e K = [kj;] é a matriz de rigidez definida por

kji Z/Wj(ir)ﬁqbi(x)dfl. (2.7.49)
Q

E importante observar que geralmente a matriz de rigidez K da formulacao
precedente nao apresenta estrutura de banda ou esparsidade e nem é uma matriz
simétrica.

2.7.1 Equacao Diferencial de Euler-Bernoulli

Uma classica EDO da Engenharia Estrutural origina-se da Teoria de Vigas de Euler-
Bernoulli [1]. A equagao governante dos deslocamentos transversais de uma viga de
area seccional uniforme e rigidez flexional constante ET sob uma base de constante
elastica k é:

EI%% 4 ku=f Ve (0,l,), (2.7.50)

dx?

em que f é a acao de cargas externas e [, é o comprimento finito da viga.
Se a condi¢ao de vinculagao é tal que os deslocamentos e os momentos fletores sao
nulos nos extremos x = 0 e x = [, entao as condigoes de contorno sao simplesmente

u(0) = u"(0) =0, (2.7.51)
ully) = (L) = 0. (2.7.52)
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Selecione-se para a base de fungoes-solugao o conjunto ortogonal da série de
Fourier {¢;(z)}2, = {sln(”?) 2°,. Notando que esse conjunto de fungoes satisfaz
as condicdes de contorno ab initio, assumir-se-4 que u(z) = 0, Vo € [0,1,].

Dai, a interpolante uy(x) sera definida pela combinagao linear infinita:

up(x Z c; sin (zmc) (2.7.53)

Fixando-se as fungoes de ponderagao compativeis com a vinculagao do solido uni-

dimensional finito em estudo, isto &, {¢;(z)}52; = {bln(jlﬂ?) 321, entao, o Método

de Erros Ponderados conduz a

la
/0 @j(x)[EId; + T kun — fl(z)dr =0, Vip;. (2.7.54)

Substituindo a expressao da interpolante up (), tem-se:

la 0 4
/ EIZCZ ¢’ + kzcm — fl(z)dz =0, Yg,. (2.7.55)

Segue-se das propriedades da integral de Riemann que

Z[/ ( d4¢z+k¢z>( )o@ )dw]cl / f(@)p;(x)dz, Y.  (2.7.56)

Mas {¢;(x)}2, é um conjunto ortogonal, logo, a expressio precedente reduz-se,
comi=1,...,00, a

{[EI(Z>4+I~@} /O - (bi(x)goi(x)dx}ci: /0 " @e@)de.  (2757)

Portanto, as coordenadas generalizadas ¢; sao simplesmente expressas pela for-
mula

J’ (I)¢<]L( z)dz , ;= 1,
EOED

Faga, por simplicidade, k = EI = 1 e f(z) = 1, entdo, as coordenadas general-
izadas ¢; sao:

C; =

ney 00 (2.7.58)



Generalizagao do Método de Erros Ponderados 43

2(—1)2n+1

Cont1 = , n=0,1,2,...
4
(2n+1)7r{ [7@";;1)“} +1} (2.7.59)
C2n:Oa n:O,LQ,...

Prova-se por um algebrismo simples que lim,, .o c2n,+1 = 0. Nota-se que as
o0

~ ~ o . (2n+1)mx
fungoes de forma ou modos de deformagao {pan1(z)}22, = {sm [?] -
de ordem superior decaem a zero celeremente em contribuigao para a deformada wuy,

da viga birotulada como é possivel inferir da féormula para co,41.

2.8 Generalizagao do Método de Erros Ponderados

Objetivando generalizar o Método de Erros Ponderados e sistematizar a derivacao
de modelos discretos para EDO e EDP, desenvolver-se-4 uma expansao em termos
de uma base de funcoes de forma sem satisfazer a priori as condigoes de contorno.
Obviamente, tal restricao limita as possiveis interpolantes para a solugao exata da
Equagao Diferencial.

Imagine-se, entao, u :  — R fungao real solugao do problema de valor de
contorno

Lu=f, Vxrel,

Bu=u Vz e Q. (2.8.60)
Define-se, entao, o erro g no interior do dominio €2, como
eq(x) = Lu(x) — f(z) =0, Vo e, (2.8.61)
€ 0 erro g no contorno 9§ expresso por
eoa(r) =Bu) —u=0 Yz e . (2.8.62)
Pré-selecionando a base de fungoes de forma como 8 = {¢;(z)}Y; e duas bases

de fungoes de ponderagao wo = {@f (2)}, e woq = {(p?Q(x) N |, a formulacio de

erros ponderados para a equagao diferncial e a condigao de contorno, simultanea-
mente, conduz & Formulagao Variacional Continua

Joga(@)ef (z)dz + [, coa(x)@?%(z)ds = 0, Vi, Vi, (2.8.63)

Substituindo as expressoes da interpolante u; = vazl ci¢i(x), e dos erros
eq(x) = Lup(z) — f(x), e ean(x) = Bup(x) — @, tem-se, Vga? € wq, V@?Q € waa,
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Joy 02 (@) Lun(@)da + fo0 2% )Bum:)ds:f #5 (@) (@)da+
o af [ oo (ayuds Q (2.8.64)

que é a Formulacao Variacional Discreta associada.

Abstratamente, a formulacao precedente equivale & Formulagao Matricial Kd =
F,em que d = (¢1,c2,...,cn) € o vetor de coordenadas generalizadas, F' = [f;] é o
vetor de termos independentes definidos por

F=[fj] :/Qso?(w)f(w)dwr/m ©P (z)uds, (2.8.65)

e a matriz de rigidez associada ao problema de valor de contorno discreto é
K = k] = / o2 (@) Li(x)dr + / o2(2) By () ds. (2.8.66)
Q oQ

2.8.1 Equacgao Diferencial de Quarta Ordem em 1D

A fim de ilustrar a aplicagao da generalizagao do método de erros ponderados, seja
a equagao governante dos deslocamentos transversais de uma viga monoengastada
segundo a Teoria de Vigas Classica de Euler-Bernoulli [1]

Efg :f()Vxe(Ol)
u() ()—60,
Lu, ) Mu G (le) =V,

em que ET é a rigidez flexional, [,, € o comprimento da viga, Ty é um deslocamento
prescrito, 0y é uma rotagao prescrita, M é um momento fletor prescrito e Ve
uma cortante prescrita e f é uma distribui¢ao de cargas.

Selecione-se como base de fungdes de forma a base canodnica do Espaco de
Polinémios de grau menor ou igual k, ﬁ = {:1: _o com a qual construir-se-4 a ex-
pansao da interpolante uj = Zf:o ca'. A condl(;ao de admissibilidade das fung¢oes
de forma relativamente as condigoes de vinculagao do sélido unidimensional é fun-
damental. Isto posto, definem-se os erros no interior do dominio e no contorno
por
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ca(z) = BIS% () — f(z),  Vae(0,l,)

coa(x) = up (0) — T,
coa(x) T u},(0) — o,
conle)| =g l) = Iy,
conle)| _, = dun(1,) V.

Segue-se, ap6s aplicar o Principio Geral de Erros Ponderados, que

lo
/0

d4uh

ET
dat

(x)—f(fv)] P (x)de + [(un(z) —10)¢"" ()]a=0 +

Por simplicidade e sem restrigao de generalidade assumir-se-é nos calculos subse-
quentes que g = 0y =0, f(x) =1, EI =1, I, =1, V; = M;. E se uma expansio
do tipo up(z) = Z?:o c;z' & assumida, entdo, usando funcoes de ponderacao do
tipo delta de Dirac independentemente, tem-se o conjunto de equagoes lineares

24c4 —1=0,
co —Up =0,
C1 — 90 == O7 (2868)

262 + 663 + 1%64 —Ml = 0,
603 + 2464 — V1 =0.

Resolvendo-se para cg, ¢1, ¢2, c3 e ¢4 obtém-se

_ — (My—-Vy) 1 (Vi-1) 1
Co = Uo, C1 0,C2 5 + 16 6
Logo, a interpolante calculada é:

= M, -V, 1) 2 (V1—1> 3, 1 4
uh—uo—i—Gox—i-( 2 +4x—|— 5 a:—|—24x.
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Pondo os valores prescritos para a viga monoengastada, obtém-se

x2 x?

=T tar

E interessante observar que a interpolante determinada é igual a solucdo exata
do problema. Importante é enfatizar que a base assumida para a 1nterpolante
consiste exatamente do conjunto gerador do espaco nulo do operador -2 41 com-
pletada com uma fungao geradora da parte nao-homogénea da EDO associada, isto
é, {1,z,2% 2%, 2*}. Tal consisténcia entre a formulacdo de erros ponderados e a
solugao exata em geral nao é tao 6bvia, mas depende intrinsecamente da base gera-
dora da interpolante a qual nao é simples de determinar para operadores arbitrarios
a priori.

2.8.2 Barra Elastica sob Tracao Axial

Seja a equagao governante dos deslocamentos axiais de um corpo solido linearmente
elastico, unidimensional finito quando sob agao das forgas axiais de corpo f = f(z)
distribuida por unidade linear em [0, [,]:

%[EA%} L f=0 Ve (0,l). (2.8.69)

Para fins de ilustracdo, admite-se que a barra prismatica tem éarea seccional A
constante e esta vinculada rigidamente num extremo enquanto o outro esta tra-
cionado. A condigao de contorno associada é, portanto:

u(0) = g (2.8.70)
Ej—Z(lw) =1 (2.8.71)

em que £, ¢ uma tracao prescrita em x = [, e Uy é um deslocamento prescrito em
x = 0. Definem-se os erros por:

eq(r) = EALuw b (x) + f(x), Ve (0,l),
on(z) = up(x) — o, x =0, (2.8.72)
eon(x) = Euh( ) —t, T = ly.

Selecione-se para base da 1nterpolante uy, o conjunto de fungdes de forma {x?}2_.
Logo, up(z) = co + c12 + cax?. Formando os erros ponderados independentemente,
obtém-se

Jy @EAe; + ()¢ (w)dz = 0,
{(co + 1z + cox® =) " (2 )} =0, (2.8.73)
{[E(c1 + 2com) — 1) (2) } =1, = 0.
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Resolvendo-se para ¢y, ¢1, co segue-se que:

co = Uy, (2874)
t Iy
= =4 — 2.8.
a=g+pg (2.8.75)
-1

Portanto, a interpolante que descreve o deslocamento axial da barra prismética

[ 1
up = Uy + (E + )a: + ——a?. (2.8.77)

EA 2F A
Para os valores prescritos f(z) =1, [, =1, E = A =1, up = 0, a solugao
aproximada é:
_ 1,
up(z) = (t + 1):10 + 5% (2.8.78)

Naturalmente, esta é a solugao analitica exata.

2.8.3 Equacgao de Poisson em 2D. Torcao Linear Elastica de
um Sélido

Seja a equagdo de Poisson em 2D que rege a torgao linear elastica de um soélido
prismético [0, ;] x [0,1,] x [0, 1], isto &,

Ap = 58+ 58 = —2G, V(w,y) € 2= (0,1,) x (0,1,), (2.8.79)

com (G, modulo cisalhante e #, um angulo de tor¢ao dado, ¢ é a fungdo de tensao
de Airy.

Se 0N é o contorno de (2, entao ¢ satisfaz a condi¢ao de contorno do tipo Dirichlet
homogénea

9, = (2.8.80)

A fim de constituir aproximagoes para ¢, definem-se os erros no interior do
dominio retangular Q = (0,1,) x (0,1,) e no contorno poligonal 99, composto por
segmentos retos, expressos por
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eq(z,y) = A¢ + 2GO = 0,

conlay)| _ =¢| =0,
539($,y) ol = (ZSTI:I = 07
58(l(x7y) = ¢’ = Oa
y=0 =0
oa(z,y) = ¢’:_l =0
=ty =ly

As fungdes de forma sdo selecionadas para ser 3 = {¢;(z,y)} = {1, 22, 9%, 2%y*}
e a interpolante da func¢ao de tensao ¢ é, portanto,

3

on = Z cidi(z,y) = co + c12? + coy® + 3y, (2.8.81)
i=0

Fixando-se as fungoes de ponderacio como wg = {¢5}(x,y)} em que ¢$*(z,y) =

bi(z,y) e p?%(x,y) = qbi(a:,y)’aﬂ. Isto posto, tem-se que a formulagao de erros
ponderados reduz-se simplesmente a

dy+

z=0

Iy Iy (Don +2G0)e2 (. y)dady + [y* dn(w.y)| _ ¢ (w,y)

1, L,
+ ¢h(z,yﬂmzd @?Q(z,y)‘ Cdy+ ¢h(x,yﬂy:0¢?9(wyyﬂyzodx+-(21;82)

r=

dr =0, V22 Vst

la:
+ly onte)| | o)
Y

y=ly

Para simplificar os calculos far-se-a I, = [, = 1, G6 = 1. Assumindo que
on(z,y) = co + c12? + cay® + c32?y?, tem-se os erros:

ca(z,y) = 2[c1 + c2 + e3(2? + y%) + 1],

eon(®,y)| = co+ ey’

coa(z,y) l:%+ﬁ+@+gw,
T=lg

caa(r,y) = ¢ + 122,
y=0

eaa(z,y) l=%+q+@+%m%
Y=ly

Substituindo os erros precedentes nas integrais, tem-se V@?Q, Vgp?:
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I er + ea + es(@? + y2) + (2, y)dady +

dy +

z=0

1
fo (co + c2y?)p? (z,y)

1
Jo leo +c1 4 (e + )y 7% (. y)

dy + (2.8.83)

r=lg

Jy (eo+ e12®)¢?(z,y)| _ da +
-

fol [co+ 2+ (c1 + 63);1:2}@?9(33,3/)’ l der = 0.
Y=ly
Usando sequencialmente as fun¢des de ponderacio ¢ (x,y) = ¢;(x,y) e 99 (2, y) =
oi(x, y)’ com {p??(z,y)} = {1,22,y?, v2y*} na formulagio de erros ponderados,

obtém-se o sistema algébrico linear Kd = F'. Explicitamente:

13107 -
A =
2P oA 3 C; ={ 3 (2.8.84)

Resolvendo-se o sistema para d = (co, 1,2, ¢3), tem-se que a solugdo aproxi-
mada para a funcao de tensao ¢ é:

577 105 , 105 , 65 ,
— — Yy = Ty

__om 2.8.
on(z,y) At Y T Y T s (2.8.85)

E notério que a medida que a dimensao da base § aumenta, o grau de exatidao
da aproximagao deve crescer e, evidentemente, é imperativo a automatizacao dos
célculos via computador.



50

Métodos de Erros Ponderados em EDO e EDP



Capitulo 3

Métodos de Erros Ponderados
e Formulas de Green
Generalizadas

3.1 Formulagoes de Erros Ponderados Simétricas

Estudar-se-a nesse capitulo uma formulagao de erros ponderados especialmente di-
recionada a operadores diferenciais de ordem par em associagao com o Teorema de
Gauss e suas formas equivalentes que sao o Teorema de Green e a integragao por
partes unidimensional.

Seja, entao, L(D) = Z\a|§2m aoD* um operador diferencial linear de ordem
par 2m em que o = (a1, @, . .., ) ¢ um multi-indice, x = (x1,...,24) é um ponto
do R% e

O%i N d 8(11+(¥2+"~+04d
DY = D*=1I¢ D" = ——————. 3.1.1
i axle ) =14 axtlxl . al,gd ( )

Semelhantemente, B é um operador diferencial linear associado as condi¢oes de
contorno usuais, isto é, dos tipos Dirichlet, Neumann ou Robin. Seja u : 2 — R uma
funcao real dada definida no aberto, limitado © € R? e 99, o contorno poligonal
de €2, composto por uma uniao finita de curvas suaves sem auto-intersegoes.

Definem-se no espago de Hilbert H os produtos internos Vi, p € H:

W, p)a = /Q ¥()p(x)de, (3.1.2)

(¥, p)oa = | d(x)p(z)ds. (3.1.3)
o9
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Para fins de explanagao dos fundamentos, reapresenta-se o problema de valor de
contorno usual

L )= f(z), VxeQ,
Bu(z) = u(x), Vo € 09, (3.1.4)
em que f: 2 — R é funcdo dada e u : 92 — R é funcado real dada com valores
prescritos de u e suas derivadas.

Se up € § é uma interpolante de u, o erro no interior do dominio §2 é simples-
mente

ea(z) = Lup(x) — f(x), Vo e (3.1.5)

E dai, a classica formulacao de erros ponderados é

(% eq)a =0, Yo?eV, (3.1.6)
com S o espaco de fungoes continuas por partes e V, o espaco de funcoes de pon-
deragao variacionalmente admissiveis.

Para a forma pré-definida do operador £(D) é possivel rearranjar a formulagao

Jo ¢ (@)[Lun (@) — f(z)lde =0, Ve eV (3.1.7)

com a aplicacdo do Teorema de Gauss que equivale & Identidade de Green ou a
integracao por partes em 1D.
O fundamento dessa formulagao consiste em ter ordens de derivadas inferiores e
equitativas sobre as fungoes de forma e sobre as fungoes de ponderagao.
Basicamente, isto equivale a reduzir

(ea, Mo =0s [ o*(z)Lup(z)dx = / o () f(z)dz, (3.1.8)
Q Q

apo6s aplicar a Integragao por Partes Multidimensional, a formulacao integral

8uh

- /Q Do (2D () dar + /3 ) G w)ds = /Q 22) f(x)dz,  (3.1.9)

em que D é um operador diferencial associado a £ e n é a normal unitaria exterior
a 0f). Ou, mais compactamente

(D, Dup)q = (cpﬂ, %)m — (% fla, Vete. (3.1.10)



Teoremas de Green-Gauss, Formulas de Green Generalizadas 53

Isto posto, a Formulagao Geral de Erros Ponderados obtida, somando-se a condigao
complementar associada ao erro no contorno, ¢ transformada V2, p?? € V em

0
(D, Dup)q + (979, Bup)og = <¢Q7 %)09 + (W) a0 — (9%, fa. (3.1.11)

3.1.1 Propriedades Especiais

Notéveis propriedades sao inerentes a formulacao precedente como a simetria da
forma bilinear associada

HxH S (¥, ) — (DY, Dp)q € R. (3.1.12)

E que eventualmente, parte dos termos nas integrais de contorno podem ser anu-
ladas se determinada funcao-ponderacao pré-definida é selecionada. Isto configura a
condigao de contorno denominada Condigao de Contorno Natural que esta associada
a uma condigdo sobre o fluxo ou o gradiente no contorno 92 (Condi¢ao de Contorno
de Neumann).

Some-se a isto, a intrinseca estrutura da forma bilinear em que os integrandos
sao definidos em termos de operadores diferenciais D cuja ordem é inferior & ordem
do operador L. Portanto, o grau de regularidade e de continuidade necessario
as fungoes de forma e as fungbes-ponderagao possibilitam uma extensa e versatil
variedade de fungoes-base.

Mutatis mutandis, varios operadores diferenciais classicos podem ser gerados
da formula geral para L£(D), dependendo da dimensao do espago euclideano em
estudo onde é posto o problema. Classicos operadores diferenciais estudados na
analise numérica de EDO e EDP sao:

L(D)u = d %+ M (Operador de Segunda Ordem em 1D),
L(D)u = % /\d 7; + ku (Operador de Quarta Ordem em 1D),
L(D)u = %’ V2 (Operador de Laplace em 2D),
L(D)u = 8932 + ay = V2u (Operador de Laplace em 3D),
L(D)u = V2u + \u (Operador de Helmholtz em 3D),

L(D)u = 3954 + Qafzé‘yz + ay4 = V4u (Operador Biharmonico).

Parte das EDP’s que estao associadas a fenomenos de fluxo em meios porosos,
e a conducdo do calor em sélidos é descrita pelo Operador de Laplace V2. O
Operador Biharménico, V*, esta associado & estatica da deformacao e a dindmica
de vibragao de placas. O operador de Helmholtz esta relacionado a propagacao de
ondas elasticas e ondas actuisticas em meios solidos deforméaveis.
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3.2 Teoremas de Green-Gauss, Formulas de Green
Generalizadas

A fim de sistematizar a formulacao de erros ponderados, fundamentados nos Teo-
remas de Green-Gauss, os quais implicam formas bilineares simétricas, seram apre-
sentadas variantes 1D, 2D, 3D do Teorema de Gauss para subsidiar as dedugbes
posteriores.

Em 1D, a formula de integragao por partes verifica que, para um intervalo finito
[0,1.]:

la
| o) @)dn = o))
0

N —/ (o )j‘g( )dz. (3.2.13)
0

0

Se (z) = ( ), u:[0,l;] — R funcdo dada, entdo:

e d?u du le bdu, dp
/0 () () = () T ()| / D)Ly (3214)

Analogamente, o Teorema de Green em 2D para 2 C R?, dominio aberto limi-
tado com contorno 92 cuja normal exterior é n = (n,, n,) consiste em

/ pldiv ¥]dQ = j[ v - nds — / P - VdSd. (3.2.15)
Q o9 Q

oz’ Oy
Identidade de Green:

Se Y(x,y) = (@ 8—“) = Vu(z,y), v : Q — R fungdo dada, entao tem-se a

/ ©V2udQ = —ds— / Vo - Vuds, (3.2.16)
Q o

em que a—n(x y) = M “ne + g—Zny ¢é a derivada direcional de u segundo n.

Identidades integrais semelhantes podem ser deduzidas pela aplicagao recorrente
da Féormula de Green sequencialmente. Com isto, prova-se que o operador bihar-
monico é redutivel a

Jo eViudQ = fan 2 (V2u)pds — fan A= (Vu)Vpds+
+ Jo(V20)(V2u)dQ

A versao unidimensional da identidade anterior é demonstrada com relativa
simplicidade se a integracao por partes é aplicada reiteradamente para conduzir
a
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ly o Bu e 2u )
Jo© pl@) L (@)dr = p(2) T4 (x)| - — () T4 ()| +

le g2 2
0 S5 (x) ZTZ(x)d:r.

E importante observar que para esse caso existem duas condicoes de contorno
naturais, uma sobre u” e outra sobre u'”.

Sumarizando: é possivel, para a classe de operadores descrita, compor formas
bilineares simétricas que simplificam sobremodo os calculos computacionais além

de condicionar o estudo abstrato com base na Analise Numérica.

3.2.1 Barra Elastica sob Tragao Coaxial

Seja a EDO que governa os deslocamentos axiais de uma barra geometricamente
uniforme e materialmente homogénea sob tensao coaxial

AEY" (x) = —w(x), Vz e (0,1,),
u(0) =17, (3.2.17)
EJ(l,) =t,

em que A é a segao transversal, £ é o modulo de elasticidade, ¢ é tracao prescrita,
w : [0,l;] — R é a forga distribuida ao longo da barra na direcio = e w é o
deslocamento prescrito que sera assumido nulo.

Do Modelo de Erros Ponderados segue-se que

1.

L Lo
[AEu'(m)ga(x)}‘ 7/0 AEu’(x)cp/(x)dx:/o w(z)p(x)d. (3.2.18)

0

Admite-se que a base de funcoes de forma cinematicamente admissiveis com a

condigao de vinculagao do solido é 3 = {l””} = {¢1(z)}. Como fungoées de pon-
x

deragao variacionalmente admissiveis seréd selecionado o conjunto simples unitario

w= {Ii} = {¢1(x)}. Sob tais defini¢oes a interpolante linear de w : [0,1,] — R ¢

expressa simplesmente como

up(z) = urd1(x). (3.2.19)

Substituindo na formulagao de erros ponderados, obtém-se:

Ly le
AE—/ AL, - 7/ w(z) L dz. (3.2.20)
0 l:v lw 0 l;r
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Resolvendo para o grau de liberdade uq, tem-se:

L [ - 1 [
= {At + E/o w(x)xdx] (3.2.21)
Se ¢ assumido uma carga constante w(z) = w atuando axialmente na barra,
entao, uy é:
o [, @ (" Lt 2w
= |AT+ — doe| = = + =—. 3.2.22
“ AE[ +lz/0 xm] £ " 24E (32.22)

Por fim, a solugao aproximada ¢é escrita como:

up(z) = [; + ;ﬁ:}x (3.2.23)

No sentido de compor uma aproximagao nao-linear para a interpolante wuy,

2
admitir-se-4 a base de fungoes de forma § =< %, ( %

(1) = .o

Nesse caso, a interpolante com dois graus de liberdade é definida por:

un(z) = u1§ +us (?) ) (3.2.24)

Conforme usual, a substitui¢ao na formulagao de erros ponderados conduz a

A)ei) — [ AE(@: ; 27:2)@(@@

ly
2 —Jo" wlx)pi(x)dz (3.2.25)
Yoi, i =1,2.
Dali, segue-se o sistema linear em uy e us, dado por
AE[1 1 u At+ %
x [1 §Hu2}‘{At+? | (3.2.26)
Resolvido em (u1,us), o sistema tem como solugao
Uy = i + wly
E 2 AET (3.2.27)
U2 = S7E -

Portanto, a solugao aproximada que representa os deslocamentos axiais da barra
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0 w2\z w2\ (2>
Compare-se essa solugao para a interpolante com a solugao exata, isto é,
t  wl, W o
uz)=| =+ =)z — —=z°. (3.2.29)

) 2
E um truismo a igualdade entre a interpolante up(z) = uy (%) + 1@(%) ea

(b

. Tal equivaléncia entre a solugao do modelo variacional e a do

solugdo exata da equagdo diferencial da barra sob forga axial que é u(x)

wly 2

AB |~ 3ApT
modelo diferencial constitui-se um dos principios fundamentais dos Métodos de
Erros Ponderados e especialmente para as formulagoes da familia dos Métodos de
Elementos Finitos e suas variantes.

3.2.2 Viga de Euler-Bernoulli Mono-Engastada

Nessa secao, estudar-se-a4 a formulagao de erros ponderados simétrica no caso da
equacao governante das deflexdes da Viga de Euler-Bernoulli com uma vinculagao
do tipo mono-engastada expressa no problema de valor de contorno classico

EI4(x) = f(z), Vae(0,1,),

A formulagao geral de erros ponderados no interior do solida elastico linear em
(0,1,), no engaste em « = 0 e no extremo livre z = [,, conduz, apos duas integragoes
por partes sequencialmente, a

lo ls
fol‘” Elo"u'"dx — [¢' () ETu" (x)] 0 + [@(m)Elu’”(xﬂ‘O - fém fedo+

Hu(@)B(@)]o=0 + [/ (2)(2)]a=0 + [(BTu" () — M)B(2)]o=1, +
H(EI" () = V)§(2)]a=1, =0, Vo, 7,

em que ¢, p sao fungdes de ponderagao cinematicamente admissiveis com a vincu-
lacao.
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Pré-selecione as fungoes de ponderagad para satisfazer concomitantemente

=0, ¢'| =0,
=0 x=0
—¢| _ =we| =), (3.2.30)
© =0, =0.
v z=0 v =0

Dai, por substitui¢ao na formulacao geral de erros ponderados obtém-se

ls la
/ EIo" (x)u”" (x)dx = / f(@)p(x)dr — M'(x) + V() . (3.2.31)
0 0

=l r=ly

Para fins operacionais, imagine-se que a base de funcoes de forma seja =
{2?%, 23, 2%} com a qual compde-se a interpolante

2
up(z) = Z 2 = e + 12 + cqut. (3.2.32)
i=0

E, usando como base para as funcoes de ponderagao o conjunto w = {22, 23, 24}
Com isto é possivel compor o sistema linear KU = F', em que o vetor de incognitas
¢ U = (co,c1,02), 0 vetor de termos independentes é:

F=1[fi]= [y f@)pi(x)de + Mgi(z)|  +

_ w=ls (3.2.33)
_le(‘r) L i=0,1,2
e a matriz de rigidez simétrica é
la
K = [k;] = / Elg] ()¢ (x)d. (3.2.34)
0

Matricialmente, o sistema linear equivalente é simplesmente, se f(x) = f com f
constante:

A, 62 8B ¢ LF 4 201, — VI2

EI| 612 1213 1812 e p=4 LF4sM2 VB §.  (3.2.35)
122 - _ -
8l 18l I3 C2 L F 4 ahE - Vi

Para simplificar os algebrismos, far-se-4 f = 0, dai segue-se que a solugao em
termos das coordenadas generalizadas U = (co, ¢1,c2) €
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¢ = %701 - MQEV[ = ey = 0. (3.2.36)

E, por fim, a solugao aproximada é:

V . M-
uh(w)76E1x +—Er % (3.2.37)

que evidentemente coincide com a solugao exata.

3.2.3 Funcgoes de Forma de Hermite

Intimeras variantes da formulacao de erros ponderados sao possiveis de serem ide-
alizadas, modificando-se, e.g., as fungoes de forma da base de solugoes admissiveis.

Para bem entender tais modificagoes, fixe-se a base de Hermite para compor o
conjunto 8 = {Hy, Hy, Ha, H3} em que

Ho(z) =1 -3+ 2%,
To kS
Hl(x):zf%x + &,
e Ty (3.2.38)
Halw) =5 =35
Hy(z) = -2 4+ 2.

Observa-se que, por definicao de Interpolacao Hermitiana em 1D, a base supra-
referida satisfaz

H(0) =0, H3(0)=0, Hx(ly)=1, Hj(ls)=0, -

Dai, a interpolante cinematicamente compativel com a condicao de vinculagao
da viga mono-engastada é representada por:

up(z) = uHy(z) + 0H, () + ug Ho(z) + uz Hz (), (3.2.40)

em que u e 6 sao os deslocamentos e rotagao prescritos no extremo engastado de
abscissa x = 0.
A derivacao formal das func¢oes de Hermite mostra que

H2
HY

3 X

Hy(w) =~ + 5.
Hi(x) = -t %v
o ol 3.2.41
//(x) _ 6 12 ( )
() =
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Notando que existem simplesmente dois graus de liberdade que sao us e uz e
selecionando para fungoes de ponderagao w = {Ha, H3}, entdo, a formulagao de
erros ponderados de Galerkin implica, VH;,j = 2,3,

(EI fél Hé/(x)H]’/(x)dx)uQ + (EI fét Hé/(x)Hé/(m)d.%‘)ug) =
e — -
Jo© f@)H;(z)dz — VH;(l,) + MHj(l:)— (3.2.42)
EI [ Hg(x)H;’(x)dx)u - (EI Joe H{'(x)H;'(x)dx> 0.
Para simplicidade de explanagao, assumir-se-4 que a carga uniformemente dis-
tribuida f : [0,/;] — R ¢é identicamente nula e para uma viga mono-engastada,

u = 60 = 0. Logo, usando as propriedades da interpolante de Hermite, tem-se que,
VH;,j =2,3,

<EI Jor HgHJ’.'dx) uy + <EI o Hg’HJ’-’das) uy = —VH;(ly) + MH}(1,).(3.2.43)

Desenvolvendo o calculo das integrais definidas anteriores, o conjunto de equagoes
lineares em uo e u3 posto matricialmente equivale ao sistema linear se [, = 1:

a2 2z} -{ 3 F)E) e

Com w = 6 = 0, resolvendo-se para as incognitas us e ugz, obtém-se

_ 1 (M
Uz = g7\ 2

w|<|

(3.2.45)

_ 1 i
Ug—ﬁ M_*

v

Portanto, a solugao aproximada é dada por

o) = [ (B - )]t 20+
“{];I (M— ‘Q/H (o + 7). (3.2.46)

A solugéo exata da EDO da viga sem carga externa (f(x) =0, Vz € [0,1]) é

Vo M-VI\ o =  _
u(x)—6EIx +( Yol )x + 0z + w. (3.2.47)
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Um algebrismo simples prova que a solugao exata e a solucao aproximada sao
coincidentes se condicdes iguais sobre @, 6 e I, sdo prescritas.

Possibilidades sem-limite para a criacao de func¢oes de forma sumariza o quao
atrativa é a modelagem numérico-computacional centrada nas generalizagoes do
Método de Erros Ponderados. Propriedades de ortogonalidade das fungoes de forma
e conformidade, combinadas a conservagao da estrutura matricial das formulagoes
discretas, conduzem a Funcoes de Forma Hierdrquicas que sao determinantes na
idealizacao da Versao-p do Método de Elementos Finitos. A nocao de fungoes
hierarquicas fundamenta-se em gerar uma sequéncia numérica de aproximagoes em
que o calculo numérico-matricial usa calculos computacionais precendentes, uma
vez que o refinamento subsequente é definido por uma composicao aditiva, e nao-
destrutiva, com graus de liberdade hierarquicos.

Em conclusao, a versatilidade da analise numérica de EDO e EDP via Métodos
Discretos esta associado fortemente a criacao de fungoes-base que respondem em
conformidade com a Fisica do fendomeno, dando significAncia aos graus de liberdade.

3.3 Notas Histoéricas sobre Boris Grigoryevich
Galerkin

Boris Grigoryevich Galerkin é um preeminente Engenheiro Estrutural bielo-russo,
nascido em 1871 em Polotsk. Em 1893, Galerkin iniciou estudos no Departamento
de Mecanica do Instituto Politécnico de St. Petersburg. A semelhanca de gradu-
andos contemporaneos seus, Boris envolveu-se em ativismo politico e uniu-se ao
Partido Social-Democrata que transformar-se-ia posteriormente no Partido Comu-
nista Russo.

Galerkin obteve uma catedra no Instituto Politécnico de St. Petersburg em 1908
e naquele mesmo ano publicou seu primeiro artigo cientifico no jornal Transactions
do instituto supracitado.

O artigo intitulado A theory of longitudinal curving and an experience of longitu-
dinal curving theory application to many-storied frames, frames with rigid junctions
and frames systems compunha-se de um texto tao extenso quanto o titulo e perfazia
130 paginas. O Instituto Politécnico de St. Petersburg era um lugar formidavel,
e Galerkin estava cercado por cientistas colossais igualmente notéaveis como I1.G.
Bubnov, A.N. Krylov e S.P. Timoshenko.

Ponto aureo na biografia desse expoente da Andlise Numeérica é a publicagao de
um artigo em 1915 acerca de métodos de solugao aproximada de problemas de valor
de contorno para a Equacao Diferencial das Placas.

O método descrito por Galerkin centrava-se objetivamente em resolver equagoes
diferenciais e associava-se a principios variacionais da Engenharia Estrutural, mas
que posteriormente mostrar-se-iam de tal generalidade que unificaria e sistemati-
zaria a analise numérica de problemas de Fisica-Matematica via Métodos de Ele-
mentos Finitos. Entre 1917 e 1919, Galerkin publicou uma série de artigos técnicos
sobre flexao de placas triangulares e retangulares em peridédicos e jornais cientificos
como FEngineering News e Russian Academy of Sciences Transactions.
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Eleito em 1928, Galerkin integrou a Academia Russa de Ciéncias, posigao que
simbolizou a significincia técnico-cientifica de seus artigos e a singular notoriedade
intelectual que gozava entre seus pares. Galerkin lecionava Teoria da Elasticidade
no Instituto Hidrotécnico e no de Engenharia Industrial e Civil. Sua figura singela
e humana contrastava com a autoridade incomparavel de ilustre cientista russo do
século XX.

Boris Grigoryevich Galerkin morreu em 1945, mas a generalidade de suas teo-
rias e dos fundamentos do Método de Elementos Finitos continua viva, atual e
imutavel[4].



Capitulo 4

Exercicios

1. Resolver pelo Método de Diferengas Finitas a EDO

() =1, Vax € (0,1)
u(0)=0

u'(0) =

u'(1)=1

u(1)=1

com a parti¢ao de (0, 1) condicionada ao ntimero minimo de graus de liberdade.

2. Resolver pelo Método de Diferengas Finitas a EDP das Placas

_ 9%u
 9n?

Viu=1, V(z,y)€ (0,1)x(0,1)=Q

‘SQ [2}9)

0% & o contorno poligonal de Q = [0, 1]%. Faga h, = h,,.

3. Resolver pelo Método de Diferengas Finitas a EDP de Poisson com condigao de
Neumann

VZu=1, V(z,y) € (0,1)x (0,1)=Q,
gul =1
I loq

)

9% & o contorno poligonal de Q = [0, 1]%. Faga h, = h,,.

4. Deduzir a formulagao de erros ponderados simétrica, continua e discreta para a

EDO
() =1, Vxe(0,1)
u(0) = u/(0) = u'(1) = u"(1) = 0.

Selecionar uma base polinomial admissivel com trés fungoes de forma e comparar a
solucao aproximada com a solucao exata.
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5. Deduzir a formulagao de erros ponderados simétrica, continua e discreta para a
Equagao Biharménica
Viu(z

o =
o0

~

g 0

1, V(x,y) € (0,1) x (0,1),

=0.
aQ

99 é o contorno poligonal de Q = [0, 1]2. Selecionar uma base polinomional admis-
sivel com trés fungoes de forma e escrever a formul¢ao matricial associada.

6. Deduzir a formulagao de erros ponderados simétrica, continua e discreta para a
EDO de quarta ordem com condigoes de contorno de Robin

u () =1, Ve (0,1),
u(0) =0, u'(0) — " (0) =0,
u(1) =0, ' (1) +u”(1) = 0.

7. Resolver a EDO dada pelo Método de Colocacao Pontual e pelo Método de
Colocagao por Sub-dominios, usando fungoes de forma polinomiais pré-selecionadas.

u’(z) =1,Vz € (0,1)
u(0) = u(l) =0.

Comparar as solugoes aproximadas com a solugao exata.

8. Resolver a EDO dada, pelo Método de Galerkin com um conjunto de fungées de
forma polinomiais,

u'(z) +u=1, Vze(0,1),

u(0) =0, u'(1) = —u(l).

Comparar as solugoes aproximadas com a solugao exata.

9. Resolver a EDO pelo Método de Minimos Quadrados, usando uma base de
funcoes de forma compativeis com a vinculagao,

u' —u=-1,Vz e (0,1),
u(0) = u(1) = 0.

Comparar as solugoes aproximadas com a solu¢ao exata.

10. Deduzir a formulacao de erros ponderados para a Equagao de Poisson com
condicao mista
Viu=f, V(z,y)eN

U
O,

ou —

= =q+ plu—u

an 00, 7+ 8( 0)

em que JS) é ocontorno de £ com 092 = 9, U 9, I8, N O, = ¢.
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11. Mostre que o operador Laplaciano discreto obedece a

2 1
Va3l = g (Uit i+ Ui 1 + i1 —i Uiy — 4 )+

]
% | 9% *u *u 4
~13 [oat T Oamage + 5yt |, +OM.
12. Mostre que o operador biharménico discreto é

4 ~ 1
Viul = gr(uiczy = 8uioyj — 8tipr; + Uitej + iy — 8uij1 — 8ui s+
2,3
+U7;7j+2 + 2ui+1,j+1 + 2ui+17j_1 + 211,1'_17]‘_1 + 2ui_1,j+1 + QOum’).

13. Mostre que o operador biharménico discreto unidimensional é

1
= F(ui_»,_g —duipq + 6u; — dui—1 + ui—2).
14. Mostre que o operador de terceira ordem discreto unidimensional é

d® 1
e F(uiJrg — 3ui+2 + 3u7;+1 — 4ul)

15. Resolver a Equagao de Laplace com condigao de contorno de Dirichlet nao-
homogénea descritos por

V(z,y) € Q=(0,1) x (0,1),

Viu(x) =0,
2ty

u‘ =z
aQ
em que 0f2 é o contorno poligonal de 2. Definir a interpolante como a expansao de
trés termos de fungoes de forma harmonicas dadas por

up(z,y) = c1 + ca(x? —y2) + 03(1"4 — 62%y? + y4).

a) Provar que V2u;, = 0 e, entdo, aplicar o Método de Colocacao Pontual usando
os pontos médios dos lados em 0f).

b) Aplicar o Método de Minimos Quadrados Discreto, usando o conjunto de pontos
P, composto pelos vértices de € e os pontos médios dos lados do contorno 9€2 como
dados, para extremizar o erro

E(c1,2,¢3) = Z [un (i, yi) — af — yi]*.
(zi,y:)€P

¢) Aplicar o Método de Minimos Quadrados Continuo sobre a curva poligonal 9
para extremizar o erro

Blev,caes) = [ [un(o.y) —* 2 Pdudy.
o0
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d) Aplicar o Método de Erros Ponderados de Galerkin com % = ¢% o’ onde a

base de fungdes de forma é 3 = {¢$}}3_, = {1,2%—y?, 2* —62%y>+y*}. Observar que
a parte do erro ponderado relativa ao dominio é nula e, portanto, deve-se resolver
simplesmente:

Joalun(z,y) — 2% — y?]e%ds = 0, Vo

16. Determinar as fungoes de forma hierarquicas unidimensionais {N;(£)}7_; sobre
[—1,+1], definidas por:

N1 (&) = Lo(§), Na(§) = La(§),

chamadas de fun¢oes de forma externas ou modos externos, Ly e L1 sao os polindémios
de Lagrange lineares em [—1,+1] com 29 = —1 e 11 = +1; e N;(§) = ¢;_1(), i =
3,4,...,p+ 1, chamadas de fungoes de forma internas ou modos internos, definidas

por:
/2'_1 +& '
¢J(§): ]2 / ijl(S)dS, j:2737"’7
-1

e P;_1 & o Polinémio de Legendre.

Mostre que {N;(&)}3_, = {%,%, 2%5(52 - 1)} Calcular a matriz de

rigidez definida por

+1
K = k] = / NI(€)N(€)de

-1

de ordem 2 e ordem 3, e mostrar que

1 !

1 ]_ 71 2 2
K2><2:2|:_1 1 ]€K3><3: *% % 0
0 0 1

Concluir, entao, sobre o arranjo hierdrquico matricial de K.
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