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Prefacio

Um dos aspectos mais importantes na implementacdo em compudar de algoritmos
em grafos é a escolha de uma representagcdo adequada para osmes. A decisao
sobre como armazenar o grafo na memoria precede a implemengéo propriamente
dita do algoritmo em uma linguagem de alto nivel, uma vez quedependendo da
forma escolhida, as opera¢Bes sobre o grafo terdo implemagbes distintas. Con-
seqlentemente, uma escolha bem feita pode representar stdoscial melhoria na
complexidade nal do algoritmo, tanto do ponto de vista do epaco ocupado quanto
do tempo de execucdo.

No entanto, os curriculos regulares dos cursos de matematiceomputacgao e en-
genharia, tanto de graduacédo quanto de pdés-graduacédo, nenermpre contemplam,
com os devidos detalhes, a teoria algoritmica de grafos nassdiplinas que oferecem.
Por esta razdo, julgamos de interesse a apresenta¢cdo de unxtie sobre represen-
tacdes computacionais de grafos.

No Capitulo 1, sdo introduzidos conceitos basicos em teorisedgrafos, necessarios
ao entendimento do restante do texto. As representagfes tracionais para grafos
arbitrarios sdo aqui revistas. Além delas, estudam-se repsentagfes mais compactas
para familias de grafos satisfazendo restri¢des.

No Capitulo 2, tratamos da codi cacdo de Prifer para arvores,que permite
representa-las através de uma seqiiéncia de vértices. A impéncia histérica desta
representacdo reside no fato de ela haver sido de nida em 1894e forma puramente
matematica, sem relacdo alguma com propésitos computaciais. O codigo obtido é
utilizado na solucéo de problemas sobre geragdo e contagerarp arvores irrestritas
e com restri¢des.

No Capitulo 3, para os grafos cordais, apresentamos a repregacao por con-
juntos de adjacéncia restritos, baseada no conceito de esgma de eliminacdo per-
feita, que é fundamental na caracterizagdo da familia. Atraés desta representacao,
determinam-se e cientemente, para um grafo cordal, o tamaho da maior clique, o
ndmero cromatico, uma coloracdo 6tima, um conjunto indepedente maximo e uma
cobertura minima por cliques.

No Capitulo 4, a familia dos grafosk-caminho, subfamilia dos cordais, é apre-
sentada e um codigo para a familia é determinado. Este codigé mais compacto
do que a representacdo estudada no capitulo anterior.

Como pré-requisitos ao acompanhamento do presente textosperamos do leitor
certa familiaridade com estruturas de dados basicas (lisssem suas diversas moda-

7



lidades). Todos os algoritmos s@o apresentados em pseudddigo, de forma que
a implementacéo em linguagens de programacéo de alto niveé sié com relativa

facilidade. Sao igualmente requeridos conhecimentos a@ar das complexidades de
tempo e espaco de um algoritmo, expressas nas notagfes usu@, e . No que

concerne ao conhecimento matematico, a teoria basica de dgantos e funcdes, bem
como nocgdes de combinatéria elementar séo su cientes.

Para nalizar, gostariamos de prestar nossos sinceros agilacimentos a SBMAC,
pelo espaco concedido para divulgagéo deste material, frotde nossa experiéncia
como professores da area. Este trabalho recebeu o apoio do CtjRtravés da bolsa
301068/2003-8 concedida ao primeiro autor.

Rio de Janeiro, 28 de junho de 2006.

Lilian Markenzon
Oswaldo Vernet



Capitulo 1

Introducao

Neste capitulo séo introduzidos alguns conceitos basicoslativos a teoria de grafos
e estudadas as principais representagdes.

1.1 Conceitos Basicos

Um grafo ndo orientada ou simplesmentegrafo, € um parG = (V, E), ondeV é um
conjunto de vértices e E € um conjunto de arestas cada aresta € um subconjunto
de V com 1 ou 2 vértices. Dada uma arestdv,wg 2 E, os vérticesv e w sao
denominadosextremidadesda aresta; dizemos também que a arestacide sobre os
vérticesv e w. Uma aresta unitéria, da forma fvg, é denominadalago.

Os grafos que consideramos neste texto sao nitos (possuenmunimero nito de
vértices) e ndo possuem lacos. Usaremos sempre as convengbesjVj em = JEj.

Geometricamente podemos visualizar um grafo através de unoajunto de pontos
sobre uma superficie, representando os vértices; arestasrespondem a segmentos
de curvas interligando os pontos que representam suas extrédades.

bV e ¥ Vi
A @ @
A @ @
A @ @
a Vv Aic d M @v9 @V n

Figura 1.1: Representacdo geométrica do grafoG = ( V; E)

Na Figura 1.1 vemos representado o graf@&c = (V,E), onde o conjunto de
vérticesV = fa,b,c,d,e, f,g,hg e o conjunto de arestast = ff a,bg,fa,cg,fb,cg,
fd,eq, fd, fg,fd,gg,fe, fg,fe,gg,ff,gg,ff, hg,fg, hgg
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Dois vértices sdoadjacentesou vizinhos quando séo extremidades de uma aresta.
Os vizinhos de um determinado vérticev 2 V integram o conjunto de adjacéncia

Adjc(v)= fw2V jfv,wg 2 Eg.

A cardinalidade jAdjg (v)j € denominadagrau dev, denotado pordg (v). O subscrito
G sera omitido sempre que o grafo estiver subentendido no carto. No grafo da
Figura 1.1, o vértice f tem como vizinhosAdj (f) = fd,e,g,hge seu grau &(f) = 4.

Um caminho em G = (V,E) € uma sequéncia constituida pok > 0 vértices
[Vi,Vv2,...,v] tal que: ouk =1 e o caminho é unitario ouk > 1 efvj,vi+19 2 E,
parai =1,...,k 1. Em ambos os casos, @omprimento do caminho ék 1.
Um caminho é dito simples se os vértices que o constituem sdo todos distintos.
Um ciclo € um caminho de comprimento maior ou igual a 3 em que 0 primeiro
e 0 ultimo vértices coincidem. Umciclo simples € um caminho de comprimento
maior ou igual a 3 em que somente o0 primeiro e o Ultimo vérticesoincidem. Um
grafo que ndo possui ciclos é ditaciclico. Um caminho (ciclo) hamiltoniano € um
caminho (ciclo) simples que contém todos os Vvértices do gmaf No grafo da Figura
1.1: [f, h,g,d, f,e] € um caminho ndo simples (o vérticef se repete) de comprimento
5, [f,h,g,d, e] € um caminho simples de comprimento 4 ¢, f, h,g,e,d] € um ciclo
simples de comprimento 5.

Um grafo G°= (V% E9 ¢é subgrafode G = (V,E) quandoV® V eE® E.
Dado um subconjunto de vérticesS V, denominamos

G[S]=(S,ff X,yg2 Ejx2 S"y2 Sg)

o subgrafo deG induzido por S. Em outras palavras, G[S] € o subgrafo deG que
tem S como conjunto de vértices e possui todas as arestas @ com extremidades
pertencentes aS. Dizemos queS é umaclique quando G[S] for um grafo completq
isto é, possuir todas as arestas possiveis. Untaclique, t 1, é uma clique de
cardinalidade t. Na gura 1.1, o subgrafo induzido por S = fd, f,g,hg é

G[S]=(fd,f,g,hg,fd, fg,fd,gg,ff,gg,fg, hg),
gue ndo é completo. Ja&S = fa,b,cg € uma 3-clique, pois induz um subgrafo
completo.

Um grafo éconexoquando existir pelo menos um caminho entre cada par de vér-
tices; do contrario, € dito desconexo O grafo da Figura 1.1 é desconexo, possuindo
duas componentes conexas

O Teorema 1.1 nos diz que o somatério das cardinalidades dosrjuntos de
adjacéncia referentes a todos os vértices de um grafo € igumb dobro do nimero de
arestas.

Teorema 1.1. Para qualquer grafoG = (V, E), vale a igualdade:
1

iAdj(v)j = 2m.
v2Vv

Demonstracdo Basta ver que cada aresta contribui com 2 unidades para o so-
matorio dos graus. O
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1.2 Familias de Grafos e o Problema do Reconheci-
mento

O conjunto de todos os grafos que satisfazem uma dada propdade constitui uma

familia de grafos. Existem, na literatura, diversas familias que v sendo, ao longo
do tempo, exaustivamente estudadas: os grafos planares (agjes que podem ser
desenhados sobre uma superficie plana sem que as arestas rszeam), os grafos
hamiltonianos (aqueles que possuem um ciclo simples conidm todos os seus vér-
tices), dentre outros.

Normalmente a de nicdo de uma familia consiste em mencionar @ropriedade
satisfeita pelos grafos que a constituem, exatamente comozemos nesses dois e-
xemplos. Em varios casos, esta propriedade pode ser acrakride novas condigdes,
originando propriedades mais especi cas, que de nensubfamilias Tomemos, por
exemplo, a familia dos grafos conexos, que satisfazem a prmulade de haver pelo
menos um caminho entre qualquer par de vértices. Se acrestammos a essa pro-
priedade a condicéo de o grafo nédo possuir ciclos, de nimos familia das arvores,
uma subfamilia da familia dos grafos conexos constituida payrafos que, além de
conexos, sdo aciclicos.

Quando uma nova familia de grafos € de nida, um importante poblema com-
putacional a ser resolvido é o daeconhecimentg que consiste em obter um algo-
ritmo para veri car se um grafo qualquer, dado como entrada,pertence a familia
em questdo. A saida de um algoritmo de reconhecimento €, pamto, de natureza
booleana: sim ou néo.

Em alguns casos, veri car diretamente se o grafo dado satiaz ou ndo a pro-
priedade que de ne a familia conduz a algoritmos de reconh@uento ine cientes
ou mesmo impraticaveis de serem implementados. Isto ocorr@or exemplo, com
a familia dos grafos planares (aqueles que podem ser desedbs em uma superfi-
cie plana sem cruzamentos de arestas). Utilizar esta propriade certamente néo
conduz a um algoritmo de reconhecimento. Devem, portanto, & pesquisadasca-
racterizagfes adicionaispara a familia, demonstrando-se novas propriedades equi-
valentes aquela utilizada na de ni¢cdo. No caso dos grafos pteres, a primeira destas
caracterizag6es adicionais que surgiu foi o famoso Teorendg Kuratowski.

1.3 Esquemas de Representacdo para Grafos

Vimos, na secéo inicial deste capitulo, que um grafo é de nidatravés de um par
de conjuntos: ao primeiro pertencem os vértices e ao segundas arestas. Por-
tanto, para explicitar um grafo segundo a de ni¢cdo, devem semencionadosn+2m
simbolos, correspondentes aos vértices e asm arestas (pares de vértices).

Um esquema de representacdoonstitui-se de regras que conduzem a uma ma-
neira alternativa de individualizar grafos, na qual se evia a mencao explicita dos
conjuntos de vértices e arestas. O resultado obtido pela ajgh¢do de um esquema
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a um grafo é chamadorepresentacdopara o grafo. A partir dela, os conjuntos de

vértices e arestas que de nem o grafo sendo representado @ew poder ser deduzidos
sem ambiguidades. Existem esquemas de representacéo gsraiplicaveis a grafos
arbitrarios (que ndo satisfazem nenhuma propriedade em espial) e esquemas es-
peci cos para determinadas familias, que s6 podem ser utdados com os grafos que
as integram.

Nesta secdo, analisamos trés esquemas de representacao &atst conhecidos
para grafos arbitrarios. A discussé@o sobre esquemas espeoé sera tema da Secgéo
14,

Esquema de Representacdo Geométrico

O esquema de representacdo mais usual para grafos arbitrés € ogeométrica
segundo o qual uma representacao para um grafd = (V, E) é obtida pela aplicacéo
das seguintes regras:

escolha uma superficie sobre a qual o grafo sera represenvad

escolhan pontos distintos sobre esta superficie, nomeando-os de ado com
0s vértices especi cados env ;

para cada aresta mencionada enk, una 0os pontos correspondentes as suas
extremidades através de um segmento arbitrario de curva sab a superficie
escolhida.

A representacdo de um grafo através do esquema geométrico ggrtanto, um de-
senho, a partir do qual vértices e arestas podem ser visuaidos e os relacionamentos
por eles expressos melhor compreendidos. Evidentementenumesmo grafo admite
inimeras representagdes segundo este esquema.

A area de pesquisa denominadaracado Automatico de Grafostem por objetivo
a concepcdo de algoritmos que produzem, para os grafos foomos como entrada,
representagfes geométricas que obedecem a critérios ds@s, alguns puramente
geométricos, outros estéticos.

Esquema de Representacéo por Conjuntos de Adjacéncia

A representacdo de um grafds = (V, E) por conjuntos de adjacéncia consiste em
mencionar, para todo vérticev 2 V, o conjunto Adj(v), construindo um conjunto
de pares da formaf (v, Adj(v)) j v 2 Vg. Vale observar que esta representacdo é
Unica para um dado grafo.

Em uma representacdo obtida por este esquema, devem ser mamados, ao
todo,  —  —

[+jAdi(V)j]=n+  JAdj(v)j= n+2m
v2Vv v2V

simbolos, o que coincide exatamente com a quantidade menaoiada na de ni¢do do
grafo.
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Esquema de Representacdo por Matriz de Adjacéncia

E também possivel representar um graf@ = (V, E) por uma matriz de adjacén-
cia, que é uma matriz simétrica 0 1 A,, , obtida da seguinte maneira:

de na uma bijecdow : f1,...,ng! V, o que corresponde a numerar sequen-
cialmente os vértices a partir de 1,

paral i<]J n,dena
1

[

Loy —— , sefw(i),w(j)g 2 E;
AGD=AGD= o sefu(i) o(i)g 6E.

Em outras palavras, recebem o valor 1 as entradas da matriz pa as quais existe
aresta entre o par de vértices correspondente; as demais edem o valor 0. A repre-
sentac&o obtida por este esquema exige a mencaomfer n simbolos, correspondendo
as entradas da matriz e a funcaan.

QuandoV = f1,...,ng, a bijecdo mais apropriada a considear é, evidentemente,
a funcéo identidade. Neste casay ndo precisa ser representada, sendo economizados
n simbolos.

1.4 Esquemas Especi cos de Representacéo

Para algumas familias particulares, é possivel conceberggemas que conduzem a
representacdes mais compactas do que as obtidas através desjuemas analisados
para grafos arbitrarios.

Consideremos, por exemplo, a subfamilia dos grafos conexosjos vértices pos-
suem grau 2. Uma caracterizagéo equivalente seria dizer ques grafos integrantes
desta familia s@o ciclos simples desprovidos de arestas éntores (cordas). Logo,
grafos comn vértices pertencentes a esta familia possuem exatamentearestas. O
esquema de representacao por conjuntos de vizinhos exigeprfanto, a mencéo de
n+2n = 3n elementos. Um esquema alternativo mais compacto para represtar
tais grafos é utilizar uma seqiiéncia den vértices, dispostos na mesma ordem em
gue guram no ciclo.

As representacdes oriundas dos quatro esquemas discutido&osilustradas a
seguir para um ciclo com 5 vérticesa, b, ¢, d e e. Observe que a representacdo
através de uma seqiiéncia de vértices ndo é Unica; o mesmo grafo poderia ser
representado por outras sequéncias, coma, b, e, d, c] ou [c,d, e, b,a]. Tampouco as
representacdes geométrica ou por matriz de adjacéncia samidas.

De ni¢&o do grafo:
G =(fa,b,c,d,eq,ff a,cg,fc,dg,fd,eg,fe, bg,fh,agg)

Representacdo Geométrica:
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a

\

@

@
@
bV @v¢
A

A
A
ede

Representagéo por Conjuntos de Adjacéncia:

f(a,fb,cg),(b,fa, eqg),(c,fa, dg),(d,fc,eq), (e fh,dg)g

Representacdo por Matriz de Adjacéncia:

—1 1
a b c d e
a0 1 1 0 O
_ _ 1 0 0 0 1
w=[a,b,c,de] A= 1100 1 0
¢lf0 01 0 1
el0 1 010
Representacdo Especi ca:
[a,c,d, e D]

E fundamental que, a partir de uma dada representacéo, a de igéo original do
grafo possa ser restituida sem ambiglidades. Considerema® exemplo anterior,
a representacdo especi ca através de uma sequéncia. A partilela, a de nicao
original do grafo pode ser obtida da seguinte maneira:

o conjunto de vértices € composto por todos os elementos dags€ncia;

o conjunto de arestas é constituido pon 1 subconjuntos contendo elemen-
tos consecutivos da sequéncia e um subconjunto constituideelo primeiro e
ultimo elementos.

1.5 Armazenamento de Grafos em Memoria Prin-
cipal

A utilizacdo computacional de grafos, quer como objeto prigipal a ser manipulado
por um algoritmo, quer como estrutura de dados auxiliar, exje o armazenamento
dos mesmos total ou parcial nha memodria principal do computadr. Cabe ao im-
plementador escolher, dentre as representacdes possive@a os grafos com que ele
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vai trabalhar, aquela que melhor se adequa as necessidades algoritmo a ser im-
plementado. E evidente que acompacidadeé um fator importante, principalmente

se o grafo a armazenar possui milhares de vértices ou reduaidiensidade (relagao
m/n). Entretanto, dependendo das opera¢fes que o algoritmo nessite realizar
sobre o grafo, a economia de memoéria pode ser sacri cada emgbrde um melhor
desempenho para algumas dessas operacées.

Como exemplo, citamos os algoritmos que precisam decidir,me determinados
pontos, se existe uma aresta interligando um dado par de véides. Sendo o grafo
representado por conjuntos de adjacéncia, esta operacaor&etraduzida por um
percurso sobre o conjunto de vizinhos de um dos vértices dasloa procura do outro
vértice. A mesma operagéo traduz-se simplesmente na insgg de uma entrada da
matriz de adjacéncia, caso o grafo esteja assim armazenadémbora a primeira re-
presentacao requeira menos memdria, a segunda pode ser prafa se tal veri cagédo
ocorrer com signi cativa frequéncia durante a execuc¢éo do lgoritmo.

As duas formas de armazenamento que estudaremos derivam diaenente dos
esquemas de representagdo apresentados na segdo anterior.

Armazenamento por Listas de Adjacéncia

O armazenamento em memoria principal porlistas de adjacénciadecorre do
esquema de representacdo por conjuntos de adjacéncia. Cate em uma estrutura
ortogonal em que os noés da lista principal (vertical) armazeam informacgdes sobre
os vértices do grafo; de cada um deles emerge uma lista secénd (horizontal),
que possui um noé para cada vizinho. Na Figura 1.2 vemos uma iltre¢do do
armazenamento por listas de adjacéncia do grafo da Figura 1.

Figura 1.2. Armazenamento do grafo da Figura 1.1 por listas de adjacéncia

Em uma implementagéo real, é evidente que os nds das listascsmdarias de-
vem conter ndo os nomes dos vértices vizinhos, mas ponteirpara os nos da lista
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principal que os representam. A lista principal poderé ser eqiencial ou encadeada,
dependendo do tipo de problema a ser tratado: se o grafo sofr@or exemplo,

acréscimo de vértices ao longo do processamento, pode seemessante optar pela
organizacdo encadeada.

Se o grafo a ser armazenado possni vértices em arestas, havera exatamente
n nos na lista principal e 2m noés nas listas secundarias. O espaco consumido é,
portanto, O(n + m).

Armazenamento por Matriz de Adjacéncia

O armazenamento pormatriz de adjacéncia consiste em manter na meméria
principal a matriz simétrica 0 1 A, , obtida através do esquema de representacao
ja estudado. SeV = f1,...,ng for o conjunto de vértices do grafo, ndo € necessario
armazenar a correspondéncia entre os vértices e seus numgralo contrario, esta
informacdo devera ser mantida em uma estrutura a parte.

Arigor, A deveria ser tratada como uma matriz debits, j& que os valores possiveis
para suas entradas séo apenas 0 e 1. Entretanto, como a mamridas linguagens
de programacéo de alto nivel ndo suporta confortavelmente de nicao e o acesso a
variaveis de tamanho inferior a umbyte na pratica, A é implementada como uma
matriz de n? bytes

Por se tratar de uma matriz simétrica cuja diagonal principd contém zeros
(pois estamos supondo que os grafos aqui tratados ndo possuéacos), € possivel

. 2
dispensar o armazenamento dé“;—”) elementos deA, mantendo em um vetor na

. 2 . . . .
mem©éria apenas os(”T”) elementos subdiagonais, como ilustra a Figura 1.3.

2ffaz1| O

3jl@s1|as2| O

5(|8s51 (852|853 [As4 | O

6||A61 |62 |A63 |A64 |65 | O

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

B ’azl|a31|a32|a41|a42|a43|a51|asz|a53|as4 aellaezlaes 3-64|3-65‘

Figura 1.3. Armazenamento compacto da matriz de adjacéncia, quando n = 6

- 7 z . 2 . ~
A idéia é armazenar consecutivamente em um vetoB de w posicdes as
porcdes subdiagonais das linhas d&. Dados os valoresdéej,sendol j<i n,
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relativos a um elemento deA, a posicdo correspondente no vetoB é obtida pela

expressao:
_ @ na o2 .
k= — +j.
Reciprocamente, dadok, determinamosi e j da seguinte maneira:
1 p 1
. 3+ 8 7 . i DI 2
i= — ej=k —

A quantidade de memoaria ocupada pela matriz de adjacéncia atamente independe
do nimero de arestas do grafo, consumindo espa(n?).

1.6 Leitura de um Grafo para a Memoaria

Um problema freqiiente enfrentado por programadores que impimentam algoritmos
em grafos é o da inicializacdo das estruturas de armazenanterpara um grafo com
informacgBes oriundas de fonte externa, normalmente um arguo ou de uma base
de dados.

O ideal é que a leitura do grafo, acompanhada da respectiva icializacdo das
estruturas que o armazenam, possa ser implementada em tem@@(n+ m), propor-
cional ao tamanho do grafo. Quando se utilizam listas de ad@éncia, esta comple-
xidade pode ser facilmente garantida se toda insercdo nasstas secundérias (ho-
rizontais) for realizada em tempo O(1), o que pode ser conseguido, por exemplo,
inserindo-se novos nds sempre no inicio destas listas.

Entretanto, quando a representacdo escolhida é por matriz @ adjacéncia, €
necessario inicializar amn? posicées, atribuindo o valorl aquelas que correspondem
a Vértices interligados e0 as demais. Assim sendo, qualquer algoritmo que utilize
esta representagdo possuirda um passo inicial de complexiia ( n?), acarretando
( n?) para a complexidade total, o que é indesejavel quando se reggentam grafos
esparsos.

Um engenhoso raciocinio, proposto por Aho, Hopcroft e Ullman, penite evi-
tar a inicializacdo das posicbes que contém zeros. A idéia éabalhar com uma
matriz simétrica M , , de inteiros (em vez debyteg, juntamente com uma lista
sequencialL, denominada lista de certi cados, cujos elementos s&o subconjuntos
de 2 vértices. A leitura do grafo, supondoV = f1,...,ng, é realizada através do
seguinte algoritmo:

Algoritmo 1.1.  Inicializacdo da Matriz de Adjacéncia (Lista de Certi cado s)

p 0

Para cadafi;j g 2 E faca
p p+l;
M) MG P
Lp) f ijg
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Ao nal da leitura, a lista L armazenard asm arestas do grafo. Observe que as
posicdes deM correspondentes a arestas sdo preenchidas com indices parsta L ;
as demais ndo sao inicializadas, permanecendo com algum aglinteiro irrelevante.
O teste de existéncia da arestd i, jg resume-se, portanto, a veri cagdo das seguintes
condicdes:

@ ™M @G5 m~@LM(3Gj)= fijog).
Na primeira delas, é testado seM (i, j) armazena um indice valido para a listal ;
caso positivo, L(M (i, j)) € consultada, devendo conter o subconjuntd i, jg para
gue a referida aresta seja considerada existente.

A complexidade de tempo do Algoritmo 1.1 é claramenteéD(m), o que, depen-
dendo da densidade do grafo (relacdo entre o nimero de arestg o numero de
vértices), pode representar um ganho substancial em relag&a inicializagdo inte-
gral da matriz de adjacéncias. Observe que a complexidade dsspaco permanece
O(n? + m) = O(n?).

1.7 Caodigos

Se, ao utilizarmos um esquema, cada grafo da familia possuima Unica represen-
tacdo, esta é denominada untddigo Neste caso, a correspondéncia entre grafos e
cadigos € biunivoca. O processo de obtencao do codigo para uleterminado grafo
da familia chama-secodi cacdo. A validacdo de um cddigo consiste em determinar
se a ele corresponde um grafo da familia, sem explicitamenexibir tal grafo. A
construcdo explicita do grafo a partir de seu cédigo chamaesdecodi cacéo.

Dentre as possibilidades examinadas neste capitulo, apesa representagdo por
conjuntos de adjacéncia constitui um cédigo para grafos aibrarios, que redunda
em uma representacédo pon + 2m simbolos. Entretanto, para familias especi cas,
€ possivel determinar c4digos mais compactos, como estu@anos nos capitulos que
se seguem.

1.8 Exercicios

1. Apresente, para o grafo da Figura 1.1, sua representacdo pcoonjuntos de
adjacéncia e uma de suas possiveis representacdes por nmtie adjacéncia.

2. Esboce algoritmos para computar o grau de um dado vérticene um grafo
armazenado em memdria principal através de
(a) listas de adjacéncia;
(b) matriz de adjacéncia.
Qual das representacdes acarreta a melhor complexidade dempo para o

calculo do grau de um vértice quando o grafo armazenado € salimente
esparso (quocientem/n baixo) ?
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3. No maximo, quantas representacdes por matriz de adjacérecadmite um grafo
G =(V,E) comjVj= n vértices ? Essas representacdes sado necessariamente
distintas ? Exempli que.

4. Ografo estrelacomn+1 vértices, n > 0, simbolizado porKj.,, tem a seguinte
de nicao:

Kin =(f1,...,n+1g,ff Ligji=2,...,n+10q).

(a) Obtenha uma representagdo geomeétrica qualquer par&.4.
(b) Obtenha a representacé@o por conjuntos de adjacéncia parKj.,.
(c) Que peculiaridade possui a matriz de adjacéncia que repsentaK;., ?
(d) Mostre que o nimero de vérticesn constitui um cédigo para K. .
5. A de nicdo de grafo estrela, dada no exercicio anterior, pessup8e que o con-
junto de vértices seja constituido pelos nimerog, 2,...,n+1, sendon > 0.
Podemos generaliza-la para um conjunto qualquer de vérticeda seguinte

forma: SejamV 6 ; um conjunto qualquer er Z V. O grafo estrela com
centro emr e bordaV é assim de nido:

Sr:V = (frg[ Vaff I’,Vg]V 2 Vg)
(a) Estabeleca uma caracterizacdo pars&,.y baseada apenas nos graus dos
vértices.
(b) Estabeleca um codigo paraS.y e compare com o cOdigo sugerido no
ultimo item do exercicio anterior.

Moral da histéria: na concepcao de cédigos, de nir os grafos da familia em
guestao utilizando como vértices nimeros naturais consetivos a partir de 1
dispensa a inclus@o dos vértices no codigo, bastando menca& a quantidade
deles.

6. SejamV; e V, conjuntos ndo-vazios e disjuntos. Ografo bipartido completo
sobreV; eV, possui a seguinte de nigéo:

Kviv, = (Vi [ Vo, ff v,wgjv 2 Vi w2 Vs0).
(a) Mostre que o grafo estrelaS;, € um caso particular do grafo bipartido
completo Ky, .y, .
(b) Determine, em funcdo dejVij e jV,j, o nimero de arestas déy, .y, .

(c) Mostre que a sequéncigVi, V2] € uma representacdo pardly,.v,. Justi-
gue por que ela ndo é um codigo.

(d) Estabeleca um codigo paraKy,.,, em que seja mencionado o menor
nimero possivel de simbolos.
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10.

11.
12.
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Que vantagens existem em considera&f = f1,...,ng, n > 0, na de nicdo de
um grafo G = (V, E), com respeito ao armazenamento do mesmo em memaria
principal por

(a) listas de adjacéncia ?
(b) matriz de adjacéncia ?

Um vértice de grau 0 em um grafoG = (V,E) é denominadovértice iso-
lado. Descreva as caracteristicas das representacdes por camtjps e matriz de
adjacéncia de um grafo que possui tal tipo de vértice.

Que condic¢éo deve satisfazer um grafo qualqu& = (V, E) para que a mencao
apenas do conjunto de arestas constitua uma representacd@m@m G ? Neste
caso, como o conjunto de vértice¥ seria deduzido a partir deg ?

Considerando a representacao sugerida no exercicio anpr, esboce um algo-
ritmo para armazenar um grafo na forma de listas de adjacénaj supondo que
0 conjunto de arestas deva ser lido de um arquivo texto (um pade vértices
por linha).

Deduza as expressfes apresentadas ao nal da Secédo 1.5.

No armazenamento compacto sugerido para a matriz de adjéocia na Secao
1.5, consideramos a porc¢éo subdiagonal da matriz, dispond®quiencialmente
as linhas em um vetor. O mesmo principio poderia ser aplicadse consi-
derassemos a porcéo sobrediagonal, conforme ilustra a Figul.4.

1| 0 |a12|@13|a14 |15 |A16
2 0 |az23|a24 [A25 [A26
3 0 (@34 |ass|aze
A
4 0 |aus |46
5 0 |ase
6 0
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
B iz |A13 [Au4 |15 |16 |A23 |24 |25 |26 [A34 |35 |A36 | Q45 | Q46 |Ase

Figura 1.4. Uma variante para o armazenamento compacto, quandon =6

Deduza, para esta variante, a expressao que permite obter aopicdok no
vetor correspondente a um element@; da matriz, sendol i<j n. Qual
a vantagem em utilizar o esquema anteriormente sugerido nceito ?
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1.9 Notas Bibliogra cas

Neste capitulo, foram apresentados os conceitos basicos inegcindiveis & compreen-
sdo do texto. Os livros de Diestel [11] e Gross e Yellen [14] eingem, ampla e
sistematicamente, a teoria de grafos. Ja os livros de McHugl], Tarjan [32] e
Szwarc ter [30] abordam, de maneira mais especi ca, aspeos referentes a area de
algoritmos em grafos.

Conhecimentos basicos computacionais, principalmente emstruturas de dados
e complexidade de algoritmos, séo também de grande valia nstdo de represen-
tacOes de grafos. Para uma reviséo, sugerimos o livro de Bisevd e Bratley [5] e,
como texto em portugués, Szwarc ter e Markenzon [31].

O engenhoso armazenamento utilizando a matriz de adjacéreiacompanhada
pela lista de certi cados, mencionado na Secdo 1.6, foi prasto no livro de Aho,
Hopcroft e Ullman [1], como exercicio 2.12 a pagina 71.

Fundamentos e algoritmos relativos a area de Tracado Automato de Grafos
podem ser encontrados no excelente livro de Di Battista eal. [10].



22

Introducéo



Capitulo 2

Codi cacdo de Arvores

Neste capitulo estudaremos o esquema de codi cacdo de arvermais antigo e mais
conhecido: o cddigo de Prifer. Este esquema data de 1918, esaplicacdo imediata
foi a contagem dos elementos da familia. E interessante olrsar como 0 mesmo
conceito € utilizado atualmente também para armazenar arvies na memoria do
computador de maneira a possibilitar a resolucéo e ciente d problemas algoritmi-
cos, como o de geragdo aleatoria.

2.1 Consideracoes Iniciais

Uma arvore € um grafo conexo e aciclico. O Teorema 2.1, encontrado naditatura,
fornece quatro caracterizacdes adicionais para esta faril

Teorema 2.1 ([30]). As cinco a rmativas seguintes sdo equivalentes:

OgrafoT =(V,E) é uma arvore.

T é conexo gEj € minima.

T é conexo gEj = jVj 1

T é aciclico ejJEj = jVj 1.

T é aciclico e para todov,w 2 V, a adicao de uma arestaf v, wg produz um
grafo contendo exatamente um ciclo.

Pelo Teorema 2.1, toda arvore conm vértices possui exatamenten 1 arestas.
Em uma arvore comn 2 vértices, todo vértice v tal que d(v) = 1 é chamado
folha e os demaisjnteriores. No caso especial em qua =1 (arvore trivial) o Unico
vértice é considerado uma folha, embora possua grau 0. E sereppossivel eleger
um Vvértice da arvore comoraiz, tornando-a enraizada

O armazenamento de arvores através de listas de adjacénciara assumido ao
longo deste capitulo durante a elaboragdo de algoritmos. N&s caso particular,
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comom = n 1, o tamanho da representacdo é(n). Em se tratando de uma
arvore enraizada, é usual que o primeiro n6 da lista principla(vertical) corresponda
ao vértice raiz.

Sem perda de generalidade, vamos assumir que todas as an®m@qui tratadas
possuem como conjunto de vértice¥ = f1,...,ng,n 2

2.2 O Codigo de Prufer

SejaT = (V,E) uma arvore e considere o esquema de representacdo dado pelo
seguinte processo iterativo:
inicie com uma sequéncieS de vértices vazia;

a cada passo, remova a menor folha da arvore, acrescentandainico vértice
a ela adjacente ao nal deS.

0 processo encerra-se quando restarem somente duas folhas.
E imediato constatar que este esquema conduz a uma Gnica regsentacio parar ,

armazenada emS, denominadacédigo de Prifer Observe que, quandan =2, S é
a sequéncia vazia. O cddigo ndo esta de nido para arvores triais (n = 1).

Menor folha: 2 Menor folha: 4 Menor folha: 5
Adjacente: 4 Adjacente: 7 Adjacente: 1
S=1[4] S=[4;7] S=[4;71]

Menor folha: 6 Menor folha: 1
Adjacente: 1 Adjacente: 3 Restam 2 folhas
S=[4;71,1] S=[4;7113]

Figura 2.1. Um exemplo de codi cagdo de Prifer

A Figura 2.1 mostra um exemplo passo a passo de como é obtido @digo
[4,7,1,1,3] para a arvore ilustrada.

Para que o esquema de Prufer se aplique a arvores enraizadassta estabelecer
gue o vértice raiz nunca seja removido, ainda que se torne fe durante o processo.
O cadigo de Priifer para arvores enraizadas é composto por 1 vértices, isto é,
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um a mais do que na codi cac@o das arvores sem raiz. Este vécg adicional é a
raiz da arvore e ocupa a Ultima posi¢céo do cédigo.

Sejam duas arvoresT = (V,E) e T?= (V,E), sendo a primeira sem raiz e a
segunda enraizada no vérticen. O cédigo de Prufer da primeira € um pre xo do
cédigo de Prifer da segunda. Isso ocorre porque, nos dois oaso vérticen nunca
€ removido da arvore durante a codi cacdo. Para arvores entiaadas no vérticen,
este vértice ndo € removido por ser raiz e, para arvores semizasempre existe uma
folha menor para ser removida. Por isso, para arvores sem midiz-se que o codigo
de Prifer implicitamente assume o maior vértice como raiz. Br exemplo, a arvore
T = (V,E) (sem raiz) da Figura 2.1 tem codigo de Priifer[4,7,1,1,3] e a mesma
arvore enraizada no vértice 7 tem codigo de Prifef4,7,1,1,3,7].

O Teorema 2.2 e o Corolério 2.1 relacionam a frequiéncia de acéncia de um
determinado vértice no cadigo de Priifer para uma arvore com grau deste vértice.

Teorema 2.2. SejaT = (V,E) uma arvore. Todo vérticev 2 V ocorre exatamente
dr(v) 1 vezes no codigo de Prufer d& .

Demonstracda No processo de codi cacdo, toda vez que se remove uma folha,
adiciona-se ao codigo o (Unico) vértice a ela adjacente. Camtodos os vértices (ex-
ceto os dois Ultimos que restam) séo removidos, serd inserido no cddigo exatamente
dr(v) 1vezes. O

Corolario 2.1. Se um vértice ndo aparece no cédigo de Prifer de uma arvore, est
vértice € uma folha.

2.3 Algoritmos para Codi cacdo e Decodi cacao

O primeiro problema a ser observado ao se tratar de cédigos édm desenvolvimento
de algoritmos e cientes capazes de obter o cddigo correspdente a um determinado
objeto (codi cagéo) e, reciprocamente, reconstituir o obgto a partir de seu codigo
(decodi cacao).

A seguir, apresentamos o algoritmo para obtencéo do codigoedPriifer relativo
a uma arvoreT = (V,E). O método de construcdo ja foi descrito na Secédo 2.2.
O codigo é armazenado na listaCod, inicializada vazia. O conjunto Folhas é
inicializado com as folhas deT e destina-se a guardar os vértices que, ao longo do
processo, venham a tornar-se folhas. A cada passo, a menothi@ v € selecionada;
por ser uma folha, s6 deve haver um vértice adjacente a ela. [8eu este vértice,
gue é adicionado ao m da listaCod. A folha v é removida da arvore e o grau de
u é decrementado de uma unidade. Casa tenha se tornado uma folha, deve ser
inserido emFolhas. O processo se repete até que o conjuntd tenha apenas dois
elementos. Ao nal do algoritmo, a lista Cod contém uma sequéncia corn 2
vértices, que € o codigo de Prifer para arvord = (V, E).
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Algoritmo 2.1. Obtencao do Cdédigo de Prifer

Entrada: Arvore T = (V;E),comV =1f1;:::;ng;n 2
Saida Lista Cod com o cddigo de Prifer;
Inicio

Cod ; ;

Folhas f v2V jdr(v)=1g;

Enquanto jVj > 2 faca

Encontre v, o menor elemento de-olhas; ........ *)
Sejau o Unico vértice adjacente a;
Removav efv;ugdeT; .o, (**)

Adicioneu ao m da lista Cod;
Sedr(u) =1 entédo
Folhas Folhas [f ug;
Fim.

O proéximo algoritmo tem por objetivo a decodi cacdo, ou seja construir a
arvore correspondente a um determinado cédigo de Prifer. §et o tamanho da
seqléncia, armazenada enCod. Como o codigo de Prifer € composto pon 2
vértices, conclui-se quen = t+2 e, portanto, V = f1,2,...,t+2g. Como, no processo
de codi cacao, as folhas da arvore nunca séo acrescentadas eddigo sendo gerado,
o conjunto Folhas deve ser inicializado com todos os elementos dé¢ que nao
pertencem aCod. Inicia-se com o conjunto de arestag& vazio e constréi-se a arvore
pela adicdo sucessiva de arestdsl, vg, determinadas da seguinte forma: Escolhe-se
v como o menor elemento do conjuntd=olhas; v esta ligado ao primeiro elemento
de Cod, o vértice u. Removem-se a folhav e 0 vérticeu; caso este ndo apareca mais
em Cod, isto indica que, para a seqiiéncia que sobrou, este vérticeutna folha. O
vértice u é entdo inserido emFolhas. Apos todos os vértices da listaCod terem
sido analisados e removidos, insere-se a Ultima aresta quedjacente as duas folhas
ainda né&o utilizadas.

Algoritmo 2.2. Obtenc&o da Arvore a partir do Cadigo de Priifer

Entrada: Lista Cod com o codigo de Priifer;
Saida Arvore T = (V:E);
Inicio
n j Cod+2;V f 1,2;:ng;E ;
Folhas f v2V jv62Codg;
Enquanto Cod 6 ; faca
Retire o primeiro elementau da lista Cod;
Encontrev, o menor elemento deé-olhas;
Folhas Folhas f vg; E  E [ff u;vgg;
Se u 62Cod entao
Folhas Folhas [f ug;
/I Sobram 2 vértices em Folhas
E E|[f Folhasg;
Fim.
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2.4 Implementacdo e Complexidade dos Algoritmos

Vamos analisar, de inicio, alguns pontos acerca da implem&atao do algoritmo de
codi cacdo, de modo a garantir sua linearidade.

Primeiramente, a selecdo do menor elemento do conjunt& olhas (assinalada
com (*) no Algoritmo 2.1) pode ser signi cativa na determinacdo da complexidade
do algoritmo, pois pressupde, a principio, uma ordenacéo delementos do conjunto.
Para que esta seja evitada, utilizamos um vetor contendo osrgus correntes dos
vértices. Assim, inicialmente, grau[i] = jAdj(i)j para todo vértice i. A variavel v
armazena sempre a folha a ser removida. O vetagrau é percorrido sempre com
auxilio da variavel i, sendov o proximo vértice encontrado cujo grau seja 1. O
vértice u, Unico adjacente av ainda ndo removido, é determinado percorrendo-se
Adj(v) até encontrar um vértice que possua grau maior que 1. Se < i, u é a
proxima folha a ser processada; do contrario, torna-se a baar o proximo vértice
de grau 1, a partir da posicdo seguinte d.

O segundo ponto a ser discutido é a remocéao do vértice selegamov e da aresta
fv,ug (assinalada com (**) no Algoritmo 2.1). Para evitar que esta remoc¢ao seja
explicitamente realizada, o que implicaria o percurso deAdj(u), os graus dev e u
séo atualizados, re etindo a remog&o.

Algoritmo 2.3. Implementacéo da Codi cagao

Entrada: Arvore T =(V;E),comV = f1;:;ng, n 2,
representada por listas de adjacénciadj dos vértices.
Saida Vetor Cod com a codi cacdo de Priifer;

Inicio
Para i 1,:::;n faca
graufi] j Ad (i)j;
v oo 0;

Para j 1;:::;n  2faga
Sev =0 entdo

Repita v i i+1 até grau[v]=1; ..... *
Paraw 2 Adj (V) faga .....ccoceeeviiiiieiiiiiiieces (**)
Segrau[w] > lentdou w;
Codj] u;

grau[v] 0; graufu] graufu] 1;
Segraufu]=1 andu<i entdo

(VARTR
caso contrario
v 0

Fim.

Para concluir corretamente a linearidade do algoritmo, doé pontos devem ser
observados:

A malha assinalada com (*) é executada sempre que seja necasse localizar a
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proxima folha. Observando que a variaveli inicia o processamento com valor
0 e é sempre incrementada, concluimos que a malha sera exexada menos de
n vezes;

A malha assinalada com (**) é executada uma vez para cada fothv sendo
removida do grafo, realizanqeii] percurso na lista de adjac&ia dev. Ao
total, havera menos do que ,, jAdj(v)j =2n 2 execugdes desta malha,
ja que nem todos os vértices tornam-se folhas.

A implementacao do algoritmo de decodi cagdo é similar e est baseada no fato
de que as folhas sao justamente os vértices que ndo guram nédigo. O vetor freq
é utilizado para armazenar o niumero de vezes que cada vértieparece no codigo.
Desta forma, pelo Corolario 2.1, as folhas sédo os vérticasque possuemfreq[v] =
0. A complexidade do algoritmo de decodi cacdo é tambénO(n), seguindo uma
analise similar aquela realizada para o algoritmo anterior

Algoritmo 2.4. Implementacdo da Decodi cagao

Entrada: Vetor Cod, com o cédigo de Prifer;
Saida Arvore T = (V;E);
Inicio
n j Cod+2;VvV f 1;:::;ng E ;
Codn 1] n;// Arremata o cédigo com o maior vértice

Parav  1;:::;n fagafreq[v] O;
Para j 1;:::;n lfacafreq[Cod[j]] freq[Cod[j]]+1;
i v O

Para j 1;:::;n  1faga
Sev =0 entdo
Repita v i i+1 atéfreq[v]=0;
u Codjl;
E EI[ff u;vgg
freq[u] frequ] 1;
Sefreq[u] =0 andu <i entdo

vV oou
caso contrario
v 0

Fim.

2.5 Contagem e Geracido de Arvores

No restante deste capitulo, analisaremos algumas aplicacéeelacionadas a con-
tagem e geracao de arvores, utilizando o cédigo de Priifer canbase. Estes proble-
mas serdo abordados tanto para arvores irrestritas quanto gra aquelas que satis-
fazem requisitos especi cos, como possuirem um dado nimede folhas.
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Nos algoritmos seguintes, asssumimos a disponibilidade derugerador aleatorio
de nameros inteiros uniformemente distribuidos entrea e b, capaz de produzir cada
um dos nimeros em tempadd(1).

Arvores Irrestritas

Denotemos porT (n) a quantidade de arvores distintas com vértices pertencente
ao conjunto f1,...,ng, n 2. A conhecida expressadol (n) = n" 2 é devida
a Cayley (1889), existindo na literatura varias demonstra@es para ela. A mais
simples parece ser a que utiliza o cédigo de Prifer, conforneTeorema 2.3.

Teorema 2.3. T(n)= n" 2,

Demonstracdo Existe uma relacéo biunivoca entre o conjunto de todas as @ores

cujos vértices sdo os inteiro$ 1,...,ng e o conjunto de todas as tuplas constituidas
porn 2desses inteiros. Como existem, ao todm" 2 tuplas distintas desta espécie,
segue-se o resultado. O

Pelo Teorema 2.3, para gerar o cédigo de Prifer de uma arvoreréstrita com
n vértices, basta gerar uma seqiiéncia aleatoria da 2 inteiros pertencentes ao
conjunto f1,...,ng.

Algoritmo 2.5. Geracdo do Codigo de Priifer de uma Arvore Qualquer

Entrada: n (nimero de vértices);
Saida Vetor Cod com o codigo de Prifer;
Inicio
Parai 1,:::;n  2faga
Cod[i] random(1;n);
Fim.

Uma vez gerado o codigo de Priifer através do Algoritmo 2.5, podeos utilizar
o Algoritmo 2.4 de decodi cagio para obter a arvore corresposiente. E imediato
constatar que este processo tem, em sua totalidade, complelade O(n).

Arvores com Seqiiéncia de Graus Dada

A toda arvore T = (V,E), ondeV = f1,...,ng, n 2, podemos associar uma
seqiiéncia de inteiros em que cada elemento é o grau do vérticerrespondente a
sua posicdo: [d(2), ...,d(n)]. Esta sequéncia é denominadaeqléncia de grausa
arvore.

Para que uma seqiéncia de inteiros [dq,...,dn] seja valida como sequéncia
de graus, i.e., para que seja possivel construir uma arvore e€la correspondente, é
necessario quel; 1, parai=1,...,n,e

1
di =2n 2.
i=1
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E interessante observar que diferentes arvores com a mesmaantidade de vér-
tices podem ter a mesma seqiéncia de graus; entretanto, tex&codigos de Prifer
diferentes. A Figura 2.2 mostra quatro arvores distintas con 7 vértices e seqliéncia
de graus[3,2,1,2,1,2,1].

R R

Figura 2.2. Quatro arvores com seqiiéncia de graus[3; 2;1;2;1;2; 1]
No Teorema 2.4 é determinado o nimero de arvores distintas quebrrespondem
a uma dada seqliéncia de graus.

Teorema 2.4. A quantidade de arvores corm 2 vértices pertencentes ao conjunto
f1,...,ng e que possuem a seqiiéncia de graus valifth, ...,d,] é

(n 2)!
(dp  D'...(dy D1V

Demonstracdo Sendo a seqiiéncia valida, temos que

r 1 1
(d 1)= d n=2n 2 n=n 2
i=1 i=1

O namero total de arvores com a seqiéncia de graus dada corpeside ao nimero
de maneiras de preencher am 2 posi¢des do cédigo com om vértices, de modo
que cada vérticei seja repetidod; 1 vezes. O

O Algoritmo 2.6 implementa a geracédo do codigo de Prifer de umarvore com
n vértices, conhecida sua seqiiéncia de gragdi,...,d,]. O processo resume-se a
atribuir cada vértice i a exatamented; 1 posi¢cdes do cédigo, aleatoriamente es-
colhidas.

A lista sequiencialDisp é utilizada para evitar que a mesma posi¢do d€od seja
escolhida mais de uma vezDisp contém, inicialmente, os indicesl,...,n 2 das
posicdes disponiveis entod e a variavel f armazena o indice da posi¢cdo nal desta
lista (f n 2, no inicio). A cada iteracdo, uma posicadck de Disp é escolhida
aleatoriamente entre 1 ef e o indice nela armazenado determina a posi¢cao eGod
que sera preenchida. Ao nal de cada iteracaoDisp[k] é substituido por Disp[f] e
T € decrementada, indicando uma possibilidade a menos de et



Contagem e Geracéo de Arvores 31

Algoritmo 2.6. Geracdo de Arvores com Seqiiéncia de Graus Dada

Entrada: n (nGmero de vértices),
[d1;:::;dn] (seqUéncia de graus valida);
Saida Vetor Cod com o codigo de Prifer;
Inicio
Disp [L;::;n 2 f n 2
Parai  1;:::;n faca
Repitadi 1 vezes
k  random (1;f);
Cod[Disp[K]] i;
Disp[k] Disp[f];
f f 1
Fim.

-

Sendol[dy, ..., dy] uma seqliéncia valida, temos ;_, (di 1) = n 2e os comandos
da malha interna serdo executados exatamenta 2 vezes. A complexidade total
é, portanto, O(n).

Arvores com Numero de Folhas Pré-Fixado

Interessam-nos, agora, a contagem e geracdo de arvores cajamero de folhas é
conhecidoa priori. O Teorema 2.5 trata da contagem destas arvores, utilizandos
numeros de Stirling de segunda espéci&(a, b), que fornecem o nimero de maneiras
distintas de particionar um conjunto de a elementos, a 1, em exatamenteb
subconjuntos, sendol b a. Calculam-se os valores pareS(a,b) através da
seguinte equacgdo de recorréncia:

L1
1, seb=1 oub= g;
S@bh)= " psa 1b+S@ Lb 1), sel<b<a

A tabela seguinte ilustra a particdo do conjuntof 1, 2, 3, 4g, coma = 4 elementos,
emb=1,2, 3 e4 subconjuntos.

b | S(a,b) | Particbes
1 1 ff 1,2, 3,499

2 7 ff 19,2, 3,499 ff 29,11, 3,499
ff 3g,f1,2,499 ff 49,11, 2,399
ff 1,29, 3,499 ff 1,3g,f 2,499
ff 1,49,f 2,399

3 6 ff 19,129, f 3,499 ff 19,139, 2,499
ff 1g,f4g,f 2,309 ff 1,2g,f30g, 499
ff 1,3g,f29,f499 ff 1,4g,f 29,309
4 1 ff 19,29, 3g,f499
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Teorema 2.5. Existem exatamente

n!

aS(n 2,n q)
arvores distintas com vértices pertencentes ao conjuntbl,...,ng, n 2, e q folhas,
2 ¢ n 1

Demonstragda Para uma arvore comn vértices e exatamentey folhas, o cédigo de
Prifer possui exatamenten g vértices distintos, dentre osn 2 que o integram. Seja
[c1,....cn 2] O codigo de Priifer de uma arvore contendo exatamenta q vértices
distintos: [L]..., [l 4. Para este codigo, de nem-se os conjunto®y,...,P, ¢ da
seguinte maneira: P; = fj j [J= ¢jg, parai=1,...,n . Ou seja, pertencem
a P; os indices das posi¢cdes ocupadas pelo vértiGgno codigo de Priifer. E facil
concluir que os conjuntosP; satisfazem as seguintes propriedades:

Pi6;,paral i n q;
Pl[ ...[ Pn q:fl,...,n 2g,
Pl\ o\ Pn q:;.
Em outras palavras,fPy,...,P, 19 é uma particdo defl,...,n 2g.

Observando que cada cédigo corresponde a uma particdo diéate, existem, ao
todo, S(n 2,n q) (1) codigos possiveis para uma dada escolha de vértices que
aparecerao no coédigo. Para escolher gs/értices que seréo folhas e as ¢ interiores,
existem um total de g—l' (2) possibilidades. De (1) e (2) prova-se o teorema. [

O processo de geracdo do codigo de Prifer de uma arvore cam 2 vértices e
q folhas,2 g n 1, consiste em selecionar, dentre om vértices, osn q que
serdo interiores (ndo-folhas), atribuindo cada um deles ge menos uma vez as 2
posi¢Bes do codigo. A implementacdo compreende dois passos

Dentre os n vértices, escolhem-se aleatoriamente ¢ distintos, que serdo
os vértices interiores (ndo-folhas) da arvore. Para evitarescolhas repetidas
do mesmo Vértice, a lista seqlenciaDisp armazena aqueles ainda ndo sele-
cionados. Esta lista é inicializada com os veértices disponiveis e a variaveff
armazena o indice da posi¢cdo nal desta lista (inicialmentef  n). Em cada
uma dasn g iteragBes, uma posicadk da lista Disp é escolhida aleatoria-
mente entre 1 ef e o vértice nela armazenado é acrescentado ao conjunto de
vértices interiores Int sendo construido. Ao nal de cada iteracdo, o vértice
da posicaok é removido da listaDisp, sendo substituido pelo da posicad (o
ultimo).

Cada um dosn q vértices interiores escolhidos no passo anterior é atribdd

a uma posicdo no codigo, garantindo que cada um deles gure fmemenos
umavez. Asn 2 (n q)=q 2 posicdes restantes, atribuem-se vértices
interiores escolhidos aleatoriamente. A listaDisp € utilizada de forma analoga
para evitar a repeticdo na escolha de posi¢6es do codigo.
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A complexidade do Algoritmo 2.7 € visivelmenteO(n).

Algoritmo 2.7.  Geracdo com Numero de Folhas Pré-Fixado

Entrada: n (nimero de vértices),q (numero de folhas);
Saida Vetor Cod com o codigo de Prifer;
Inicio
Disp [L;::0;n]; f n;
Para i 1;:::;n qgfaca
k random (1;f);
Int[i] Disp[K];
Disp[k] Disp[f];
f fo1
Disp [L;::0n 2] f n 2
Para i 1l:::;n 2faga
k random (1;f);
Sei n qgentdo
Cod[Disp[k]] Int[i];
caso contrario
Cod[Disp[k]] Int[random (1;n Q)];
Disp[k] Disp[f];
f fo1
Fim.

2.6 Exercicios

1. Utilizando o Teorema 2.1, demonstre que o grafo estreld;.n, de nido no
Exercicio 4 da Secao 1.8 € uma arvore.

2. Utilizando o esquema de Priifer, obtenha o codigo correspdente aKj ..

3. Examinando as seqiiéncias de graus possiveis para uma d@omn 2
vértices, demostre que ela possui, no minimo, 2 e, no maxima, 1 folhas.

4. Uma arvore comn 2 vértices é dita degeneradaquando possui ndmero
minimo de folhas. Que propriedade se pode deduzir para o cdapi de Prifer
de uma éarvore degenerada ?

5. Considere o Algoritmo 2.3, que implementa a obtencéo do cdgb de Prifer
referente a uma arvore armazenada em memoria por listas de gdéncia.

(a) O que signi cam exatamente as igualdadegjrau[v] = 0 e grau[v] =1,
para um vértice v qualquer ?

(b) Refaca o algoritmo, considerando a arvore armazenada pamatriz de
adjacéncia. Qual a complexidade de tempo desta nova versdo ?



Codi cacdo de Arvores

(c) Modique o algoritmo de forma a produzir o cédigo de Prifer para ar-
vores enraizadas, supondo que também seja fornecido comotrada o
vértice raiz da arvore. Ha alteragdo na complexidade de tempaleste
novo algoritmo em relacéo a complexidade do algoritmo origial ?

6. Vimos que qualquer sequéncia den 2 inteiros pertencentes ao conjunto
f1,...,ng € um cédigo de Priifer valido, sendo possivel construir uma lca
arvore ndo-enraizada a ele correspondente. O mesmo se poderar para
arvores enraizadas ? Em outras palavras, qualquer sequéaailen 1 inteiros
pertencentes ao conjuntof 1,...,ng é um cédigo de Prufer valido para uma
arvore enraizada comn vértices ?

7. Considere o Algoritmo 2.4, que implementa a constru¢ao dargore correspon-
dente a um codigo de Priifer dado como entrada, processo estaegdenomi-
namos decodi cacao.

(&) O comando de atribuicdoCod[n 1] n tem por nalidade acrescen-
tar ao nal do cddigo fornecido o nimero do maior vértice. Refca o
algoritmo sem utilizar este artificio.

(b) Releia o comentario sobre cédigo de Priifer para arvoreseaizadas ( nal
da péagina 26 e inicio da pagina 27).

(c) Modique o algoritmo de forma que ele receba como entradao codigo
de Priifer de uma arvore enraizada (portanto, uma sequénciaeln 1
inteiros).

8. Mostre que, em toda arvoreT = (V,E), escolhidos dois vértices distintos
v,w 2 V quaisquer, existe um Unico caminho des a w. (Dica: use reducao
ao absurdo).

9. Considere o seguinte esquema de representacdo para ae®t = (V, E):

escolha um vértices 2 V qualquer;

para cada um dos vérticesy 2 V. f sg, sejays(v) o vértice sucessor de
v no unico (veja exercicio anterior) caminho existente des a s.

o conjunto f(v,ys(v)) jv2 V f sgg, cujosjVj 1 elementos sédo pares
ordenados de vértices, é a representagdo desejada.

Pede-se:

(a) Utilizando este esquema, obtenha a representacao para av@re apresen-
tada na Figura 2.1, considerandos = 1.

(b) Idem, considerandos = 3.

(c) Compare as representacfes obtidas nos dois itens anteres. Que dife-
rencas existem entre elas ?
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(d) Mostre que o conjunto f(v,ys(v)) jv2 V f sggé, de fato, uma repre-
sentacdo paraT, explicitando como, a partir dele, os conjuntosV e E
da de nicdo podem ser restabelecidos sem ambiguidades.

(e) Esboce um algoritmo linear em tempo e espaco para determar os graus
de todos os vértices da arvore a partir desta representacao.

10. Considere a representacao para arvores introduzida nxercicio anterior. Ob-
servando que, com excec¢ado dg cada vértice ocorre exatamente uma vez como
primeiro elemento de algum par na representacdo, podemostes;ar o seguinte
algoritmo para obter o conjunto f(v,ys(v)) jv2 V f sgg, dadoss, V eE.
O atributo marca indica se o vértice ja apareceu como primeiro elemento de
algum par (exceto para o vértices, que possuimarca(s) =1 desde o inicio do
algoritmo).

Entrada : uma arvore T = (V,E) e um vértices 2 V;
Saida: o conjunto P = f(v,ys(v)) jv2V f sgg;
Inicio
Para v2V f sgfaca marca(v) O;
marca(s) 1,
P
Enquanto E 6 ; faca
Escolhafv,wg 2 E tal que marca(v) + marca(w) > 0;
Se marca(v) =1 entdo
P P[f (w,v)g marca(w) 1;
caso contrario
P P[f (v,w)g marca(v) 1
E E ff v,wgg
Fim .

Suponha que:

O conjunto E seja armazenado em memoria através de uma lista circular
duplamente encadeada, cujos nés contém os vértices corresmlentes a
cada aresta;

O conjunto P seja armazenado em memdéria através de uma lista sim-
plesmente encadeada de pares de vértices, na qual todo noveraento é
inserido antes do primeiro.

Pede-se:

(a) Execute manualmente o algoritmo para a arvore da Figura 21, con-
siderandos = 1 e a seguinte disposicdo das arestas do conjuntd na
lista circular:

f4,29,f3,79,f5,1g,f1,69,f1,3g,f4, 70.
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(b) Repita o item anterior, mantendo s = 1 e dispondo as arestas na lista
circular na seguinte ordem:

f1,69,f1,59,f3,1qg,f3,79,f4, 79,4, 20.

(c) Compare as execucdes realizadas nos dois itens antegsr Em qual delas
o algoritmo apresenta desempenho superior em tempo ?

(d) Mostre que, durante a execucédo do algoritmo, para toddfv,wg 2 E,
tem-se0 marca(v) + marca(w) 1.

(e) Qual a complexidade de tempo do algoritmo se a arvore dadaomo
entrada for um grafo estrela de centrcs e bordaV f sg? (Veja de nicao
no Exercicio 5 da Secéo 1.8).

(f) Que caracteristicas deve possuir a arvore fornecida comentrada para
gue o algoritmo atinja 0 seu pior desempenho em tempo de exegdo ?
Qual a complexidade nesta situagéo ?

11. O esquema utilizado nos dois exercicios anteriores cesponde meramente ao
enraizamento da arvore no vértices. Assim sendo, que interpretacdo podemos
dar ao vértice ys(v) em relacédo av ?

12. E possivel conceber algoritmos mais e cientes do que o gerido no Exerci-
cio 10 para obter a representacdo em questdo, utilizandpercursos em ar-
vores (pré-ordem, pés-ordem, por niveis). Supondo a arvorarmazenada em
memoéria por de listas de adjacéncia, qualquer percurso inedo no vértice
s € capaz de gerar o conjuntd (v,ys(v)) jv2 V f sgg. Se vocé domina a
implementacéo destes percursos, esboce um algoritmo de cplexidade linear.

2.7 Notas Bibliogra cas

O artigo pioneiro de Prifer [27] sobre a codi cacdo de arvore data de 1918. O
tratamento algoritmico do assunto € bem mais recente; somém em 2000, Chen e
Wang [7] propuseram um algoritmo linear de codi cagédo. Logaapds, Deo e Micike-
vicius [8] publicaram um survey sobre codigos tipo Prifer, classi cando diversos
métodos de codi cacdo, como os de Neville; estes autores prdgm também um

novo método em [9]. Caminiti et al. [6] abordaram o tema de maneira uni cada,
apresentando algoritmos lineares para diversos esquemasendo Priifer um deles.
O Algoritmo 2.1 é caso particular do proposto por Markenzonet al. [19] para a

codi cacao de k-arvores de Rényi. Os problemas de geragdo e contagem de aes,

irrestritas ou satisfazendo requisitos especi cos, foranestudados por Moon [23].
Uma verséo preliminar deste capitulo foi apresentada no VIl Egontro Regional de

Matematica Aplicada e Computacional (ERMAC), em Vitoria, ES, 2005 [20].



Capitulo 3

Representacao de Grafos
Cordais

3.1 Conceitos Basicos

Grafos cordais constituem uma classe bastante estudada, wmvez que possuem uma
estrutura peculiar, baseada em cliques maximais. Esta esitura favorece a solugéo
de muitos problemas algoritmicos, alguns dos quais serdostds neste capitulo.
Justamente para a solucdo destes problemas, outras informées, além das habi-
tualmente fornecidas por conjuntos de adjacéncias, sdo nessarias. Para apresentar
alternativas, devemos primeiro conhecer alguns novos coeitos e propriedades desta
familia.

Sejam G = (V,E) um grafo, comn = jVj, ev 2 V um vértice qualquer de
G. Dizemos quev é simplicial quando Adj(v) é uma cligue emG (i.e., o subgrafo
G[Adj(v)] de G induzido por Adj(v) é um grafo completo). No grafo da Figura 3.1,
por exemplo, os vérticesc, h e i sdo simpliciais.

Um esquema de eliminagdo perfeitd EEP) de G é uma fungéo bijetora
o:fl,...,ng! V

tal que a(i) é um vértice simplicial emG[fo(j)ji j ng],parai=1,...,n. Um
EEP pode ser melhor visualizado se percebermos que sua de nicdauz a dispor
0s vértices em uma seqiiéncia

0(G) =[a(1),...,a(n)],

de maneira que todo vértice seja simplicial no subgrafo d& induzido por ele e
pelos que o seguem na sequUénam Assim, dada uma posicaa na sequénciao(i)
denota o vértice que a ocupa e a inversa (v) corresponde a posi¢cdo ocupada pelo
Vvértice v.
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Pela de ni¢do, é facil determinar um EEP para um dado grafo. Inicia-se com
uma sequéncia vazia de vértices, que contera ulBEP ao nal do processo. A cada
passo, um vértice simplicial € escolhido, acrescentado aggegncia e excluido do grafo.
Para o grafo da Figura 3.1, um possiveEEP é a sequéncidi,a, h,g, f,b,e,c,d]:
o vértice i é simplicial em GJfi,a, h,...,cq], o vértice a & simplicial em GJfa, h,
g,...,cg] e assim sucessivamente. A seqiéncla,c,i,f,g,e,d,a,b] é outro EEP
para este grafo.

Observe, agora, o grafo da Figura 3.2. O vértica é o Unico simplicial, sendo

entdo o primeiro vértice de umEEP; a partir deste ponto € impossivel prosseguir,
pois nao restam vértices simpliciais enG[V f ag].

Figura 3.1: Um grafo cordal

Figura 3.2: Um grafo ndo cordal

Um grafo G = (V, E) é cordal quando todo ciclo simples de comprimento maior
ou igual a 4 possui uma corda (i.e. uma aresta ligando dois véices ndo consecutivos
do ciclo). O grafo da Figura 3.1 é cordal. O da Figura 3.2 ndo o;éasta observar
gue o ciclo[b, c,d, e, b], de comprimento 4, ndo tem corda.

A cordalidade equivale a existéncia de unEEP, conforme estabelecido no Teo-
rema 3.1.

Teorema 3.1 ([13]). Seja G um grafo. G é cordal se, e somente seiG tem um
esquema de eliminacéo perfeita, que pode iniciar-se com quakyweértice simplicial.
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Os algoritmos de reconhecimento de grafos cordais mais coetidos e mais e -
cientes baseiam-se no Teorema 3.1 e constam de dois passosim@iramente, um
percurso especial (por vizinhanca maxima ou em largura legbgra ca, por exemplo)
determina uma seqiiéncia de vértices; em seguida, veri caesse esta seqiiéncia € um
EEP. Esses dois passos podem ser implementados em algoritmosatenplexidade
linear em tempo e espacgo. Se o grafo fornecido como entrada gabidamente cordal,
as sequéncias de vértices produzidas por estes percursosistduem esquemas de
eliminacao perfeita para ele. Sob esta o6tica, revisaremosa Sec¢do 3.3, 0 percurso
por vizinhanca maxima.

3.2 Esquema de Representacao

Em dltima analise, um esquema de eliminagdo perfeita dispdes vértices de um
grafo cordal em uma seqiiéncia, garantindo que cada um delesteja ligado a uma
cligue formada por um subconjunto de seus sucessores. Eststreitura sugere um
processo de construcao para grafos cordais, formalizado feorema 3.2.

Teorema 3.2. SejaG = (V,E) um grafo cordal,v Z V um novo vértice eQ V
uma clique deG. O grafo G°= (V [f vg,E [ff v,xgjx 2 Qg) é também cordal.

Demonstracdo Basta observar quev é um vértice simplicial de G°% Entdo, se
[V1,V2,...,Vn] € umEEP de G, [v,V1,Va,...,Vy] € um EEP de G° e, pelo Teorema
3.1, G é cordal. 0

A partir do Teorema 3.2, é possivel conceber um processo intivo de construgao
para grafos cordais: iniciando com um grafo trivial (compo por apenas um veér-
tice), acrescenta-se, a cada passo, um novo vértice ligadouwma clique do grafo
ja existente. Em relacdo aoEEP, este novo vértice é acrescentado sempre como
pre xo. A Figura 3.3 ilustra esta constru¢do para o grafo da FHgura 3.1, utilizando
o EEP [i,a, h,g,f,b,e,c,d]

N&o é dificil constatar que um EEP é insu ciente para representar um grafo
cordal, uma vez que, a partir dele, o conjunto de arestas ndoqule ser restabelecido.
Para a reconstrucéo do grafo é necessario o conhecimento ddgjues as quais cada
vértice do EEP foi ligado durante o processo construtivo.

Sejam o grafo cordalG = (V,E), 0 um EEP de G ev 2 V um vértice qualquer.
O conjunto

X (v)= fx2 Adj(v)jo *(v) <o (X)g

€ denominadoconjunto de adjacéncia restrito de v.

Observe que, para todo vérticev 2 V, os elementos do conjuntaX (v) séo exa-
tamente os elementos da clique a qual o vértice é ligado no decorrer da construcéo
segundo oEEP o.
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Figura 3.3: Construcdo indutiva de um grafo cordal

Dado um EEP o, a representacdo de um grafo cordaG = (V, E) por conjuntos
de adjacéncia restritos consiste em uma seqiéncia de pares

R (G)=[(o(i),X (c(i))ji=1,..., nj.
Vale observar que esta representacdo € Unica para um dado §pwee um EEP.

Considerando oEEP [i,a, h,qg, f,b,e,c,d], o grafo da Figura 3.1 tem a seguinte
representagao:

[ (i,fa,dg), (a,fb,d,eg), (h,fb,f,gg), (g,fb,e, fQ)

(f,fb,eq), (b, fd,eg), (e,fc,dg), (c,fdg), (d;) 1
Em uma representacdo obtida por este esquema devem ser memtados, ao
todo, 1

[1+jX (V)j]=n+m
v2V
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simbolos. Pode-se notar que esta representacdo € mais eamiéa do que a repre-
sentacdo por conjuntos de adjacéncia, vista na Secédo 1.3, g@emandan +2m
simbolos.

O armazenamento em memdria desta representacéo consiste emma estrutura
ortogonal em que os nés da lista principal (vertical), obrigatoriamente sequencial,
armazenam informacdes sobre os vértices do grafo; a ordem egue 0s Vvértices
aparecem nesta lista principal € a mesma d&EP. De cada um dos ndés da lista
vertical emerge uma lista secundaria (horizontal), que posui um nd para cada
elemento do conjunto de adjacéncia restrito.

A Figura 3.4 mostra o armazenamento do grafo da Figura 3.1 na eméria, con-
siderando oEEP [i,a, h,g,f,b,e, c,d]. Note que a ultima lista horizontal é sempre
vazia.

—cHdh
—1dh

L

o[ [=[=[=[=]=]-]

Figura 3.4. Armazenamento do grafo da Figura 3.1 por listas de adjacéncia restritas

Duas operacdes sao fundamentais em algoritmos que utilizaesta representacao:
a determinacéo dea(i) e a determinacéo des (v). A primeira delas tem soluc&o
imediata (em O(1)) no armazenamento ora proposto. Para que a segunda operacao
seja também e ciente, é necessario utilizar uma estrutura & dados auxiliar que,
para cada vértice do grafo, indique sua posicdo nBEEP. Se o conjunto dos vértices
forV = f1,...,ng, n 1, um vetor é su ciente para que a operacdo seja também
executada emO(1).

3.3 Obtendo a Representacéo

Obter a representacdo de um grafo cordaG = (V, E) por conjuntos de adjacéncia
restritos requer a determinacéo de unkEEP de G. Para tal, utilizaremos o algoritmo
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conhecido na literatura comopercurso por vizinhanga maxima

Um percurso genérico sobre um grafo pode ser de nido como um procediment
sistematico de varredura, que consiste ermisitar exatamente uma vez cada vértice
e aresta. O termovisitar deve ser aqui compreendido como a execucédo de qualquer
acdo sobre um elemento do grafo, exceto sua exclusédo, possinente utilizando ou
mesmo alterando a informacao nele armazenada.

O percurso por vizinhanga maximaé um caso particular do percurso genérico,
no qual, a cada passo, € escolhido como vértice a visitar qualer um dentre os que
possuam o0 maior nimero de vizinhos ja visitados. O percursoneerra-se quando
todos os vértices houverem sido visitados.

Evidentemente, sobre um mesmo grafo, podem-se realizar difentes percursos
por vizinhanga maxima, uma vez que, em alguns passos, podeves mais de um
vértice com a mesma quantidade maxima de vizinhos ja visitads. Como produto
nal do percurso, ca determinada uma sequéncia de vérticese etindo a ordem em
gue eles foram visitados ao longo do processo.

No Algoritmo 3.1, este percurso é utilizado com o intuito de ober uma repre-
sentacdo de um grafo cordal por conjuntos de adjacéncia regbs. O conjunto V°
armazena, a cada passo, o0s vértices ainda néo visitados. Racada vérticev do
grafo, mantém-se 3 rotulos:

visita(v) armazena o reverso da ordem em que foi visitado, da seguinte
maneira: o primeiro vértice visitado recebe o valom para para este rotulo, o
segundo,n 1 e assim por diante;

tam(v) armazena o numero de vizinhos de visitados até o momento;

X (v) é um conjunto que armazena o0s vizinhos de que ja foram visitados
guandov é visitado.

Durante a visita a um vértice v, escolhido dentre aqueles que possuem o maior
valor de tam, a lista de adjacéncia dev € varrida e, para cada vérticew nela
encontrado, duas situagbes podem ocorrer:

sew ainda nao foi visitado, w agora possui um vizinho a mais visitado (o
vértice v); logo, tam(w) é incrementado;

sew j4 foi visitado, w é acrescentado ao conjuntoX (v).

SendoG cordal, pode-se demonstrar que, para todo vértice sendo visitado, o
conjunto fvg[ X (v) corresponde a uma clique dé&. Desta forma, o rétulo visita
armazenara, ao nal do algoritmo, as posicfes dos vérticesreum EEP e o rétulo
X (v), o conjunto de adjacéncia restrito com respeito a este esqoe.

Vamos acompanhar a execuc¢éo do percurso sobre o grafo da FiglB.1.
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Algoritmo 3.1. Obtencdo da Representagéo

Entrada: Um grafo cordalG = ( V; E), armazenado por listas de adjacéncia
Ad (v), 8v2 V;
Saida R (G)=[( (i);X ( (i))ji=1;:::5n];
Inicio
Parav 2 V faca
tam(v) visita(v) 0; X (v)
i n+1:v° V:R I
Enquanto V°6 ; faca
Escolhav 2 V%] tam(v) seja maximo;
Ve VO f ovg;
Paraw 2 Adi (v) faca
Sevisita (w) =0 entdo
tam(w) tam(w)+1;
caso contrario
X (v) X ()I[f wg;
0L
visita (v) i; (i) v
R [(v;X (MIiiR;

’ )

Fim.

De inicio, nenhum dos vértices foi ainda visitado e qualqueum deles pode ser
escolhido como aquele possuindo o maior nUmero de vizinhossitados.

Sejaa o escolhido, que se tornavisitado. Os vértices pertencentes aAdj(a) =
fb,d, e, ig ttm o rétulo tam incrementado. A situacdo é apresentada a seguir.

Vo= fh,c,d,e f, g,h,ig, o=]al.

via b c¢c d e f g h i
visita(v) |9 0 0 0 O O O O O
tam(v) |0 1 0 1 1 0 0 0 1
XM |5 5 5 5 5 5 5

Os vérticesh, d, e e i tém, agora, o maior valor detam e qualquer um deles pode
ser escolhido. Sejd a nossa escolha. Os vértices adjacentesissdoa e d; como a
ja foi visitado, tam(a) ndo se modi ca ea € incluido emX (i).

Vo= fb,c,d,e f,g,hg, o=[ial.

via b c d e f g h i
visitalv) |9 0 0 0 0O O O O 8
tamiv) [0 1 0 2 1 0 O O 1
XMW\ 5 5 5 5 5 5t ag

Neste momento, somented pode ser escolhido.Adj(d) = fa,b,c,e, ig; tam(b),
tam(c) e tam(e) sdo modi cados;a e i sdo incluidos emX (d).
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Vo= fh,c,e f,g,hg o=[di,al.

via b c d e f g h i
visita(v) [ 9 0 O 7 0 0 0 0 8
tam(v) [0 2 1 2 2 0 0 0 1
Xw |, s 5 faig ; ; ; ; f ag

Agora, b ou e pode ser escolhidos; seja O resultado desta escolha é:

Vo= fc,e f,9,hg, 0 =[h,d,i,al.
v|a b c d

e f g h i
visita(v) | 9 6 0 7 0O 0 0 0 8
tam(v) | O 2 1 2 31 1 1 1
X (V) fadg ; fajig ; ; ; ; f ag

A préxima escolha é Unica: o vérticee. Escolhendo, em seguida, sucessivamente
os vérticesc, f, g e h, tem-se:

vO=: o=[h,g,f,cenbd,ial.
via b c d e f g h i
visita(v) [ 9 6 4 7 5 3 2 1 8
tam(v) |0 2 2 2 3 2 3 3 1
X (v) | ;fadgfdeqgfa,igfa,b,dg fb,eqg fh,e, fg fb,g,fg fag

Neste exemplo, oEEP resultante é 0 = [h, g, f,c,e,b,d,i,a]. Observe que, ao
nal do percurso, tam(v) = jX (v)j, 8v2 V.

E interessante observar que nem tod&EP pode ser obtido através de um per-
curso por vizinhanca maxima, como oEEP [i,a, h,g,f,b,e,c,d] para o grafo da

Figura 3.1. Seguindo o0 esquema em ordem reversa, iniciamospercurso pelo vér-
tice d:

Vo= fa,b,ce f,g,h, ig, o=[d].
via b c¢c d e f g h i
visita(v) |0 0 0 9 0 0 0 0 0
tam(v) |1 1 1 0 1 0 O 0 1
x (V) ; . . . .

Seguindo o esquema, a proxima escolha recai sobre o vértice

Vo= fa,b,e f,g,h,ig, o=[c,dl.
b

v|a c d e f g h i

visita(v) | 0 O 8 9 0 0 0 0 O

tam(v) |1 1 1 0 2 0 0 0 1
X |; 5 fdg 5 5 7 5 55
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A Unica escolha possivel é a do vértice, que coincide com o esquema:

Vo= fa,b,f,g,h,ig, 0 =[e,c,dl.
via b ¢ e f g h i
visitav) |[O 0 8 9 7 0 0 0 0
tamv) [2 2 1 0 2 1 1 0 1
X(v)y|; 5 fdg ; fecdg ; ; ;

Agora, a ou b podem ser escolhidos; pel&EP, a escolha éb:

vO=fa,f,g,h,ig, o=[he,c,dl.

v|a b c d e f g h i

visitay [0 6 8 9 7 0 0 0 0

tam(v) |3 2 1 0 2 2211
X (v)|: fdeg fdg ; fcdg 5 © ; ;

A Unica escolha possivel, neste ponto, € a do vértice, que possui 3 vizinhos
ja visitados. O EEP, no entanto, indica-nos o vérticef, donde se conclui que este
EEP nao é produto de um percurso por vizinhanga maxima.

3.4 Implementacao do Percurso

Para garantir a linearidade do algoritmo de percurso por vimhanca maxima, é
necessario agilizar a determinacao do vértice com maior vad do rétulo tam, o que
pode ser conseguido com 0 uso de uma estrutura de dados auili

O conjunto V° deve ser mantido em uma estrutura ortogonal, constituida po
uma lista vertical duplamente encadeada com né cabeca, gos elementos repre-
sentam valores distintos detam, ordenados decrescentemente. De cada no da lista
vertical, emerge uma lista horizontal duplamente encadada de vértices (com o
mesmo valor detam), cujos elementos possuem ponteiros de retorno para os nés
da lista vertical. Apenas os nés correspondentes a valores dem sendo utilizados
estao presentes na lista vertical. Ou seja, ndo ha listas hmontais vazias.

No Algoritmo 3.1, a manipulacdo desta estrutura da-se em trés wmentos:

Inicialmente, todos os vértices possuem valo® para o rétulo tam e devem
ocupar uma Unica lista horizontal, correspondente atam = 0. Este passo
inicial tem complexidade O(n).

A selecdo do vértice enV ° com tam maximo resume-se a remover o primeiro
né da lista horizontal que emerge do né seguinte ao cabega niath vertical.
Este comando é, portanto, implementado em tempdD(1).

O incremento detam(w) consiste em removew da lista horizontal correspon-
dente atam(w) e inseri-lo na lista horizontal correspondente atam(w) + 1,
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gue se inicia no n6 imediatamente anterior da lista vertical Se a lista hori-
zontal ondew se situava tornar-se vazia, o n6 correspondente da lista vical
devera ser suprimido (o0 acesso a ele é provido pelo ponteir@ detorno a lista
vertical); analogamente, a insercdo em uma lista horizontapode acarretar
a criacao do no correspondente na lista vertical. Este comato € também
implementado em tempoO(1).

Desta maneira, 0 percurso por vizinhanca maxima pode ser inl@mentado por
um algoritmo com complexidade de tempoO(n + m).

3.5 Parametros Notaveis em Grafos Cordais

As de ni¢cdes e os parametros que se seguem, relacionados emafj@ grafos arbi-
trérios, séo particularmente importantes quando tratamosde grafos cordais.

Colorag&o e Numero Cromatico
Uma coloragao para um grafo G = (V, E) é uma fungéo
T:vV! C,
onde C é um conjunto de cores, de tal forma que,
8fv,wg 2 E, 1(vV) 6 T(W).

Trata-se, portanto, de atribuir cores aos vértices do grafale forma que extremidades
de uma mesma aresta recebam cores distintas.

O parametro x(G), denominado nimero cromatico de G, é o menor nimero
possivel de cores para o qual existe uma coloragdo paé Uma coloragdo é dita
Otima quando utiliza exatamente x(G) cores.

Cliques Maximais e Tamanho da Maior Clique

Uma clique maximal de G é uma cliqueQ tal que no exista outra clique QP satis-
fazendoQ QP O parametro w(G) é a cardinalidade da clique maxima deG.

Conjunto Independente Maximo

Um conjunto independentede vértices € um subconjunto dé/ tal que seus elementos
ndo sdo adjacentes dois a dois. O parametra(G) € a cardinalidade do conjunto
independente maximo deG.

Cobertura por Cliques
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Uma cobertura por cliguesde G € um conjunto fQq,...,Qkg de cliques deV tal
que
| S|
Qk = V.

i=1
O parametro K(G) é o numero de cliques de uma cobertura minima.

A de nicdo de cobertura por cliques (em inglésclique cove) apresenta algumas
variagcfes na literatura. Uma delas exige que as cliqueédi, Qa, ..., Qx estabelecam
uma particdo do conjunto de vérticesV. Quando o problema for tratado na Sec¢éo
3.7, veremos que a solucdo para grafos cordais é praticamersa mesma.

A intersecao de uma clique com um conjunto independente de umgrafo qualqugr
G possui, no maximo, um vértice. Entdo, para qualquer grafds, a(G) «k(G). E
igualmente imediato concluir quew(G) Xx(G).

G
Figura 3.5: Um grafo e seu complementar

Q|

Um resultado bastante conhecido da literatura relaciona os alores destes quatro
parametros calculados para um grafo e seu complementar (recemos que, dado o
grafo G = (V, E), o grafo complementar deG é de nido como G = (V, E), onde
E=ff x,ygjx,y2V ~f x,ygZ Eq):

Teorema 3.3. Sejam G um grafo qualquer eG o seu complementar. Entdo

w(G)= a(G) e K(G)= Xx(G).

No grafo G da Figura 3.5, um conjunto independente maximo tem cardinablade
3 (por exemplo,ff,a, cg). Uma cobertura por cligues minima possui quatro cliques
(por exemplo, ff g, fg,fa,bg, fc,dg,fegg). Entdo a(G) =3  K(G) = 4. E facil ver
gue a cardinalidade da clique maxima é 2; entretanto, s6 é pe#gvel colorir este grafo
usando trés cores. Entdow(G) =2 X(G) =3. Observe o grafoG da Figura 3.5,
complementar deG. Entdo, w(G) =3, X(G) =4, a(G) =2 ek(G) = 3.

A determinacdo de cada um destes parametros para grafos quguer € um pro-
blema NP-dificil: ndo se conhecem algoritmos de complexidadpolinomial capazes
de obté-los. Os problemas tornam-se mais simples quando teanos de grafos cor-
dais. Primeiramente, é resultado conhecido na literatura ge, para grafos cordais,
as expressdesi(G) K(G) ew(G) X(G) tornam-se igualdades.
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Teorema 3.4. SejaG um grafo cordal. Entéo

X(G) = 0(G) e a(G)= K(G).

Voltando entdo ao grafo cordal G da Figura 3.1, constatamos quex(G) =
w(G)=4 ea(G) = K(G) =3.

Nas sec¢fes seguintes deste capitulo, analisaremos como ggsEametros podem
ser obtidos para um grafo cordal a partir de sua representagdpor conjuntos de
adjacéncia restritos.

3.6 Determinacao de Cliques Maximais

O primeiro problema estudado, que utiliza a representacdo @ conjunto de adjacén-
cia restritos em sua solugéo, € o da obtenc¢do do conjunto daglies maximais de um
grafo G = (V, E), o que nos permitira deduzir o valor do tamanho da maior cliqe
w(G) e, conseqiientemente, do nimero cromaticy(G) = w(G). Veremos também
como determinar uma coloracao 6tima paraG, utilizando exatamente X(G) cores.

Teorema 3.5. Sejam G = (V,E) um grafo cordal, Q uma cligue maximal qual-
quer deG e R (G) =[(a(i),X (a(i)) ji=1,...,n] uma representacdo deG por
conjuntos de adjacéncia restritos. Entéo, existev 2 Q tal queQ = fvg[ X (v).

Demonstragdo Tomemosv 2 Q tal que o *(v) = minfo *(w) j w 2 Qg. Todos
os vértices deQ f vg sdo adjacentes av, entdo Q f vg X (v). Suponha que
exista x 2 X (v) Q. Sabe-se, pela de nicdo deEEP, que fvg[ X (v) é uma
cligue; ora, esta clique conteria propriamenteQ, o que contraria a hipotese deQ
ser maximal. O

Por observacédo do grafo da Figura 3.1 e se&kEP o = [i,a,h,g,f,b,e,c,d],
suas cliqgues maximais podem ser determinadasta,d,ig, fa,b,d,eg, fb,h,g, fg,
fb,e,g,fgefc,d, eqg. Para os vérticesi,a, h,g ee, a expressadvg[ X (v) corres-
ponde a uma cligue maximal; para os demais vértices do grafego.

Considere a construcao indutiva apresentada na Secdo 3.2. $ta construcéo,
0s Vvértices sdo acrescentados ao grafo cordal na ordem insard que aparecem no
EEP. Ao acrescentarmos um novo Vértices(i), este € ligado a cliquexX (o(i)) de
G[fa(i+1),...,0(n)g], de forma queGJ[f a(i), ..., a(n)g] € um grafo cordal com um
EEP [o(i),...,a(n)]. Pelo Teorema 3.5, a cliquefa(i)g[ X (o(i)) € maximal em
G[fa(i),...,a(n)g], j& que o(i) é o vértice desta clique de menor posicao nBEP.
Duas situacBes podem ocorrer:

Se X (a(i)) é uma clique maximal emGJ[fo(i +1),...,0(n)g], entdo ela se
transforma na clique maximal fa(i)g[ X (a(i)) em G[fa(i),...,a(n)q];

SeX (o(i)) € subconjunto de uma clique maximal enG[f a(i+1),...,a(n)g],
X (o(i)) efo(i)g[ X (o(i)) séo cliques maximais enG[f o(i), ..., a(n)g].
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O Algoritmo 3.2 determina as cliques maximaisQs, ..., Q; de um grafo cordal
G, representado por conjuntos de adjacéncia restritos. GEEP implicito na repre-
sentagdo é percorrido em ordem reversa e, para cada vérticéi), sao executados 0s
seguintes passos:

Passo 1: determinar o vérticev 2 X (a(i)) de menor posi¢cdo ndEEP;

Passo 2: reconhecer se a cliquX (ao(i)) € maximal no grafo corrente. O
rétulo N (v) armazena o niUmero da primeira clique maximalQ obtida durante
0 processo a quak pertence. ComoQ contém todas as subcliques possiveis
gue possuemv como menor vértice, X (o(i)) € maximal se, e somente se,

X (a(i))j = jQj.

Algoritmo 3.2. Determinacao das cligues maximais e de! (G)

Entrada: Um grafo cordalG = (V;E), representado por

Saida As cliques maximai€Qi;:::; Qx;
O tamanho! (G) da maior clique;
Inicio
t 1,Q f (nNgN((Mm) L!1(G 0
Para i n 1;:::;1faca
v (n);
Paraw 2 X ( (i) faca
Se Y(w)<  (v) entdo
vVoow;
k  N(v);
SejX ( (i))j < jQ«j entao
k t t+1; % Nova clique maximal
Qe f (gl X ( (i);
caso contrario
Q f (i)g[ Qx; % Expansdo de uma clique antiga
N( (1) K
SejQkj>! (G)entao! (G) | Qi
Fim.

Com o uso de listas encadeadas para armazenar as cliques nmaais, é possivel
implementar cada uma das operacdes sobre conjuntos mencamdas no Algoritmo
3.2 em tempoO(1). Assim, a complexidade total de tempo éO0(m), considerando
gue, para cada vértice doEEP, seu conjunto de adjacéncia restrito € percorrido.

Sendo G cordal, sabemos quen(G) = X(G) e um algoritmo para obter uma
coloragcdo 6tima pode ser concebido a partir dessas mesmasias. Novamente a
construcdo indutiva é utilizada. Sejav o vértice adicionado; logo, os vértices de
X (v) ja foram adicionados em passos anteriores; o vértioe recebe entdo uma cor
distinta das cores empregadas nestes vértices. Observe quiesta forma, o nimero
maximo de cores empregadas ®&(G), uma vez que o vérticev é simplicial no grafo
em construcdo, e a cardinalidade da maior cligue do mesmo érdwecida.
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Para tornar o algoritmo mais e ciente, uma estrutura auxiliar € empregada: o
vetor aux de dimensdow(G), que armazena a cada iteracao as cores ja empregadas
em X (v). Para evitar a inicializacdo do vetor a cada passo, em vez denuvalor
booleano, é utilizado o nimero da iteracdo corrente. A compikidade do Algoritmo
3.3 é tambémO(m) gracas a este vetor.

Aplicando-se o Algoritmo 3.3 ao exemplo da Figura 3.1, obtemos seguinte
coloracdo para seus vérticesCor(a) = 4, Cor(b) = 2, Cor(c) =2, Cor(d) = 1,
Cor(e) =3, Cor(f)=1, Cor(g) =4, Cor(h)=3 eCor(i)=2.

Algoritmo 3.3. Coloracéo Otima de um Grafo Cordal

Entrada: Um grafo cordalG = (V;E), representado por

R (G)=[( (i);X ((i)ji=21;:0n];

G = (6);
Saida Cor : V !'f 1;:::; (G)g, uma coloragcdo 6tima paraG;
Inicio
Parai 1;:::;! (G) faca
aux[i] 0
Parav 2 V faca
Cor(v) 0
Para i n;:::;1faca
v (i);

Paraw 2 X (v) faga
aux[Cor(w)] i;
L
Enquanto Cor(v) =0 faca
Seaux[j] 6 i entdo
Cor(v) J;
caso contrario
iooi+L
Fim.

3.7 Conjunto Independente Maximo e Cobertura
por Cliques Minima

Nesta se¢éo, dois importantes problemas séo resolvidos pagaafos cordais: a de-
terminacdo de um conjunto independente maximo e de uma cob®mra por cliques
minima.

Para tal, precisamos determinar uma nova sequénciay;, i = 1,...,t, baseada
na representacdo do grafo por conjuntos de adjacéncia reﬁbsﬂayl = o(1); i
€ 0 primeiro vértice emao que seguey; 1 € que nao pertence a jzlfx (yj)o.

Teorema 3.6. Sejam G um grafo cordal eR (G) =[(o(i), X (o(i))ji=1,...,n]
uma representacdo deG por conjuntos de adjacéncia restritos. Entdo, o conjunto
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fyi,¥2,...,¥tg € um conjunto independente maximo dé&s e a cole¢do de conjuntos
Y = fyig[ X (vi), parai=1,2,...t, forma uma cobertura por cliques deG, sendo
t= a(G) = k(G).

Demonstragdo  fyi,y2,...,ytg € um conjunto independente, uma vez que se
fyj,yig 2 E paraj < i, entdoy; 2 X (yj), 0 que contraria a de nicdo da se-
gléncia. Logo,

a(G) t.

Por outro lado, cada um dos conjuntosY; = fy;g[ X (y;) € uma clique e, juntos,

formam uma cobertura deG (pela de nicdo da sequéncia). Assim

K(G) t.
Como G é cordal, sabe-se quel(G) = K(G). Entdo

t a(G)=«k(G) t. O

Em decorréncia deste resultado, chamaremos a sequiéncia @iéda no inicio desta
secao deseqliéncia independente

O algoritmo para a determinacdo do conjunto independente mé@mo baseia-
se em uma varredura da representacdo por conjuntos de adjaud@a restritos: a
cada vérticev encontrado que pertencenca a seqiiéncia independente, mans-se 0s
vértices de X (v).

Algoritmo 3.4. Conjunto Independente Maximo

Entrada: Um grafo cordalG = (V;E), representado por
R (G)=[( (i;X ((i)ji=21;:::;n];
Saida Ind, um conjunto independente méximo de vértices ds;
Inicio
Parav 2 V faca
marca(v) false;
v (1);
Ind f vg;
Paraw 2 X (v) faca
marca(w) true;
Para i 2;:::;n faca
v (i)
Se not marca(v) entdo
Ind Ind [f vg;
Paraw 2 X (v) faga
marca(w) true;
Fim.

O Teorema 3.6 mostra como encontrar diretamente a coberturgor cliques mi-
nima a partir do conjunto Ind determinado pelo Algoritmo 3.4: para cada vértice
v 2 Ind, determinar o subconjuntofvg[ X (v).
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No grafo da Figura 3.1, encontramos o conjunto independente &ximo fi, h, eg
e a cobertura minimaff i,a,dg,fh,b, f,gg,fe, c,dgg. Note que alguns subconjuntos
se interceptam. A cobertura por cliques obtida € minima poistem ndmero de
subconjuntos igual a cardinalidade do conjunto independeie maximo. Entdo, para
determinar uma cobertura por cliques que estabeleca uma pti¢cdo do conjunto V,
basta evitar a utilizagdo de um vértice mais de uma vez. O Algdatmo 3.5 mostra
esta alternativa.

Algoritmo 3.5. Cobertura por Cliques Minima (particéo)

Entrada: Um grafo cordalG = (V;E), representado por

O conjunto independente maximdnd associado;
Saida Uma coberturaCy;:::C (g por cliques deG;
Inicio
Parav 2 V faca
marca(v) false;
i 0;
Parav 2 Ind faca
marca(v) true;
i i+1;C f vg;
Paraw 2 X (v) faga
Se not marca(w) entdo
Ci Ci[f wg;
Fim.

3.8 Grafos Periplanares Maximais

Nesta secdo, apresentaremos um interessante caso particulde grafos cordais: a
familia dos grafos periplanares maximais. Vamos mostrar e¢no a representagéo por
conjuntos de adjacéncia restritos permite-nos resolver,an facilidade, o problema
da obtengéo do ciclo hamiltoniano de um grafo desta familia.

Um grafo € dito periplanar se ele élanar (i.e., admite uma representacao geo-
métrica sobre uma superficie plana sem cruzamento de areslae todos os seus
vértices podem situar-se em uma Unica face da representagéda Figura 3.6, vemos
um grafo planar (o grafo completo com quatro vértices) que né € periplanar.

(¢)

Figura 3.6: Um grafo planar que néo é periplanar
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Um grafo periplanar @maximal quando a adigdo de uma aresta entre dois vértices
ndo adjacentes resulta em um grafo ndo periplanar. Grafos piplanares maximais
(do inglésmaximal outerplanar graphs - mop3} sdo grafos cordais planares. Observe
gue nem todo periplanar é cordal; tal armativa pode ser feia apenas para os
periplanares maximais. A Figura 3.7 mostra um grafo periplaar ndo cordal, um
periplanar maximal e um periplanar cordal ndo maximal.

Figura 3.7: Trés grafos periplanares: ndo cordal, maximal e cadal ndo maximal

Pode-se demonstrar que todo mop possui um ciclo hamiltonian(i.e., um ciclo
simples contendo todos os vértices do grafo). As arestas do maue pertencem
ao ciclo hamiltoniano sdo chamada®xternas as demais,internas. Em todo mop,
existem n arestas externas en 3 arestas internas, totalizando2n 3 arestas.

Um mop comn 3 vértices pode ser indutivamente de nido como se segue:

Um grafo completo com 3 vértices € um mop.

SeG = (V,E) éum mop,v Z V efs,tg 2 E € uma aresta externa, entdo
GP=(V [f vg,E[ff v,sg,fv,tgg) é um mop.

Nada mais sdo mops.

Um exemplo da construgao indutiva de um mop é apresentado na fura 3.8.
Observe que todo vértice é ligado a uma cliqgue de tamanho 2 (uanaresta externa);
ao ser adicionado, a aresta a qual ele é ligado torna-se intex e surgem duas novas
arestas externas, que passam a integrar o novo ciclo hamitéano.

Sendo um grafo cordal, um mop pode ser representado por comjios de adjacén-
cia restritos. Para o grafo da Figura 3.8 e &EEP [i, h, g, f, e, d, c, b, a], fornecido por
um percurso por vizinhanca maxima, a representacao é:

[ (i,fe,gg), (hff,g9), (g.fe,fg), (F,fc,eg),
(e,fb,cg), (d,fa,cg), (c,fa,bg), (b fag), (a,;) 1.

Devido a particularidades estruturais dos mops, sua represitacdo por conjuntos de
adjacéncia restritos possui caracteristicas especiaispimo nos revela o Teorema 3.7.

Teorema 3.7. Seja G = (V,E) um grafo cordal, representado porR (G) =
[(o(i),X (a(i))ji=1,...,n]. G é periplanar maximal se, e somente se,

j X (o(i))j=2,parai=1,...,n 2
X (a(i)) 6 X (a(J)), 8, <n 2,i6 j.
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%ﬁ-

Figura 3.8: A construcdo de um mop

Observando o exemplo apresentado, podemos interpretar inttivamente o que
nos diz o teorema. De inicio, para qualquer grafo cordal come tem-sejX (a(n))j =
0ejX (o(n 1))j=1. Jasabemos ser possivel construir um grafo cordal de acordo
com a varredura de sua representacdo por conjuntos de adjau@a restritos em
ordem reversa. O primeiro item exige, portanto, que todo véiice novo, ao ser
adicionado, deve ser ligado a uma clique de tamanho dois (uneresta). O segundo
item é também de facil compreensédo. Pela de nicdo de mop, a ostrucéo deve ser
iniciada a partir de uma clique de tamanho 3, formada, entdopelos vérticesa(n),
o(n 1l)ea(n 2). NasiteragBes seguintes, cada novo vertice deve ser ligadama
aresta exterior, que se torna interna apds o acréscimo do w@ge. Dai conclui-se que
cada aresta pode ser utilizada para ligar um novo vértice pouma Unica vez; além
disso, as cliquesX (a(i)), parai=1,...,n 3, sdo exatamente as arestas internas
do ciclo hamiltoniano.

A representacdo por conjuntos de adjacéncia restritos contt a determinacéo
do ciclo hamiltoniano de um mop, como é mostrado no Algoritmo 3. Na imple-
mentac&o do algoritmo, Lista deve ser uma lista circular duplamente encadeada de
vértices. Além disso, deve ser possivel localizar um vérticeesta lista em O(1), o
gue pode ser conseguido com o auxilio de um vetor de ponteirode cada vértice
para o n6 emLista que lhe corresponde. Esta estrutura permite que as insercée
na lista circular sejam feitas emO(1) e que a complexidade total do algoritmo seja
o(n).
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Algoritmo 3.6. Ciclo hamiltoniano em um mop

Entrada: Um mop G = (V; E), representado por
R (G)=[( (i;X ((i)ji=21;:::;n];
Saida Lista , seqiiéncia hamiltoniana de vertices dg;
Inicio
Lista [ (n); (n 1); (n 2);
Para i n 3;:::;1faca
SejaX ( (i) = fu;vg;
Inserir (i) entreu ev em Lista ;
Fim.

Acompanhando passo a passo o algoritmo aplicado ao mop da kiga 3.8, podemos
observar a formacado do ciclo hamiltoniano. O Ultimo vérticeaparece repetido ape-
nas para enfatizar a circularidade da lista.

i | o(i) X (o(i)) Lista

[a,b,c,a]
fa,cg [a,b,c,d,a]
fb,cg [a,b, e, c,d,a]
fc,eq [a,b,e, F,c,d, a]
fe,fg [a,b,e,g,f, cd,a]
fg,fg [a,b,e,g,h, T, c,d,a]
fe,gg [a,b,e,i,g,h,f,c,d,a]

P NW>S~OOTO
- JQ =Hh DO QO

A representacao por conjuntos de adjacéncia restritos e o @b hamiltoniano
de um mop podem ser utilizados como entrada para um outro algdmo, capaz
de tracar o mop automaticamente, produzindo uma representgdo geométrica sem
cruzamento de arestas e com todos os vértices ocupando umaice face. A idéia
€ dispor o ciclo hamiltoniano sobre uma circunferéncia, trgando, em seguida, as
arestas internas. A Figura 3.9 mostra o tragado do mop constrido na Figura 3.8.

Figura 3.9: Tracado de um mop
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3.9 Exercicios

. Demonstre que a familia das arvores € subconjunto préprida familia dos

grafos cordais. Em outras palavras: toda arvore é um grafo edal, mas nédo
vale a reciproca.

. Quem sé&o os vértices simpliciais de uma arvore ?

. SejamG = (V,E) um grafo cordal eR (G) =[(a(i),X (o(i)) ji=1,...,n]

a representacdo des porleﬁ]untos de adjacéncia restritos segundo unktEP
o qualquer. Mostre que ,, JX (V)j = m.

. Esboce um algoritmo com complexidad®(m) para obter a representacao por

conjuntos de adjacéncia a partir da representacao por conjuos de adjacéncia
restritos de um grafo cordal.

. Sobre o Algoritmo 3.1:

(@) Que relacao existe entre os rotulovisita e o ?
(b) O que signi ca a igualdade visita(w) =0 ?

(c) Se a escolha de um vértice d& ° com maximo valor de tam for imple-
mentada através de uma varredura exaustiva do conjuntd/ °, qual sera
a complexidade de tempo total do algoritmo ?

(d) Re ne o algoritmo de modo que a representacdd?k (G) obtida seja ar-
mazenada em memoéria conforme a estrutura sugerida na Figura.4.

. Detalhe a implementacdo do Algoritmo 3.1 sugerida na Seca®4.

. Demonstre ou fornega um contra-exemplo: o grafo complemtr de uma

arvore é conexo.

. Determine os parametrosw(G), a(G), kK(G) e x(G), sendoG

Ki.n, 0 grafo estrela de nido no Exercicio 4 da Secgédo 1.8.
uma arvore degenerada conm vértices.

. Uma k-arvore, sendok > 0, pode ser indutivamente de nida da seguinte

maneira:

Um grafo completo comk vértices é umak-arvore.

SeG =(V,E) é umak-arvore, Q V é uma clique deG com cardinali-
dadek ev Z V, entdo o grafo

G=(V [f vg,E[ff v,wgjw 2 Qg)

é umak-arvore.
Nada mais saok-arvores.
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Pede-se:

(a) Represente geometricamente uma&-arvore com 8 vértices que ndo seja
um grafo periplanar maximal (veja Segéo 3.8).

(b) Quantos vértices simpliciais, no minimo e no maximo, poé possuir uma
k-arvore com:

exatamente k vértices ?
exatamentek + 1 vértices ?
n vértices, sendon >k +1 ?

(c) Determine, em funcdo den e k, o nimero de arestas de umdk-arvore
com n vértices, sendon k.

(d) Inspirando-se na construcdo indutiva dos grafos corda, estudada na
Secédo 3.2, estabeleca para esta familia uma de nicao indwa, seme-
Ihante & apresentada parak-arvores.

(e) Compare as duas de ni¢des indutivas (a de grafos cordaisbtida no item
anterior e a dek-arvores apresentada no enunciado). Identi que a parti-
cularizacdo ocorrida e conclua que a familia dak-arvores € subconjunto
proprio da familia dos grafos cordais.

(f) Que relacédo se pode deduzir entre a familia dak-arvores e a familia das
arvores ?

(g) ldenti que os grafos que sao simultaneamente-arvores e(k+1) -arvores,
para um dadok > 0 xo.

(h) Que particularidade possui a representagdo de umé&-arvore por conjun-
tos de adjacéncia restritos ?

(i) Quanto vale w(G), sendoG uma k-arvore ?

3.10 Notas Bibliogra cas

A familia dos grafos cordais € uma das mais extensamente eddas em Teoria de
Grafos, havendo vasta literatura disponivel a seu respeito Referéncias essencias
sdo o livro de Golumbic [13] e o artigo de Peyton e Blair [4]. Oslgoritmos de
percurso mais utilizados no reconhecimento de grafos coriasdo o percurso em
largura lexicogra ca, proposto por Rose, Tarjan e Lueker [8], e 0 percurso por
vizinhangca maxima, proposto por Tarjan e Yannakakis [33]. Métodos alternativos
séo apresentados por Panda [24]. A solucdo dos problemas timdos neste capitulo
para grafos cordais pode ser encontrada em [12]. Syslo [2Beyer et al. [3] e
Mitchell [22] sao referéncias introdutérias sobre grafos @riplanares maximais. Um
algoritmo e ciente de reconhecimento de um mop é encontradem Markenzon e
Justel [15]. Na area de tracado automéatico de mops, podemostar Markenzon e
Paciornik [18], que trata do tracado equilatero de um mop.
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Capitulo 4

Codi cacao de Grafos
k-Caminho

4.1 Conceitos Basicos

Na Secéo 1.4, vimos que, para certas familias especi cas deafps, é possivel de nir
esquemas particulares de representacdo, que requerem a rp@a de menos simbolos
do que os esquemas habitualmente empregados para represangrafos arbitrarios
(i.e., conjuntos e matriz de adjacéncia).

Neste capitulo, estudaremos a familia dos grafo&-caminho, cuja disposicdo
particular das cliques maximais permite conceber uma repientacdo bastante eco-
némica. Os grafosk-caminho sdo uma generalizacéo natural do conceito de canfin
simples, que corresponde ao cado=1.

A de nicdo de caminho simples, mencionada na Secédo 1.1, poder assim re-
escrita: um caminho simples de compriment@ > 0 € uma sequéncia alternada de
vértices e arestas, todos distintos:

[Vo, fVo, V10, V1, fvi,vag,vo,...,Vp 1,fVp 1,Vp0, Vpl.
Por abuso de linguagem, podemos dizer que, em um caminho sifep, alternam-se

cliques de cardinalidades 1 (vértices) e 2 (arestas).

Um grafo que consiste apenas de um caminho simples é denomimeagrafo ca-
minho. Em particular, P, = (f1,...,ng,ff 1,29,f2,3g,...,fn 1,ngg, n > 1
Observe que um grafo caminho pode ser construido a partir deutro ja existente,
mediante a adicdo de um novo vértice a uma das extremidades.

Dado um inteiro k > 0, um k-caminho de comprimentop > 0 em um grafo
arbitrario G = (V, E) € uma seqiiéncia

[BO, C11 Bl; CZ! BZ! LI | pr Bp]i
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onde:
Bi V,0 i p,séok-cliques distintas deG;
Ci V,1 i p,séao(k+1)-cliques distintas deG;
Bi 1 Ci, B Ci e nenhuma outrak-clique B;, 0 j p,j6i 1le
j 6 1, € um subconjunto deC;, 1 i p.

Por esta de ni¢do, ca claro que um caminho simples em um grad G é exata-
mente um 1-caminho emG.

Figura 4.1: O grafo completo com quatro vértices

Considerando o grafoG da Figura 4.1, a sequéncia
[f1,2g,f1,2 39,12, 39,12, 3,4g,f3,4g,f1, 3, 49, f 1, 4q]
€ um 2-caminho emG. Entretanto
[f1,2g,f1,2 39,2 39,12, 3,49,f3,4g,f1,3,4g,f 1, 4g,f 1, 2, 4g, f 2, 4q]

ndo € um 2-caminho, porqueB, = f2,4g C, = f2,3,4g e a terceira condigcéo &
violada.
Um grafo k-caminho pode ser indutivamente de nido da seguinte maneira:

Um grafo completo comk + 1 vertices € um grafok-caminho.

SeG = (V,E) é um grafok-caminho, Q@ V é umak-clique de G contendo
ao menos um vértice simplicial ev Z V, entédo o grafo

G®=(V [f vg,E[ff v,wgjw2 Qg)

€ um grafok-caminho.
Nada mais sdo grafok-caminho.

Sem perda de generalidade, assumiremos que os grakesaminho tratados neste
capitulo possuem como conjunto de vértice¥ = f1,2,...,ng, sendon >k 1.

E importante observar que umk-caminho maximal (i.e., aquele que n&o é sub-
conjunto de nenhum outro k-caminho) em um grafok-caminho contém obrigatori-
amente todos os vértices do mesmo. A Figura 4.2 mostra trés emplos de grafos
2-caminho com sete vértices. No graf@;, podemos destacar @-caminho maximal
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[f1,29, f1,2,3g, f1,3g, f1,3,4g, 1,49, f1,4,5q, f1,59, f1,5,6q, f1,69, f1,6,7g,
f1,79]; para o mesmo grafo, podemos também exibir 8-caminho maximal [f 2, 3g,
f1,2,30, f1,3g, f1,3,4g, f1,4g, f1,4,5g, f1,5¢9, f1,5,69, f1,6q, f1,6,7g, f1,7q].
E interessante notar queGi, G, e G; sdo também grafos periplanares maximais
(mops), estudados na Secéo 3.8.

G1 G2 Gs
Figura 4.2: Trés grafos 2-caminho

Pela de ni¢édo, concluimos facilmente que grafo&k-caminho séo grafos cordais,
visualizando ai seu processo indutivo de constru¢do, durée o qual as cliques as
quais os vértices sao ligados apresentam a restricdo de posem pelo menos um
vértice simplicial. Esta restricdo confere aos grafos deatfamilia caracteristicas
estruturais bastante particulares.

A primeira delas é o fato de que todo grafd-caminho comn > k + 1 vértices
possui exatamente dois vértices simpliciais. Logo, € semppossivel obter, para tais
grafos, um EEP em que esses vértices ocupem as posicfes extremas: se inmuiss
0 percurso por vizinhangca maxima em um dos vértices simpliais, ele ocupara a
Ultima posicao no EEP e, como o primeiro vértice de umEEP é obrigatoriamente
simplicial, o outro ocupara a primeira. A seguir, apresentanos a representacdo por
conjuntos de adjacéncia restritos dos grafos da Figura 4.2 EEP considerado, nos
trés casos, obedece a este principio de construgéo.

R (G1)=1(2.f1,30),(3,f1,49),(4.f1,59), (5, 1,69), (1,f6,79), (6,f79). (7, ;)]

R (G2) =[(1.f230),(2,f3,49).(3.f4,59), (4,15,60), (5,16, 79), (6,1 79), (7, ;)]
R (Gs) =[(1.f230),(2,f3,49),(4.f3,59), (3,f5,69), (5,16, 79), (6,1 79), (7, ;)]

Durante o processo indutivo de construcdo, ok + 1 Ultimos vértices do EEP
formam uma (k + 1) -clique. Uma vez formada esta clique, cada acréscimo subse-
glente unird um novo vértice a umak-clique do grafo corrente, formando uma nova
cligue maximal de cardinalidadek+1. O nimero de arestas de um graf&-caminho
é entdom = kn KL
Lema 4.1. Seja G = (V,E) um grafo k-caminho. Entdo existemn Kk cliques
maximais de cardinalidadek + 1 em G.
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Corolério 4.1. N&ao existem cliques de cardinalidade maior do quk +1 em um
grafo k-caminho.

Coroléario 4.2. Os dois vértices simpliciais de um grafd-caminho tém grauk.

Ainda durante o processo indutivo de construcdo de um grafd-caminho, cada
novo vértice, ao ser inserido, é ligado a uma clique que posspelo menos um vértice
simplicial. Como o primeiro vértice inserido é simplicial ro grafo nal, este novo
vértice é obrigatoriamente ligado ao vértice inserido imethtamente antes dele, isto
€, aquele que o segue nBEP.

Lema 4.2. SejaG = (V,E) um grafo k-caminho. Todos osk-caminhos maximais
de G possuem a mesma subseqiiéncia ¢le+1) -cliques[C1,Cy,...,C, k], de modo
gue os dois vértices simpliciais pertencem as cliques extres&; e C,, .

E possivel determinar o nimero dek-caminhos maximais distintos em um grafo
k-caminho.

Lema 4.3. SejaG = (V,E) um grafo k-caminho. Entio existemk? k-caminhos
maximais em G.

Finalmente, o Teorema 4.1 fornece uma caracterizacao de dos k-caminho, que
nos permite elaborar um algoritmo linear de reconhecimentgara os membros da
familia.

Teorema 4.1. Sejamk >0, G =(V,E) um grafo cordal comn > k + 1 vértices e
R (G)=[(o(i),X (a(i)) ji=1,...,n] uma representacdo deG por conjuntos de
adjacéncia restritos. G € um grafo k-caminho se, e somente se,

Q, sel i n Kk

J X (a(i)] = n i, sen k+1 i n;

G possui exatamente dois vértices simpliciais.

4.2 Esquema de Representacao

SejaG = (V,E) um grafo k-caminho. Uma vez que existemk? k-caminhos ma-
ximais contendo todas asn k cliques de cardinalidade(k + 1) de G, o grafo
ndo pode ser univocamente representado por um destéscaminhos. Entretanto,
dada a sequiéncidCy, C,,...,C, «], € possivel construir o grafo correspondente sem
ambiglidades. Note que a sequéncia rever$@, ,...,Cz, C1] € uma representacao
equivalente para o mesmo grafo. Para que a duplicidade ndo oca, xamos que o
menor vértice simplicial deve pertencer a cliqueC;; neste caso a sequéncia € Unica
e é chamadasequéncia fundamentaldenotada SF (G).
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Lema 4.4. Sejamk >0, G =(V,E) um grafo k-caminho e uma representacéo de
G por conjuntos de adjacéncia restritosR (G) =[( o(i), X (o(i)) ji=1,...,n]em
quea(l) € o menor vértice simplicial deG e a(n), o maior. Entao

Ci = fo(i)g[ X (a(i)),
parai=1,...,n Kk, sdo as cliques maximais da sequéncia fundamental.

Demonstracdao Sabemos, pelo Lema 4.1, que existem k cliques maximais em
G. Para determinar as cliques maximais, devemos percorrer BEP dado em ordem
inversa. Os Ultimosk + 1 vértices pertencem a uma Unica clique, de cardinalidade
k +1, que contém o vértice simpliciala(n). A cada iteracdo, a partir da (k + 1) -
ésima, uma nova clique é determinada, uma vez que todos os gontos de adjacéncia
restritos tém igual cardinalidade. Cada uma destas cliguetem k vértices em comum
com outra ja encontrada; e mais, um dos vértices desta cliqué aquele processado
na iteracdo anterior, uma vez que, pela de ni¢cdo de grafi&-caminho, o novo vértice
deve ser ligado a uma clique que possua um vértice simplicialEste vértice esta-
belece, entdo, uma nova clique maximal. O

A determinagdo da seqiiéncia fundamental de um grafk-caminho G com-
preende, portanto, dois passos:

Determinar uma representagdo deG por conjuntos de adjacéncia restritos tal
gue seu primeiro vértice seja o simplicial de menor nimero d& e o ultimo,
o simplicial de maior nimero.

Encontrar os vértices simpliciais deG, que séo os vértices de grai.

Executar um percurso por vizinhanca maxima, tendo como véiite inicial
o simplicial de maior nUmero.

Determinar, paral i n k, C; = fa(i)g[ X (o(i)).

Por ser Unica, a seqiiéncia fundamental de um graf-caminho constitui um
cddigo para este grafo (Secéo 1.7). No entanto, € possivel ebtum cddigo que
necessite de uma quantidade ainda menor de simbolos para regentar um grafo
k-caminho. As (k + 1) -cliques que compdem a sequéncia fundamental exibem uma
peculiar propriedade estrutural, provada no Lema 4.5, que @gporta a de nicdo de
sequéncia reduzida

Lema 4.5. SeSF(G)=[C1,Cy,...,C, «] é a sequéncia fundamental de um grafo
k-caminho comn > k + 1 vértices, entdo os conjuntosC; Cj+1 e Cji+1 G,
1 i<n Kk, sdo unitarios.

Demonstragdo PorquejCij= jCis1j= k+1,jCi\ Ci1j=keC; 6 Cis1. O

Com base no Lema 4.5, apresentamos a seguinte de nicao:
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Sejam G = (V,E) um grafo k-caminho e SF(G) sua sequiéncia fundamental.
Denominemos

Ci Cis :flﬂ‘@_]eCHl Ci:frig,l i<n k.
A sequéncia
SR(G) = [( mrl):(a r2)! e ,(l;l k 1, rn k l)]
€ chamadasequéncia reduzidade G. Quandon= k+1, SR(G) =[] é vazia.

A seqiiéncia reduzidaSR(G) é constituida porn k 1 pares de vértices. Para
os grafos2-caminho da Figura 4.2, tem-se:

SF(Gy) =[f1,2,3g,f1, 3,491 45915, 616 7
SR(Gl) [(2 14)1(3!5)1(41 6)1(577)]

SF(G,) =[f1,2 39,2 3, 4g 3, 4,514 5, 6g,f56,7d|
SR(GZ) = [(1 14)1(2!5)!(31 6)1(4! 7)]

SF(Gs) =[f1,2,30,f2,3,49,f3,4,59,f3,5,60,f5,6, 7q]
SR(G?:) = [(1 14)1(2!5)1(41 6)1(3!7)]

Observemos, agora, o grafo 3-caminh&; da Figura 4.3.

G, G, Gz

Figura 4.3: Remocgao sucessiva de vértices universais

A sequéncia reduzida deG; é SR(G;y) = [(1,5),(3,6),(5,7),(6,8)]. Nota-se
gue os vértices 2 e 4 dé€5; ndo aparecem na sequéncia reduzida. Estes vértices
pertencem a todas as(k + 1) -cliques do grafo, tendo graun 1; sdo, por isso,
denominados universais. Removendo um deles, encontramos um graf¢k  1)-
caminho, que possui a mesma sequéncia reduzida do grafo amgl. A Figura 4.3
ilustra esse processo.

Pelo fato de alguns vértices ndo gurarem na seqiiéncia redida, para que ela
possa ser utilizada como um codigo para um graf&-caminho, é necessario men-
cionar, além dos pares de vértices que a comp8em, o nimero dértices n, possibi-
litando a recontrucdo do grafo sem ambigiidades. Denominaos codigo compacto
de G o par CGG) = ( n,SR(Q)).

Algumas consideragfes merecem destaque:
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CC(G) é um cadigo para o grafdk-caminho G, isto €, uma representacao Unica
de G.

O tamanho do c6digoCQG) depende apenas do nimero de vértices do grafo.
Isto signi ca que, quanto maior for o valor de k, mais compacto é o cédigo.

Para os grafos da Figura 4.3, temos entao:
CQGy) =(8,1(1,5).(3,6),(5.7),(6,8)])
CQG2) =(7,1(1,5),(3,6),(5.7),(6,8)])

CQGa) = (6,[(1,5),(3,6),(5,7).(6,8)))

4.3 Algoritmos de Codi cacédo e Decodi cacao

Como vimos na sec¢do anterior, o cédigo compacto de um grafo-caminho G =
(V,E) consta de um parCCG) = (n,SR(G)). Nesta secdo, serdo apresentados
algoritmos e cientes para a obtencédo do cédigo a partir do gafo dado e para a
recuperacgdo do grafo a partir do codigo.

Consideremos, de inicio, a codi cagdo de um graf&-caminho. Sen=k+1, G
€ um grafo completo eSR(G) =[]. Do contrario, € preciso determinar a seqiiéncia
reduzida de G. Aplicando a propria de nicdo de SR(G), encontramos:

flg=Ci Cisz e frig=C+1 Ci,1 i<n k.

O Lema 4.4 permite-nos determinarCi, 1 i n Kk, a partir da representacao por
conjuntos de adjacéncia restritos. O algoritmo proposto uiliza um vetor auxiliar
conjunto, de dimenséon, que armazena as diferengas entre conjuntos. Inicialmente
o algoritmo determina as cliquesCy, ..., C, k € 0 vetor conjunto € inicializado
com zeros, exceto para os elementos do conjuntd, inicializados com o valor 1.
S&o executadosn  k 1 passos no algoritmo. Noi-ésimo passo, 0 conjuntcCi.

€ comparado ao conjuntoC;: o vértice que pertence somente &;,; € atribuido a
variavel ri; o que pertence somente &; € atribuido a variavel 1 O par ([J]rj) ca,
assim, bem determinado.

O Algoritmo 4.1 percorre as cligues maximais de5; sua complexidade é entdo
O(m) = O(kn).

Uma propriedade da seqiiéncia reduzida diz respeito aos véets simpliciais do
grafo G codicado. Quando n > k + 1, G tem dois vértices simpliciais, e, pela
de nicdo de sequéncia fundamental, eles pertencem as cliggaC; e C, . Como
vertices simpliciais ndo podem pertencer a mais de uma cligumaximal, conclui-se
gue estes correspondem, na sequéncia reduzida, o menori;de o maior, ar, 1,
respectivamente.
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O algoritmo de decodi cacéo deve encontrar, a partir do cédjo compactoCGG),
a representacdo deG por conjuntos de adjacéncia restritos. Primeiramente, a re
lacdo entre as representagdes por conjuntos de adjacénciestritos e a sequiéncia
reduzida precisa ser estabelecida.

Algoritmo 4.1. Determinacao do cédigo compacto de um grafok-caminho

Entrada: Um grafo k-caminho G = (V; E), representado por
R (G)=[C (i);X ((i)ji=1;::1;n];
Saida CGG) = ( n; SR(G)), cédigo compacto deG;
Inicio
Parai 1;:::;n k faca

G f (gl X (M)

Para i 1;:::;n faca
conjunto [i]  0;
SR(G) [

Parav 2 C; faca
conjunto [v]  1;
Parai  1;:::;n k 1lfaca
Parav 2 Ci.1 faga
Se conjunto [v] 6 i entdo
ri \'H
conjunto [v] i+1;
Parav 2 C; faga
Seconjunto [v] 6 i +1 entdo
i \'B
SR(G) SR (G)ji [Ciiril;
CaG) (n;SR(G))
Fim.

Lema 4.6. Seja G uma grafo k-caminho, R (G) sua representacdo por conjuntos
de adjacéncia restritos e SR(G) sua sequéncia reduzida. Entaa(i) = [ para
i=1,....,n k 1

Demonstragdo Pelo Lema 4.4 sabe-se qu€, ¢ = fa(n k)g[ X (a(n k)).
Pelo processo indutivo de construgédo, o vértice(n k 1) é ligado a umak-clique,
subclique deC, k. Pela de nicdo de sequiéncia reduzidaf [;1 x 19= Cp « 1

Ch k. Entdo, [1x 1 = o(n k 1). Como a seqiiéncia fundamentaSF (G) é
Unica, conclui-se a tese. O

Corolario 43. Cp =V f JLJ..., ]« 10

Juntamente com a de nicdo da sequéncia reduzida, este coiio permite-nos
determinar as cliques maximais de um grafd-caminho. Conhecendo-se &k + 1) -
cligue C, k, as demais podem ser assim expressas:

Ci=Cixa f rig[f Ggparai=1,...,n k 1L
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O algoritmo de decodi cacdo consta de duas etapas distintas Na primeira, a
(k + 1) -clique C, k é encontrada e as entradas correspondentes a estes vértices
na representacdo sdo processadas. Na segunda etapa, a cadaspaa(k + 1) -
cligue maximal corrente C; € determinada. Como, em um grafdk-caminho, vale a
igualdade C;j = fa(i)g[ X (a(i)), podemos estabelecer a entrada correspondente
da representacdo. O vetorclique, de dimensé@ok + 1, armazena, a cada passo, 0s
elementos constituintes da cliqueC;.

Algoritmo 4.2. Decodi cacao de um grafo k-caminho

Entrada: Um grafo k-caminho G = (V; E), representado por
CQG) = ( n; SR(G)), codigo compacto deG;
Saida R (G)=[( (i);X ( (i) ji=1;::1;n];

Inicio
R (G)=I[(rn « ;)
VO OV Of e e k10
clique[l] rn « 1; i 1;
Parav2 V® f r, « 1gfaca
X (v) f wjw=clique[j];j =1;:::;ig;

R (G) [(viX (MR (G);
i i+1; cliqueli] v;
Parai n k 1;:::;1faca
()R T O (N () B
Para j 1;::;k+1 faga
Seclique[j] = r; entédo
clique[j] 'i;
caso contrario
X (@) X (i) [f cliquefj]g;
CRA(G) O (X (IR (G);

Fim.

A complexidade deste algoritmo é tambémO(k n).

4.4 Caminhos Hamiltonianos

Como foi visto na Seg¢édo 1.1, um caminho hamiltoniano é um camho simples que
contém todos os vértices do grafo. Encontrar estes caminhos um importante
problema algoritmico; nesta se¢do sera mostrado como o c@di compacto pode
fornecer uma solucédo quase imediata deste problema para ogafps k-caminho.

Teorema 4.2. SejaG = (V,E) um grafo k-caminho com n vértices e SR(G) =
[(Cdry),.... (L k 1,rn k 1)] sua sequéncia reduzida. Entad@ possuik! caminhos
hamiltonianos tendo a sequéncig[ll] [2)... [zl k 1] como prexo e ry x 1 COMO
Ultimo vértice.
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Demonstracdo Mostraremos, primeiramente, que a seqUéncifly] ... [ k 1] € um
caminho simples enG. Pelo Lema 4.6, F o(i), parai=1,2,...,n k 1. Entao,
16 216 ...6 [« 1.

Resta provar quef [[J[J; g2 E. Sejan>k+2; paran k+2,aarmativa é
Obvia. Pela de nicdo de seqiiéncia reduzida, sabe-se que:

2 Ci; L[ZCiy; Lh 2Ciug;
nZCy; r2Cys; h ZGC.

Sejam entdo, sem perda de generalidadeZ; = f[Jvy,...,wg e Cj+1 = frj,
V1,...,Vk0. Logo, [[1s6 ndo é adjacente ao vértica; em Cj.; . Suponhamos, por
absurdo, quer; = [y . Entdo, como [d; Z Cis2, Ci\ Cjs1 = Cis1 \ Cis2, 0 que
contraria a de nicdo de grafo k-caminho. Logor; 6 [J; e existe a arestaf [ g.

Pelo Corolario 4.3,C, ¢y =V f ...,k 19. O vértice r, ¢ 1 pertence a
esta clique; ele é o Ultimo vértice dos caminhos hamiltoniams. Os outrosk vértices
podem ser considerados erk! seqiiéncias. O vérticd,l x 1 esté ligado a todos esses
vértices. Entdo osk! caminhos hamiltonianos sdo a simples concatenacdo de dois
caminhos simples: um pre xof []..., [x] k 19 € um su xo contendo os vértices de
C, « terminando emr, ¢ 1. O

Observe o grafoGs da Figura 4.3. Seu codigo compacto é
CQGy1) = (8,1(1,5).(3,6),(5,7),(6,8)]).

A sequéncia[l, 3, 5, 6] constitui um caminho simples. A 4-clique Cs pode ser deter-
minada pelo corolario 4.3:

Cs=V f 1,3,56g=f24,7,8g.

O maior vértice simplicial é 8 e, portanto, o Ultimo vértice dos caminhos hamiltoni-
anos a serem obtidos. Aplicando o Teorema 4.2 encontramos osgalintes caminhos
hamiltonianos em Gs:

[1,3,5,6,2,4,7,8]

[1,3,5,6,2,7,4,8]

[1,3,5,6,4,2,7,8]

[1,3,5,6,4,7,2,8]

[1,3,5,6,7,2, 48]

[1,3,5,6,7,4,2,8].

Assim, se o grafok-caminho esta representado por seu cédigo compacto, cada
um dos caminhos acima pode ser determinado em complexidade @(n).
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4.5 Exercicios

1. Utilizando a de ni¢ao indutiva, construa um grafo 3-caminho G com 8 vértices.
(a) Obtenha uma representacdo geométrica par& na qual ndo haja cruza-
mento de arestas.
(b) Assinale os vértices simpliciaiss; e s, de G.
(c) Destaque trés 3-caminhos maximais ent.
(d) Apresente a sequéncia fundamental des.
(e) Apresente a sequiéncia reduzida d&.
2. SejamG um grafo 4-caminho eCGG) = (10, [(2, 8), (5, 7), (1, 6), (7,9), (4, 10)])
seu codigo compacto.
(a) Observando apenasC(GG), diga quais sao os vértices simpliciais dé.
(b) Observando apenasCG), diga quais sdo os vértices universais dé.
(c) Determine as cliques maximais deG.

3. De na indutivamente a subfamilia dos grafosk-caminho que possuem garan-
tidamente pelo menos um vértice universal.

4. Sejam G = (V,E) um grafo k-caminho, v 2 V e q(v) o nimero de cliques
maximais as quaisv pertence. Prove qued(v) = q(v)+ k 1.

4.6 Notas Bibliogra cas

Beineke e Pippert [2] introduziram o conceito dek-caminhos, generalizando ca-
minhos simples. Em [16] e [17], Markenzoet al. de niram e caracterizaram grafos
k-caminho. O codigo compacto foi apresentado em Pereirat al.[25]; novas pro-
priedades da familia e aplicacdes do codigo na resolugédo d®plemas sao mostradas
em [26].
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Edson Wendlander

Métodos Numéricos para Equacdes Diferenciais Parciais
Maria Cristina de Castro Cunha e Maria Amélia Novais Schleiche

Modelagem em Biomatematica
Joyce da Silva Bevilacqua, Marat Ra kov e Claudia de Lello Cairtouke
Guedes
Métodos de Otimizacdo Randbmica: algoritmos genéticos esimulated an-
nealing
Sezimaria F. Pereira Saramago

Matemética Aplicada a Fisiologia e Epidemiologia
H.M. Yang, R. Sampaio e A. Sri Ranga

Uma Introducéo a Computagdo Quantica
Renato Portugal, Carlile Campos Lavor, Luiz Mariano Carvalho e Nelson

Maculan

Aplicacdes de Andlise Fatorial de Correspondéncias para Afigde de Dados
Dr. Homero Chaib Filho, Embrapa
Modelos Matematicos baseados em autdbmatos celulares rpaGeoprocessa-
mento
Marilton Sanchotene de Aguiar, Fabia Amorim da Costa, Gracaliz Pereira

Dimuro e Antdbnio Carlos da Rocha Costa
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11. Computabilidade: os limites da Computacéo
Regivan H. N. Santiago e Benjamin R. C. Bedregal

12. Modelagem Multiescala em Materiais e Estruturas
Fernando Rochinha e Alexandre Madureira
13. Modelagem em Biomatematica (Coraci Malta ed.)
1 - Modelagem matemética do comportamento elétrico de neumnios e al-
gumas aplicacdes
Reynaldo D. Pinto

2 - Redes complexas e aplicacdes nas Ciéncias
José Carlos M. Mombach

3 - Possiveis niveis de complexidade na modelagem de sist@snbioldgicos
Henrique L. Lenzi, Waldemiro de Souza Romanha e Marcelo Pelaj
Machado
14. A légica na construcao dos argumentos
Angela Cruz e José Eduardo de Almeida Moura

15. Modelagem Matematica e Simulagdo Numérica em Dindmica doFluidos
Valdemir G. Ferreira, Hélio A. Navarro, Magda K. Kaibara

16. Introducdo ao Tratamento da Informag¢&@o nos Ensinos Fundmental e Médio
Marcilia Andrade Campos, Paulo Figueiredo Lima

17. Teoria dos Conjuntos Fuzzy com Aplicacdes
Rosana Sueli da Motta Jafelice, Laércio Carvalho de BarrosRodney
Carlos Bassanezi

18. Introducdo a Construcdo de Modelos de Otimizacdo Lineae Inteira
Socorro Rangel

19. Observar e Pensar, antes de Modelar
Flavio Shigeo Yamamoto, Sérgio Alves, Edson P. Marques FilhoAmauri
P. de Oliveira

20. Fragbes Continuas: Propriedades e Aplicagdes
Eliana Xavier Linhares de Andrade, Cleonice Fatima Bracciali



