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Capítulo 1

In tro dução

1.1 Matemática atuarial

A Matemátic a A tuarial é uma área aplicada da matemática que utiliza co-

nhecimen tos de probabilidade, estatística, otimização e economia na análise

de problemas �nanceiros em seguros, fundos de p ensão e in v estimen tos.

O�cialmen te, ela surgiu na Inglaterra no �nal da primeira metade do

século XIX, em b ora existam casos de estudos atuariais com datas an teri-

ores a essa. P or exemplo, no século XVI I, na Inglaterra e na Holanda, a

coroa v endia títulos públicos que assegura v am ao seu comprador uma renda

vitalícia. E para a coroa não ter prejuízo com esse negó cio, foi necessário

determinar com a maior precisão a imp ortância em dinheiro que dev eria

ser cobrada (o que c hamamos de prêmios) para esses títulos. Esse trabalho

�cou como tarefa para os principais matemáticos desses dois países.

Ho je, no Brasil, estamos passando p or uma fase onde essa área de ma-

temática aplicada está em alta, devido aos div ersos desa�os existen tes no

mercado de seguros e previdência. Principalmen te ap ós o enorme cresci-

men to do mercado de previdência priv ada nos últimos anos devido ao �m

da ap osen tadoria in tegral dos servidores públicos e, agora em 2008, a que-

bra do monop ólio do mercado de resseguros no nosso país (até en tão tarefa

feita somen te p elo IRB - Instituto de Resseguros do Brasil).

Um pro�ssional que queira trabalhar em matemática atuarial dev e p os-

suir uma formação m uito m ultidisciplinar (que inclui matemática, compu-

tação, economia e direto). Sua principal atividade é a criação de mo delos

matemáticos para efetuar cálculos de probabilidades de ev en tos, a v aliar ris-

cos, �xar v alores de prêmios de seguro ou de indenizaçõ es, en tre outras

atribuiçõ es. E para isso, a sua principal ferramen ta de a v aliação é a sim u-

13



14 CAPÍTULO 1. INTR ODUÇÃ O

lação esto cástica, que é o tema cen tral desse trabalho.

1.2 Motiv ação

A área matemática atuarial é dividida em duas grande subáreas: a mate-

mática atuarial ramo vida, que estuda os problemas ligados a seguros de

vida e previdência, e a matemática atuarial ramo não-vida, que estuda os

problemas ligados aos outros ramos de seguro, tais como os de residência,

automó v eis, etc.

Nesse texto trataremos basicamen te de duas aplicaçõ es de sim ulação

esto cástica em problemas atuariais, um no ramo vida e outro no ramo não-

vida. O primeiro deles é o da geração de cenários de �uxo de caixa de um

plano de previdência priv ada de um indivíduo. O segundo é a geração de

cenários para o v olume de dinheiro a ser pago n uma carteira de seguros de

automó v eis. Apresen tam-se a seguir os principais asp ectos sobre previdência

priv ada que motiv am o presen te trabalho e logo dep ois a motiv ação da

geração de cenários para a v aliação do risco relativ o ao mon tan te de sinistros

a serem pagos.

1.3 Previdência priv ada

A pr evidência so cial , obrigatória e oferecida p elo Estado, tem como ob je-

tiv o garan tir a subsistência do indivíduo, ou seja, o mínimo de preserv ação

de qualidade de vida de mo do condizen te com a justiça so cial. Já a pr evi-

dência privada , complemen tar e facultativ a, é utilizada para preserv ar um

determinado padrão de vida.

Os participan tes dos fundos de pr evidência privada têm seus direitos

garan tidos p ela legislação do setor. As empresas são reguladas p ela Sup e-

rin tendência de Seguros Priv ados (SUSEP), órgão resp onsá v el p elo con trole

e �scalização dos mercados de seguro, previdência priv ada ab erta, capitali-

zação e resseguro.

A previdência priv ada, que p o deria ser classi�cada como um seguro de

renda, p o de ser ab erta ou fec hada.

A pr evidência privada fe chada , tam b ém conhecida como fundos de

p ensão, op era ap enas den tro de uma empresa ou grup o de empresas do

mesmo empregador visando à prestação de b enefícios complemen tares e

semelhan tes aos da previdência so cial. Os planos são, em sua maioria,

custeados p elas empresas e funcionários e de con tribuição v ariá v el de acordo

com os cálculos atuariais e a p olítica da empresa, p o dendo ser feito tam b ém

individualmen te, p or p essoa física.
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Em to das as empresas que têm fundos de p ensão, um dos principais

temas de discussão in terna é a qualidade da gestão das carteiras, p ois, se

ela não for e�cien te, não será p ossív el assegurar o v alor das ap osen tadorias.

A pr evidência privada ab erta é constituída p elas instituiçõ es ab ertas e

participação pública, visando a prestação de b enefícios op cionais, de cará-

ter mais individual. As en tidades ab ertas administram div ersos fundos ao

mesmo temp o e qualquer p essoa p o de participar de seus planos.

Os planos de previdência �tradicionais� garan tem rem uneração igual ao

da caderneta de p oupança, no mínimo. As con tribuiçõ es são mensais p or

um determinado n úmero de anos, de acordo com a renda futura esp erada

e da idade previamen te estab elecida. Os b enefícios p o dem ser recebidos

de div ersas formas: vitalício, p or um determinado p erío do de temp o (p or

exemplo, 20 anos) ou em forma de capital (to do o v alor de uma só v ez).

No caso da previdência complemen tar ab erta, os principais planos ofe-

recidos p elas seguradoras são: o PGBL (Plano Gerador de Benefício Livre)

e o V GBL (Vida Gerador de Benefício Livre). Am b os p ermitem o acúm ulo

de recursos p or um prazo determinado. Existem div ersas mo dalidades de

fundos e planos e os rendimen tos das aplicaçõ es �nanceiras são repassados

in tegralmen te para os clien tes. O p erío do de diferimento e o p erío do de

b enefício comp õ em as duas fases destes planos. O primeiro o corre quando

as con tribuiçõ es estão sendo aplicadas. Já o p erío do de b enefício é de�-

nido a partir do momen to que o indivíduo escolhe para começar a receb er

o dinheiro acum ulado.

A principal diferença en tre estes planos está na tributação. O plano

V GBL é mais indicado a autônomos e pro�ssionais lib erais. Não é dedutív el

do imp osto de renda, a tributação o corre ap enas sobre o ganho de capital no

momen to do resgate. O V GBL é ideal para quem não p o de se b ene�ciar das

v an tagens �scais oferecidas p elos planos de previdência, seja p orque declara

o Imp osto de Renda p elo form ulário simpli�cado ou p orque já atingiu o

limite máximo de con tribuição p ermitido para dedução �scal, i.e., 12% da

renda bruta an ual tributá v el. Já o plano PGBL é mais v an ta joso para quem

faz a declaração do imp osto de renda p elo form ulário completo. A té 12% da

renda bruta p o de ser deduzida do cálculo do imp osto. A tributação deste

v alor, in v estido em PGBL, será paga no momen to do resgate.

Um asp ecto fundamen tal para as seguradoras é a gestão dos ativ os (con-

tribuiçõ es recebidas de indivíduos) e dos passiv os (b enefícios pagos aos se-

gurados) de um plano de previdência é o de mo delar o risco asso ciado ao

negó cio. Isto é, predizer as taxas de juros dos rendimen tos de sua car-

teira de in v estimen tos e a vida futura dos indivíduos segurados p or ela.

E, na v erdade, essas incertezas são parâmetros de en trada para qualquer

sistema de gestão de ativ os e passiv os de uma seguradora. Elas p o dem
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ser represen tadas p ela geração de um grande n úmero de cenários (obtidos

p or sim ulação esto cástica), os quais re�etem os comp ortamen tos p ossív eis

desses parâmetros. Utilizando esses cenários é que decisõ es no mo delo de

gestão são tomadas.

1.4 Ob jetiv os

O principal ob jetiv o desse livro é o de in tro duzir conceitos de matemática

atuarial e sim ulação esto cástica motiv ados p or problemas atuariais e �nan-

ceiros. P ara isso serão apresen tados quatro problemas, onde para cada um

deles será discutida uma estratégia a ser usada na mo delagem probabilís-

tica; a solução computacional será feita utilizando os recursos da plataforma

R .

1.5 Estrutura do texto

Esse texto está organizado da seguin te forma:

� O capítulo 2 in tro duz os conceitos básicos de sim ulação esto cástica e

da plataforma R que serão utilizados, tais como: geração de n úmeros

pseudo-aleatórios, geração de v ariá v eis aleatórias discretas e con tín uas

e geração de v etores aleatórios normais m ultiv ariados.

� O capítulo 3 descrev e os princípios de matemática atuarial e estuda a

geração de cenários de vida de indivíduo que con tribui para um plano

de previdência priv ada do tip o PGBL.

� O capítulo 4 in tro duz um mo delo de séries temp orais para v ariá v eis

�nanceiras a ser utilizado no capítulo seguin te.

� O capítulo 5 in tro duz um sim ulador para geração de cenários do v alor

de b enefício de um plano de previdência PGBL para um indivíduo

que con tribui mensalmen te.

� O capítulo 6 prop õ e um sim ulador esto cástico para a geração de ce-

nários que estima a quan tia de sinistros o corridos n uma carteira de

ap ólices de automó v eis.

� Finalmen te, o capítulo 7 conclui o trabalho e apresen ta diretrizes para

estudos futuros.
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Os capítulos 3, 4 e 5 prop õ em problemas e soluçõ es baseadas na dis-

sertação de mestrado da aluna Carla Jardim Dias [4 ], orien tada p elos pro-

fessores Hélio Côrtes Vieira e Luciano V ereda, defendida no programa de

p ós-graduação em matemática na PUC-Rio.

Nos endereços da W eb http://www.sbma c.o rg .b r/n ot as .ph p , http:

//www.mat.puc- rio .b r/ ~lo pe s e http://acfrery.g oo gle pa ge s.c om / se

encon tram to das as implemen taçõ es em R apresen tadas nesse livro, assim

como texto suplemen tares e exercícios.
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Capítulo 2

V ariá v eis Aleatórias e a

Plataforma R

R é uma linguagem de programação de alto nív el que oferece recursos para

a pro dução de grá�cos de qualidade b em como para a realização de cálculos

estatísticos com b oa precisão n umérica.

Den tre as virtudes de R não p o demos deixar de mencionar que ela ob e-

dece os padrõ es de soft w are livre e que está disp onív el para uma b oa v arie-

dade de plataformas de hardw are e sistemas op eracionais. Há uma grande

com unidade de desen v olv edores con tribuindo p ermanen temen te para o de-

sen v olvimen to de no v as funcionalidades, b em como para a correção dos

ev en tuais problemas que R apresen ta. A com unidade R_STAT , disp onív el em

http://br.groups .ya ho o. com /g ro up/ R_ STA T , é um exemplo disso para

usuários de R no Brasil. O n úmero de bibliotecas de qualidade para as

mais div ersas aplicaçõ es cresce constan temen te aumen tando, com isso, a

aplicabilidade deste sistema em div ersas áreas.

R p o de ser obtido tan to compilado quan to para compilar p elo sítio W eb

http://www.r- proj ec t. org .

Na seção seguin te apresen taremos os elemen tos de probabilidade neces-

sários para construir técnicas de sim ulação esto cástica. Em b ora R forneça

funçõ es para a geração de o corrências de v ariá v eis aleatórias com div er-

sas distribuiçõ es de in teresse, consideramos apropriado discutir as técnicas

sub jacen tes a essas rotinas.

19
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2.1 T ransformaçõ es de v ariá v eis aleatórias

A distribuição uniforme no in terv alo unitário o cupa um lugar de destaque

no univ erso da sim ulação esto cástica. Ela é de�nida p ela densidade

f (x) = 1 ( 0;1 ) (x); (2.1.1)

onde 1 A é a função indicadora do conjun to A , isto é, 1 A (x) = 1 se x 2 A ,

0 caso con trário. A probabilidade de qualquer ev en to den tro do in terv alo

unitário dep ende ap enas do comprimen to do in terv alo, isto é, Pr (a � X �

b) = 1=(b - a) para to dos 0 < a < b < 1 .

A maioria dos sistemas computacionais oferecem rotinas para a geração

de ev en tos desta distribuição como, p or exemplo, a funçao rand da lingua-

gem de programação C . Esse é o assun to da seção 2.2. Nesta seção v eremos

resultados que nos p ermitirão obter o corrências de v ariá v eis aleatórias de

qualquer distribuição discreta, con tín ua ou mista a partir de o corrências de

v ariá v eis aleatórias uniformemen te distribuídas no in terv alo unitário. Ou-

tras técnicas, den tre as quais se destacam os méto dos de rejeição e de com-

p osição, p o dem ser vistas nos textos [3, 16 ].

Neste p on to é con v enien te lem brar que conhecer a distribuição de uma

v ariá v el aleatória consiste em ser capaz de calcular a probabilidade de qual-

quer ev en to den tro da classe de ev en tos p ossív eis, suas uniõ es e in terseçõ es.

A função de distribuição acum ulada, de�nida p or F(t ) = Pr (X � t ) para

to do t 2 R , é capaz de caracterizar a distribuição de qualquer v ariá v el

aleatória X.

As propriedades das funçõ es de distribuição acum ulada são as seguin tes:

1. São con tín uas à direita, isto é, se xn ↓ x en tão F(xn ) → F(x) .

2. Se x → - ∞ en tão F(x) → 0, e se x →∞ en tão F(x) → 1.

3. Se x < y en tão F(x) � F(y) .

Recipro camen te, to da função satisfazendo as três propriedades acima é fun-

ção de distribuição acum ulada, isto é, ela caracteriza a distribuição de al-

guma v ariá v el aleatória real.

Caso exista uma função f : R → R + para a qual F(t ) =
∫t

- ∞ f (x) dx ,

en tão dizemos que F caracteriza a distribuição de uma v ariá v el aleatória

con tín ua. Nesse caso, f receb e o nome de densidade de probabilidade, ou

simplesmen te de densidade, e tam b ém caracteriza a distribuição da viariá v el

aleatória.

T o da densidade de probabilidade p ossui duas propriedades:

1. Ela é não negativ a, e o conjun to fx 2 R : f (x) > 0g receb e o nome de

sup orte da densidade ou da distribuição, e
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2. a sua in tegral é unitária, isto é,

∫
R

f = 1.

A função de distribuição acum ulada de v ariá v eis aleatórias con tín uas é es-

tritamen te crescen te no sup orte e, p ortan to, in v ersív el nesse conjun to.

Uma informação m uito imp ortan te que decorre do conhecimen to da dis-

tribuição de uma v ariá v el aleatória é a dos seus momentos . O momen to de

ordem k da v ariá v el aleatória X com distribuição caracterizada p ela densi-

dade f é dado p ela in tegral

E (Xk ) =
∫

R

xk f (x) dx;

se ela existir. Caso se trate de uma v ariá v el aleatória discreta, a in tegral é

substituída p or uma soma. O primeiro momen to receb e o nome de esp e-

r ança ou mé dia , e a diferença en tre o segundo momen to e o quadrado da

esp erança é c hamado variância , isto é

V ar (X) = E (X2 ) - ( E (X))2 :

Caso o espaço amostral da v ariá v el aleatória seja �nito ou en umerá v el,

dizemos se tratar de uma v ariá v el aleatória discreta. Nesse caso, basta

conhecer a probabilidade de cada ev en to atômico para caracterizar a sua

distribuição, isto é, a função (xi ; pi = Pr (X = xi )) para to do xi ev en to

elemen tar. A função (xi ; pi ) receb e o nome de função de probabilidade, e é

p ossív el v er que a função de distribuição acum ulada, neste caso, é constan te

p or partes: F(t ) =
∑

x i � t pi .

V eremos a seguir dois casos imp ortan tes de cada tip o de v ariá v el alea-

tória.

A distribuição da v ariá v el aleatória X c hama-se exp onencial padrão se

a sua densidade é f (t ) = exp f- t g1

R + (t ) . Com isso, a sua função de distri-

buição acum ulada é F(t ) = ( 1 - exp f- t g) 1

R + (t ) . A distribuição da v ariá v el

aleatória Y = �X , com X exp onencial padrão e � > 0 c hama-se exp onencial

de média � , e a sua densidade é

f Y (t ) =
1
�

exp f- t=� g1

R + (t ): (2.1.2)

A �gura 2.1 mostra a densidade e a função de distribuição acum ulada desta

distribuição, para � = 1, restringindo o sup orte ao in terv alo [0; 3] para �ns

de exibição.

A distribuição da v ariá v el aleatória X é c hamada normal padrão se a sua

densidade é

f (t ) =
1

p

2�
exp

{
-

1
2

t 2
}

;
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(b) F unção de distribuição acum ulada

Figura 2.1: Densidade e função de distribuição acum ulada da lei exp onencial

padrão

para to do t 2 R . Não disp omos de uma forma explícita para a função de

distribuição acum ulada da distribuição normal padrão, mas há uma relação

en tre ela e uma imp ortan te função esp ecial c hamada �função de erro�:

� (t ) =
2

p

�

∫ t

0
exp f- x2gdx:

É frequen te encon trar a notação � (t ) = erf (t ) , e v ale que � (t ) = 2F(
p

2t) -
1, com F a função de distribuição acum ulada da lei normal padrão. A

�gura 2.2 mostra a densidade e a função de distribuição acum ulada desta

distribuição, restringindo o sup orte ao in terv alo [- 3; 3] para �ns de exibição.

Se X segue uma distribuição normal padrão, en tão Y = �X + � , com

� 2 R e � > 0 segue uma distribuição normal de média � e desvio padrão

� (ou, equiv alen temen te, v ariância � 2
). Neste caso, a densidade de Y é

f Y (t ) =
1

p

2��
exp

{
-

1
2� 2 (t - � )2

}
:

Uma v ez de�nida a distribuição normal de média � e v ariância � 2
, esta-

mos em condiçõ es de de�nir uma outra lei de in teresse para a mo delagem

de dados p ositiv os: a distribuição log-normal. Se X segue uma lei de mé-

dia � e v ariância � 2
, en tão Y = eX

segue uma distribuição log-normal de

parâmetros � e � 2
. A densidade que caracteriza esta distribuição é

f Y (y) =
1

y
p

2�� 2
exp

{
-

1
2

�

log (y) - �
�

� 2}
: (2.1.3)
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(b) F unção de distribuição acum ulada

Figura 2.2: Densidade e função de distribuição acum ulada da lei normal

padrão

Note que � e � 2
são ap enas os parâmetros que indexam esta lei; não são

a média e a v ariância da distribuição. A média desta distribuição é

E (Y) = exp

{
� +

� 2

2

}
;

enquan to a v ariância é dada p or

V ar (Y) = exp

{
2� + � 2}

�

exp

{
� 2} - 1

�

:

A �gura 2.3(a) mostra a densidade da equação (2.1.3) para � = 0 e

� 2 = 1.

As distribuiçõ es vistas até agora (exp onencial, normal e log-normal) p os-

suem sup orte in�nito, sendo a segunda to da a reta enquan to as outras duas

p ossuem sup orte sobre os reais p ositiv os. V eremos a seguir um imp ortan te

caso de distribuição com sup orte limitado, a lei b eta.

A v ariá v el aleatória X: 
 → (0; 1) p ossui distribuição b eta com parâme-

tros p; q > 0 se a sua densidade é

f X (x) =
� (p + q)
� (p)� (q)

xp - 1 (1 - x)q - 1
1 ( 0;1 ) (x): (2.1.4)

A distribuiçao b eta é m uito �exív el e con v enien te para descrev er fenô-

menos de�nidos sobre um sup orte limitado, tal como v eremos na seção 6.3.

Den tre os casos particulares descritos p or esta lei p o demos mencionar a dis-

tribuição uniforme, caracterizada p ela densidade dada na equação (2.1.1),

obtida fazendo p = q = 1. A �gura 2.3(b) mostra quatro densidades
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Figura 2.3: Densidades long-normal e b eta

b eta: (p; q) = ( 1; 3) em traço con tín uo, (p; q) = ( 2; 2) em p on tilhado,

(p; q) = ( 3; 2) em p on to-e-traço e (p; q) = ( 3; 1) em traços curtos e longos.

Uma das distribuiçõ es discretas mais simples é a lei de Bernoulli. Uma

v ariá v el aleatória discreta segue a lei de Bernoulli com parâmetro p 2 [0; 1]
se ela adota o v alor 1 com probabilidade p ou o v alor 0 com probabilidade

1 - p . Desta forma, a função de probabilidade que caracteriza esta lei é

((0; 1- p); (1; p)) . A soma de n v ariá v eis aleatórias indep enden tes e iden ti-

camen te distribuídas, cada uma ob edecendo uma distribuição de Bernoulli

com parâmetro p segue uma lei Binomial com parâmetro (n; p ) . A função

de probabilidade que caracteriza esta distribuição é

�

k;
� n

k

�

pk (1 - p)n - k
�

para to do 0 � k � n .

A distribuição de P oisson caracteriza a con tagem do n úmero de ev en tos

que, isoladamen te, são raros mas para os quais são feitas m uitas observ açõ es

indep enden tes. Imaginemos, p or exemplo, a situação de observ ar em um

p equeno in terv alo de temp o a c hegada de um freguês em um banco, ou a

o corrência de um sinistro para uma empresa de seguros devido a um roub o

de carro; a probabilidade disso o correr é p equena, mas quando a observ ação

é realizada ao longo de um in terv alo maior ela se torna razoá v el. Nessas

condiçõ es, e com algunas restriçõ es adicionais que p o dem ser vistas em [6],

p o demos mo delar o n úmero de ev en tos com a v ariá v el aleatória X cuja lei é

dada p or

Pr (X = k) =
� k

k!
e- � ; (2.1.5)

para to do k 2 N 0 , onde � > 0 é a média e o parâmetro que caracteriza

a distribuição. T al como de�nido acima, trata-se do pro cesso de P oisson

homogêneo; na seção 6.1 v eremos uma forma mais geral deste imp ortan te
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mo delo.

T emos, assim, sete exemplos de v ariá v eis aleatórias que não ob edecem

a distribuição uniforme: duas con tín uas (exp onencial, normal, log-normal

e b eta) e três discretas (Bernoulli, binomial e P oisson). V eremos a seguir

como transformar v ariá v eis aleatórias uniformes em v ariá v eis aleatórias que

ob edecem outra distribuição. O resultado que será apresen tado a seguir é

um dos pilares da sim ulação esto cástica.

T eorema 2.1 (In v ersão � Caso Geral). Sejam F: R → [0; 1] a função

de distribuição acumulada de uma variável ale atória e F-
a sua inversa

gener alizada, dada p or F- (t ) = inf fx 2 R : t � F(x)g. Se U é uma

variável ale atória que se gue uma lei uniforme no intervalo (0; 1) então

F é a função de distribuição acumulada da variável ale atória r esultante

da tr ansformação V = F- (U) .

Lema 2.1 (In v ersão � Caso Con tín uo). Quando a variável ale atória

de inter esse é c ontínua vale que F- (t ) = F- 1 (t ) p ar a to do t 2 R .

A aplicabilidade deste resultado geral restringe-se somen te à disp onibi-

lidade de b oas implemen taçõ es de F- 1
ou de F-

. Casos imp ortan tes para

os quais não há formas explícitas simples são as distribuiçõ es normal, log-

normal e b eta.

No caso da distribuição exp onencial com parâmetro � , a função de dis-

tribuição acum ulada é dada p or F(t ) = ( 1 - exp f- t=� g) 1

R + (t ) , logo a in-

v ersa é dada p or F- 1 (t ) = - � log (1 - t ) . Com isso, a v ariá v el aleatória

Y = - � log (1- X) segue uma distribuição exp onencial com média � quando

X segue uma lei uniforme em (0; 1) .

Já no caso gaussiano, como não disp omos de uma forma explícita nem

para a função de distribuição acum ulada nem para sua in v ersa, dev emos

lançar mão de outra técnica ou de rotinas n uméricas.

P ara gerar o corrências da distribuição de Bernoulli p o demos usar o T e-

orema 2.1 e fazer Y = 1 ( 0;p ) (U) . Com isso, Y irá ob edecer a lei desejada

com parâmetro p . As o corrências de v ariá v eis aleatórias binomiais p o dem

ser construídas como a soma de ev en tos de v ariá v eis aleatórias Bernoulli

indep enden tes.

A geração de o corrências de v ariá v eis aleatórias P oisson p o de parecer

in viá v el com este méto do p ois, em princípio, requereria o cálculo de in�ni-

tos v alores de probabilidade. Esse problema p o de ser con tornado fazendo

uso de um algoritmo iterativ o que, dada a o corrência da v ariá v el aleatória

uniforme X(! ) = x , calcule o v alor inicial p0 = Pr (Y = 0) = e- �
e faça

a comparação com ap enas o primeiro �degrau� da in v ersa generalizada da

função de distribução acum ulada. Se p0 � x en tão retorne 0, caso con trário

calcule p1 = Pr (Y = 1) = �e - �
e faça a comparação com p0 + p1 , e assim
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p or dian te. Esse algoritmo se torna e�cien te se os v alores p0 ; p1 ; : : : são

armazenados en tre c hamadas à rotina de sim ulação.

Uma conexão in teressan te en tre as distribuiçõ es exp onencial e de P oisson

decorre do fato de considerar o temp o en tre os ev en tos de um pro cesso de

P oisson. A equação (2.1.5) descrev e ap enas o n úmero de ev en tos que o corre

em um in terv alo de temp o padronizado. Resta mo delar em quais instan tes

esses ev en tos o correm e, para isso, p o demos lançar mão de uma propriedade

adicional do pro cesso de P oisson: a falta de memória.

T al como foi form ulado, esse pro cesso p ossui a seguin te propriedade para

T, o temp o en tre o corrências sucessiv as:

Pr (T > t + s j T > s) = Pr (T > t ); (2.1.6)

para to do s; t > 0 . Em pala vras, a equação (2.1.6) mostra que o fato de já

ha v er esp erado um temp o sup erior a s > 0 em nada in�ui quan to temp o

mais dev eremos esp erar até observ ar mais um ev en to. A distribuição que

satisfaz essa propriedade é a exp onencial, caracterizada p ela densidade dada

na equação (2.1.2) .

A propriedade de falta de memória é útil como forma alternativ a para

geração de o corrências de v ariá v eis aleatórias com distribuição de P oisson,

b em como para a sim ulação de mo delos mais gerais.

Outra propriedade imp ortan te do pro cesso de P oisson é a falta de in-

formação sobre a lo calização exata dos ev en tos. Se sab emos que o correram

exatamen te n c hegadas no in terv alo (t 1 ; t 2) , com t 1 < t 2 , en tão as suas lo-

calizaçõ es seguem distribuiçõ es indep enden tes e iden ticamen te distribuídas

segundo leis uniformes nesse in terv alo.

De v olta à distribuição gaussiana, p o demos, em princípio, utilizar o se-

guin te resultado discutido em [6]: sejam U1 ; U2 v ariá v eis aleatórias indep en-

den tes e iden ticamen te distribuídas segundo uma lei uniforme no in terv alo

unitário. De�namos R =
p

- 2 log U1 e � = � (2U2 - 1) . As v ariá v eis alea-

tórias X; Y de�nidas p or X = R cos � e Y = R sen � são indep enden tes com

distribuição com um gaussiana padrão.

A plataforma R oferece div ersas rotinas para a geração de o corrências

de v ariá v eis aleatórias com estas e m uitas outras distribuiçõ es. Den tre elas

p o demos mencionar runif , para o corrências de uniformes, rbinom para

binomiais (e, como caso particular, de Bernoulli), rnorm para normais e

rpois para P oisson.

T al como vimos nesta seção, a geração de o corrências de v ariá v eis aleató-

rias uniformes é essencial para a obtenção de ev en tos de v ariá v eis aleatórias

com outras distribuiçõ es. A seção seguin te discute esse problema.
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2.2 Geradores de n úmeros pseudo-aleatórios

A geração de n úmeros aleatórios é o alicerce de qualquer sistema de sim u-

lação esto cástica. P orém, nos computadores digitais as conhecidas funçõ es

que geram n úmeros aleatórios não são efetiv amen te aleatórias. Números

realmen te aleatórios são gerados p or um pro cesso físico. P ara isso, são

construídos disp ositiv os físicos que analisam fenômenos microscópicos ou

qüân ticos e atra v és de um con v ersor digital conseguem gerar um n úmero

aleatório.

Na prática o que se usa em sim ulação esto cástica são os geradores de

n úmeros pseudo-aleatórios. Esses geradores pro duzem uma seqüência de-

terminística de n úmeros in teiros ou em p on to �utuan te na precisão do com-

putador, que imita uma seqüência de v ariá v eis aleatórias indep enden tes e

uniformemen te distribuídas en tre 0 e 1.

A essência de uma seqüência de n úmeros pseudo-aleatórios é a sua im-

previsibilidade, no sen tido de que ninguém é capaz de, ao v ê-la, dizer qual

é a regra determinística que a pro duz e conseguir prev er qual é o pró ximo

n úmero da seqüência.

O méto do mais conhecido que gera uma seqüência de n úmeros pseudo-

aleatórios é o LCG ( Line ar Congruential Gener ator ).

O LCG gera uma seqüência fu i g de n úmeros reais en tre 0 e 1. P ara isso,

ele usa a seguin te equação de recorrência para gerar n úmeros in teiros en tre

0 e m :

vi + 1 = ( a � vi + b) mo d m; i � 0;

onde a , b e m são in teiros e mo d é a op eração mó dulo, isto é, o resto da

divisão in teira. O termo v0 dessa recorrência é c hamado de semen te do

gerador e é um outro parâmetro de en trada para o méto do. A seqüência

fu i g1 � 0 é obtida fazendo u i = vi =m.

Uma desv an tagem do méto do LCG é que, p or essa fórm ula de constru-

ção, ele gera uma seqüência p erió dica. O ideal é fazer uma b oa escolha

dos parâmetros de en trada a �m de que o p erío do seja o maior p ossív el. O

p erío do do LCG é no máximo m , e na maioria dos casos é menor do que

isso. P ara se obter um p erío do máximo dev e-se fazer as escolhas para a , b ,

m e v0 de acordo com os seguin tes critérios:

1. a > 0 , b > 0 ;

2. m > max (a; b; v0) ;

3. b e m dev em ser primos en tre si;

4. a - 1 dev e ser divisív el p or to dos os fatores primos de m ;
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5. a - 1 dev e ser um m últiplo de 4 se m for um m últiplo de 4.

Uma b oa escolha, segundo Press et al. em [15 ], é a = 1664525; b =
1013904223, e m = 232

.

O méto do LCG é capaz de gerar b oas seqüências pseudo-aleatórias,

mas é conhecido que suas propriedades estão longe do ideal. Se for ne-

cessário um gerador melhor, sugere-se utilizar o Mersenne Twister (MT)

prop osto p or Matsumoto e Nishim ura em 1977 [11 ]. Ho je, existem al-

goritmos rápidos baseados no MT que tem p erío do 219937 - 1. No en-

dereço http://www.math. sci .h ir osh im a- u.a c. jp/ ~m - ma t/ MT/ em t. htm l

encon tra-se uma excelen te implemen tação para o gerador MT. P ara maiores

detalhes em algoritmos de geração de n úmeros pseudo-aleatórios v eja [15 ].

Na plataforma R existem v ários outros geradores que são m uito e�cien-

tes, não é o ob jetiv o desse texto detalhá-los.

2.3 A distribuição normal m ultiv ariada

Um dos mo delos mais imp ortan tes na hora de descrev er o comp ortamen to

de duas ou mais v ariá v eis relacionadas en tre si é o normal m ultiv ariado.

Diremos que um v etor de v ariá v eis aleatórias segue uma distribuição

normal m ultiv ariada se a sua densidade é dada p or

f (x) =
1

(2� )m=2 j� j1=2
exp

{
-

1
2

(x - � ) 0 � - 1(x - � )
}

;

onde x = ( x1 ; : : : ; xm ) 0

é a observ ação em R

m
, � = ( � 1 ; : : : ; � m ) 0

2 R

m
é

o v etor de médias e � é a matriz de co v ariância (que é de tamanho m � m e

p ositiv a de�nida, logo � - 1
existe). O v etor de médias é o p on to de máximo

da densidade, isto é, a sua mo da.

A matriz de co v ariância é da forma � = ( � ij ) onde

� ij = � ji é a co v ariância en tre as comp onen tes i e j;

� ii = � 2
i > 0 é a v ariância da comp onen te i:

A co v ariância en tre as comp onen tes i e j p o de tam b ém ser escrita em termos

da correlação - 1 < � ij < 1 como � ij = � ij � i � j . Den tre outras referências,

os textos [10 , 13 , 17 ] fornecem detalhes desta imp ortan te distribuição.

Um resultado imp ortan te desta distribuição que serv e para gerar o cor-

rências de v ariá v eis aleatórias que seguem esta lei é o seguin te. Se X =
(X1 ; : : : ; Xn ) é um v etor formado p or n v ariá v eis aleatórias indep enden tes e

iden ticamen te distribuídas com distribuição normal padrão, � 2 R

n
é um

v etor n -dimensional e A é uma matriz de dimensão n � n , en tão o v etor
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de v ariá v eis aleatórias Y = AX + � segue uma lei normal m ultiv ariada de

média � e matriz de co v ariância � = AA 0

.

A função mvnorm do R p ermite sim ular o corrências desta lei m ultiv ariada.

2.4 Exemplos de uso do R

Nesta seção v eremos alguns exemplos de uso da plataforma R para a geração

de o corrências de v ariá v eis aleatórias com as distribuiçõ es de�nidas nas

seçõ es 2.1 e 2.3.

Có digo 2.1: Histograma de uniformes

1 > x = r u n i f ( n = 1 0 0 , m i n = 0 , m a x = 1 )

2 > h i s t ( x , b r e a k s = 3 0 , m a i n = ' H i s t o g r a m a  d e  O b s e r v a c o e s  

U n i f o r m e s ' , y l a b = " F r e q u e n c i a " )

Na primeira linha do có digo 2.1 atribuímos ao v etor x cem ( n=100 ) ob-

serv açõ es de v ariá v eis aleatórias indep enden tes iden ticamen te distribuídas

segundo uma lei uniforme no in terv alo (0; 1) . O in terv alo p o de ser mo di�-

cado alterando os parâmetros min e max na c hamada à função runif . Na

segunda linha deste có digo geramos um histograma com breaks=30 in ter-

v alos, e o exibimos com a legenda que é visív el na Figura 2.4. Deixamos

para o leitor curioso descobrir a enorme v ariedade de op çõ es que p o dem ser

dadas para construir grá�cos em R .

Histograma de Observações Uniformes

x

F
re

qu
ên

ci
a

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0
2

4
6

8

Figura 2.4: Histograma de cem observ açõ es uniformes
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O có digo 2.2 mostra como gerar cem o corrências de v ariá v eis aleatórias

indep enden tes e iden ticamen te distribuídas segundo uma lei exp onencial de

taxa � = 2. A visualização do histograma desses dados, gerada p ela segunda

linha deste có digo, mostra-se na Figura 2.5.

Có digo 2.2: Histograma de exp onenciais

1 > x = r e x p ( n = 1 0 0 , r a t e = 2 )

2 > h i s t ( x , b r e a k s = 3 0 , m a i n = ' H i s t o g r a m a  d e  O b s e r v a c o e s  

E x p o n e n c i a i s ' , y l a b = ' F r e q u e n c i a ' )

Histograma de Observacoes Exponenciais

x

F
re

qu
ên

ci
a

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5

0
5

10
15

20

Figura 2.5: Histograma de cem observ açõ es exp onenciais

P ara ilustrar a sim ulação de o corrências de v ariá v eis aleatórias normais

m ultiv ariadas lançaremos mão de um dos exemplos de análise de imagens

mostrado em [18 ]. Nesse texto são analisados dados de div ersas regiõ es de

uma pin tura, e a estimação dos parâmetros � e � , sup ondo a distribuiçao

gaussiana m ultiv ariada, para uma delas, a que corresp onde a um cacto, é

b�
cacto

=

0

@

0:281
0:420
0:252

1

A ; b�
cacto

= 10- 3

0

@

2:001 1:938 1:783
1:938 3:001 1:247
1:783 1:247 2:610

1

A :

O có digo 2.3 mostra uma sequência de instruçõ es para gerar e visualizar

cem o corrências de v ariá v eis aleatórias distribuídas segundo a lei gaussiana

m ultiv ariada com os parâmetros b�
cacto

e

b�
cacto

.

A linha 1 carrega o pacote MASS , que fornece a função para gerar este

tip o de o corrências. A linha 2 atribui à v ariá v el mu o v alor da média, e à
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Có digo 2.3: Geração de gaussianas m ultiv ariadas

1 > l i b r a r y ( M A S S )

2 > m u = c ( 0 . 2 8 1 , 0 . 4 2 0 , 0 . 2 5 2 )

3 > S i g m a = m a t r i x ( c ( 2 . 0 0 1 , 1 . 9 3 8 , 1 . 7 8 3 , 1 . 9 3 8 , 3 . 0 0 1 ,

1 . 2 4 7 , 1 . 7 8 3 , 1 . 2 4 7 , 2 . 6 1 0 ) , 3 , 3 )

4 > y = m v r n o r m ( n = 1 0 0 , m u , S i g m a )

5 > p a i r s ( y )

v ariá v el Sigma a matriz de co v ariância de in teresse. Note como é estipulada

a estrutura de uma matriz de tamanho 3 � 3 aos dados. A linha 4 pro-

duz a geração, enquan to a linha 5 mostra como obter o grá�co exibido na

�gura 2.6.

var 1

-2 -1 0 1 2 3 4

-2
-1

0
1

2
3

4

-2
-1

0
1

2
3

4

var 2

-2 -1 0 1 2 3 4 -3 -2 -1 0 1 2 3

-3
-2

-1
0

1
2

3

var 3

Figura 2.6: Grá�co de pares das o corrências de normais m ultiv ariadas

Empregando recursos um p ouco mais a v ançados do sistema R é p ossív el

colo car os histogramas de cada comp onen te nas diagonais do diagrama de

pares. A �gura 2.7 mostra o resultado dessa mo di�cação. O có digo para

pro duzir este grá�co, com p equenas alteraçõ es, é o que consta na página de

a juda da função pairs .
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var 1

-2 -1 0 1 2 3 4
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-1

0
1
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var 2

-2 -1 0 1 2 3 4 -3 -2 -1 0 1 2 3

-3
-2

-1
0

1
2

3var 3

Figura 2.7: Grá�co de pares e histogramas das o corrências de gaussianas

m ultiv ariadas



Capítulo 3

Cenários de vida de um

indivíduo

Esse capítulo tem como ob jetiv o in tro duzir os conceitos básicos de atuária

para elab orar um sim ulador esto cástico que gere cenários de vida de um

indivíduo. P ara isso, o capítulo começa apresen tando alguns concetios bá-

sicos e dep ois apresen ta o problema que será discutido, sua mo delagem e a

solução utilizando a plataforma R .

3.1 Conceitos básicos de matemática atuarial

Um dos elemen tos básicos dos seguros que lidam com a vida h umana é a

tábua de mortalidade. Essa seção apresen ta inicialmen te um mo delo pro-

babilístico para a sobreviv ência de um indivíduo. Dep ois, in tro duz-se as

tábuas de mortalidade.

3.1.1 Mo delo probabilístico para sobreviv ência de um

indivíduo

Considere um indivíduo com x anos e T seu temp o futuro de vida, denotado

p or T(x) . P ortan to, a idade em que o indivíduo morre é x + T(x) .

O temp o futuro de vida T de um indivíduo é uma v ariá v el aleatória com

uma função de distribuição

G(t ) = Pr (T � t ); t � 0:

33
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A função G(t ) represen ta a probabilidade que o indivíduo morrerá den tro

de t anos, para qualquer v alor de t . Assume-se que a função de distribuição

de probabilidade de T, denotada p or G, é conhecida e é con tín ua, e que G
p ossui uma função de densidade g ( g(t ) = G 0 (t ) ).

Den tro desse con texto, a probabilidade que um indivíduo na idade x
morra den tro de t anos, denotada p or t qx , p o de ser escrita da seguin te

maneira:

t qx = G(t ):

Similarmen te, a probabilidade de um indivíduo sobreviv er p or mais t anos,

denotada p or t px é:

t px = 1 - t qx :

A probabilidade que um indivíduo com x anos sobreviv a p or mais s anos

e dep ois morra den tro de t anos é:

s|t qx = Pr (s < T < s + t ) = G(s + t ) - G(s) = s+ t qx - sqx :

A probabilidade condicional de que um indivíduo com x anos sobreviv a

mais t anos dep ois de ter c hegado a idade x + s é:

t px + s = Pr (T > s + t j T > s) =
1 - G(s + t )

1 - G(s)
:

Da mesma forma, p o de-se dizer que a probabilidade de um indivíduo morrer

den tro de t anos dado que ele atingiu a idade x + s é:

t qx + s = Pr (T � s + t j T > s) =
G(s + t ) - G(s)

1 - G(s)
:

O v alor esp erado do temp o restan te de um indivíduo com idade x é E[T],

será denotado p or

�

ex , e sua de�nição é:

�

ex = E[T] =
∫∞

0
t g (t ) dt:

De agora em dian te, se t = 1 o índice t é omitido nas notaçõ es apresen-

tadas.

De�ne-se agora a v ariá v el aleatória K que represen ta o n úmero de anos

completos futuros vividos p or um indivíduo com uma idade x . Assim, p o de-

se dizer que

Pr (K = k) = Pr (k � T < k + 1) = k px qx + k ; k = 0; 1; : : :
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O v alor esp erado de K é c hamado de v alor esp erado de truncamen to do

temp o de vida futura de um indivíduo com idade x , e é denotado p or ex .

P ortan to,

ex = E[K] =
∞∑

k = 1

k Pr (K = k) =
∞∑

k = 1

kk px qx + k :

Ou en tão,

ex =
∞∑

k = 1

Pr (K � k) =
∞∑

k = 1

k px :

Seja S uma fração do ano duran te o qual o indivíduo com idade inicial

x morre, isto é,

T = K + S:

A v ariá v el aleatória S tem distribuição con tín ua en tre 0 e 1. Como usu-

almen te é feito, nesse trabalho considera-se que a v ariá v el S é distribuída

uniformemen te en tre 0 e 1. Será considerado tam b ém nesse trabalho, como

tam b ém é de costume na literatura, que as v ariá v eis K e S são indep enden-

tes.

Assim, p o de-se mostrar que:

�

ex = ex +
1
2

;

e que

V ar [T] = V ar [K] +
1
12

:

P ara in teiros p ositiv os m , p o de-se de�nir a v ariá v el aleatória

S( m ) =
1
m

[mS + 1];

que é obtida como um arredondamen to para o menor m últiplo de 1=m
maior que S. A função de probabilidade de S( m )

está de�nida nos p on tos

1
m ; 2

m ; : : : ; 1. Observ e que a indep endência en tre K e S implica na indep en-

dência en tre K e S( m )
. Mais ainda, como foi assumido que S é uniforme

en tre 0 e 1, en tão p o de-se pro v ar que S( m )
tem uma distribuição discreta

uniforme.

3.1.2 Tábuas de mortalidade

P artindo-se de um n úmero fec hado de participan tes, denominado �raiz�, em

que o gênero p o de ser lev ado em consideração, a tábua de mortalidade

rev ela a quan tidade de p essoas viv as an ualmen te em cada idade, ou seja,
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trata-se de uma tábua determinada p elas taxas an uais de mortalidade ou

de sobreviv ência.

Existem v ários tip os de tábuas atuariais, como a A T-49, A T-83 e a A T-

2000, onde A T quer dizer annuity table e o n úmero refere-se ao ano em que

as estatísticas passadas começaram a v aler. Tábuas mais mo dernas, como a

A T-2000, são adotadas em v árias empresas no Brasil, principalmen te para

planos mais �exív eis como o PGBL. Ela p ossui o temp o de vida médio mais

elev ado que as outras, reduzindo assim, o v alor do b enefício a ser pago p elas

empresas.

P or exemplo, na A T-49 a exp ectativ a de sobrevida para alguém com 60

anos é de 18,5 anos, na A T-83 é de 22,6 e na A T-2000 é de 24,6. As tábuas

mais mo dernas não dev em ser vistas como injustas ou b ené�cas ap enas às

seguradoras. Re�etem as m udanças que a so ciedade v em sofrendo, como o

aumen to da exp ectativ a de vida, melhores condiçõ es sanitárias e a v anços na

medicina. Nos Estados Unidos, p or exemplo, a quan tidade de p essoas cen-

tenárias passou de 4000 em 1940, para mais de 61000, em 1997. Em resumo,

se uma empresa trabalhar com tábuas desatualizadas, ela corre o risco de

não ter como pagar no futuro a renda mensal vitalícia aos b ene�ciários.

A construção dessas tábuas p o de ser oriunda da exp eriência das segura-

doras ou se v aler dos dados dos censos demográ�cos. Não existe ainda uma

tábua de mortalidade gen uinamen te brasileira. O principal motiv o é que

ainda não deu temp o para construí-la, p ois seria preciso observ ar a vida de

um grup o de p essoas p or um longo p erío do de temp o.

As tábuas, sob condição univ ersal, são comp ostas de seis colunas:

x : coluna de idades, em anos;

l x : n úmero de p essoas viv as na idade x do grup o em estudo, de um

total inicial hip otético de 100.000 no v os nascimen tos;

dx : n úmero de p essoas do grup o que morrem en tre as idades x e x+ 1;

qx : probabilidade an ual de morte, ou seja, a razão en tre o n úmero

de p essoas do grup o que morrem n uma idade w ( dw ) p elo n úmero de

p essoas da idade de w ( l w ). Matematicamen te, tem-se: qx = d x
l x

ou

qx = l x - l x + 1
l x

;

px : probabilidade an ual de sobreviv ência, obtida p ela relação px =
1 - qx ;

ex : exp ectativ a de vida para um indivíduo com idade x .
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Observ e que a distribuição de K e outras v ariá v eis p o dem ser calculadas

p ela tábua. P or exemplo,

k px = px px + 1px + 2 : : : px + k - 1 ; k = 1; 2; 3; : : :

P ara se obter a distribuição de T atra v és da tábua dev e-se usar uma

in terp olação. Um tip o de in terp olação sup õ e que u qx é uma função linear

em u , para u en tre 0 e 1, e x é um n úmero in teiro. Em outras pala vras, isso

signi�ca que é assumida uma distribuição uniforme de sobrevida ao longo

do ano.

Apresen ta-se nas tab elas 3.1, 3.2 e 3.3 a tábua de mortalidade ame-

ricana masculina de 2004, disp onív el no endereço http://www.cdc. gov /

nchs/products/pu bs/ pu bd /nv sr /5 1/5 1_ 03. ht m .

3.2 Apresen tação do problema

Uma das grandes incertezas que um geren te de ativ os e passiv os de uma

seguradora no ramo vida deseja mo delar é a sobreviv ência de um indiví-

duo que p ossui uma ap ólice com ela. Assim, nesse trabalho, o primeiro

problema que será considerado nesse livro é o de gerar cenários de uma

v ariá v el aleatória M que represen ta o n úmero de meses que um indivíduo

sobreviv e a partir do momen to em que ele fez um seguro de previdência.

P ara simpli�car o problema, assuma que esse indivíduo aderiu ao plano no

dia de seu n -ésimo aniv ersário e que a probabilidade de sobreviv ência desse

indivíduo ob edece a lei de distribuição de�nida p ela tábua de mortalidade

americana masculina de 2004.

3.3 Mo delagem

P ara mo delar a incerteza em relação à sobreviv ência do indivíduo utilizando

a tábua de mortalidade americana masculina de 2004, o sim ulador gera uma

v ariá v el aleatória distribuída p or uma Bernoulli( qx ), onde qx é a probabi-

lidade do indivíduo na idade x morrer en tre o ano x e x + 1. P ara isto é

gerado um n úmero aleatório uniformemen te distribuído en tre [0; 1]. Se o

n úmero gerado for maior do que qx , en tão o indivíduo sobreviv e e o pro-

cesso é rep etido para o ano seguin te. Caso con trário, se o n úmero gerado for

menor ou igual a qx , o indivíduo morre. Resta sab er em qual mês o corre a

morte. P ara isto, o sim ulador gera um n úmero aleatório discreto distribuído

uniformemen te en tre 1 e 12 e o mês em questão corresp onderá ao mês da

morte do indivíduo.



38 CAPÍTULO 3. CENÁRIOS DE VID A DE UM INDIVÍDUO

3.4 Sim ulação usando o R

O primeiro passo para implemen tar o sim ulador é o de carregar a tábua de

mortalidade no R . A maneira mais fácil é carregá-la no sistema atra v és de um

arquiv o, que p o de ser criado copiando a tábua linha p or linha, separando

cada v alor p or um único espaço em branco. Colo camos tam b ém na primeira

linha do arquiv o os seguin tes caracteres: �x l d p q�. Esse cab eçalho indica

que a primeira coluna se refere à idade, a segunda ao n úmero de p essoas

viv as, a terceira ao n úmero de p essoas que morreram no decorreer daquele

ano, a quarta à probabilidade de sobreviv er p or mais um ano dada a idade

�x� (ou seja, o v alor de px ), e, �nalmen te, a quin ta indicando a probabilidade

de não sobreviv er ( qx ).

P ara carregar a tab ela no R existe uma função que lê de um arquiv o

texto (formato ASCI I) os seus dados. Essa função c hama-se read.table , e

ela retorna um tip o de dado, que no R é cahamado de �data frame�. Os ar-

gumen tos básicos dessa função são o nome do arquiv o, um �ag informando

se existe uma linha de cab eçalho ( he ader ), o caracter que represen ta o se-

parador dos n úmeros da tab ela, e o caracter que indica o p on to decimal (� . �

ou � , �). No có digo 3.1, a primeira linha lê a tab ela do arquiv o AT2004.txt

armazenando-a na v ariá v el AT2004M . A segunda linha desse có digo mostra

o comando para v er o con teúdo da tab ela. Na terceira linha, o con teúdo da

coluna "p"da tab ela é carregado na v ariá v el p_x .

Có digo 3.1: Carregando a tábua de mortalidade atra v és da leitura de um

arquiv o

1 > A T 2 0 0 4 M ← r e a d . t a b l e ( " . / A T 2 0 0 4 . t x t " , h e a d e r = T , s e p = "  " ,

d e c = " . " )

2 > A T 2 0 0 4 M

3 > p _ x ← A T 2 0 0 4 M $ p

Agora que as probabilidades px estão carregadas na memória do R , p o-

demos desen v olv er o sim ulador como uma função que retorna o n úmero de

meses que o indivíduo ainda viv erá, dada a sua idade no momen to de sua

adesão ao plano. Esse sim ulador será implemen tado como uma função cujo

nome é CenarioDeSobrevi da e que p ossui os seguin tes parâmetros:

� IdadeInicial : idade inicial que o indivíduo en tre no plano;

� p_x : um v etor cuja en trada de índice i corresp onde a probabilidade

pi - 1 de uma tábua de mortalidade.
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E a função retorna um cenário para o n úmero de meses que o indivíduo

sobreviv e. Seu có digo está na listagem 3.2.

Có digo 3.2: Geração de cenários de vida

1 > C e n a r i o D e S o b r e v i d a ← f u n c t i o n ( I d a d e I n i c i a l , p _ x ) {

2 + N ← 0

3 + I d a d e ← I d a d e I n i c i a l

4 + v i v o ← T R U E

5 + w h i l e ( v i v o ) {

6 + u ← r u n i f ( 1 )

7 + i f ( u < p _ x [ I d a d e - 1 ] ) {

8 + N ← N + 1 2

9 + I d a d e ← I d a d e + 1

10 + }

11 + e l s e {

12 + u ← r u n i f ( 1 )

13 + N ← N + a s . i n t e g e r ( 1 2 * u ) + 1

14 + v i v o ← F A L S E

15 + }

16 + }

17 + N

18 + }

P ara gerar um cenário para um indivíduo que inicia o plano com 40 anos

execute o seguin te comando: CenarioDeSobrevid a( 40, p_ x) .

3.5 Exercício

(1) Gere 1000 cenários para os n úmeros de meses de sobrevida de um in-

divíduo que inicia o plano com 40 anos, calcule a média desse n úmero de

meses, compare o resultado dessa média com o v alor de e40 que se encon-

tra na última coluna da tábua de mortalidade, e, �nalmen te, visualize o

histograma desses cenários.
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x l x dx px qx ex

0 100000 747 0.992526 0.007474 74.83

1 99253 51 0.999487 0.000513 74.40

2 99202 33 0.999672 0.000328 73.43

3 99169 24 0.999753 0.000247 72.46

4 99145 21 0.999795 0.000205 71.47

5 99124 18 0.999811 0.000189 70.49

6 99106 18 0.999818 0.000182 69.50

7 99088 17 0.999828 0.000172 68.52

8 99071 16 0.999847 0.000153 67.53

9 99055 12 0.999874 0.000126 66.54

10 99043 10 0.999898 0.000102 65.55

11 99033 11 0.999896 0.000104 64.55

12 99022 15 0.999844 0.000156 63.56

13 99007 27 0.999727 0.000273 62.57

14 98980 43 0.999565 0.000435 61.59

15 98937 61 0.999387 0.000613 60.61

16 98876 77 0.999218 0.000782 59.65

17 98799 92 0.999065 0.000935 58.70

18 98707 105 0.998939 0.001061 57.75

19 98602 115 0.998838 0.001162 56.81

20 98487 124 0.998736 0.001264 55.88

21 98363 134 0.998639 0.001361 54.95

22 98229 140 0.998578 0.001422 54.02

23 98089 141 0.998562 0.001438 53.10

24 97948 139 0.998580 0.001420 52.17

25 97809 136 0.998608 0.001392 51.25

26 97673 134 0.998632 0.001368 50.32

27 97539 131 0.998651 0.001349 49.38

28 97408 131 0.998659 0.001341 48.45

29 97277 131 0.998656 0.001344 47.52

30 97146 131 0.998648 0.001352 46.58

31 97015 133 0.998633 0.001367 45.64

32 96882 136 0.998596 0.001404 44.70

33 96746 142 0.998533 0.001467 43.76

34 96604 150 0.998445 0.001555 42.83

35 96454 160 0.998338 0.001662 41.89

36 96294 172 0.998218 0.001782 40.96

37 96122 184 0.998082 0.001918 40.04

38 95938 198 0.997932 0.002068 39.11

39 95740 214 0.997765 0.002235 38.19

T ab ela 3.1: Tábua de mortalidade americana masculina de 2004: idades

en tre 0 e 39 anos
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x l x dx px qx ex

40 95526 232 0.997580 0.002420 37.28

41 95294 250 0.997371 0.002629 36.36

42 95044 272 0.997137 0.002863 35.46

43 94772 297 0.996873 0.003127 34.56

44 94475 322 0.996582 0.003418 33.67

45 94153 352 0.996268 0.003732 32.78

46 93801 381 0.995933 0.004067 31.90

47 93420 414 0.995576 0.004424 31.03

48 93006 446 0.995195 0.004805 30.17

49 92560 483 0.994792 0.005208 29.31

50 92077 520 0.994343 0.005657 28.46

51 91557 562 0.993866 0.006134 27.62

52 90995 600 0.993405 0.006595 26.79

53 90395 635 0.992973 0.007027 25.96

54 89760 670 0.992543 0.007457 25.14

55 89090 705 0.992079 0.007921 24.33

56 88385 749 0.991533 0.008467 23.52

57 87636 799 0.990879 0.009121 22.71

58 86837 861 0.990088 0.009912 21.92

59 85976 931 0.989173 0.010827 21.13

60 85045 1008 0.988142 0.011858 20.36

61 84037 1090 0.987034 0.012966 19.60

62 82947 1171 0.985877 0.014123 18.85

63 81776 1252 0.984688 0.015312 18.11

64 80524 1334 0.983433 0.016567 17.38

65 79190 1424 0.982024 0.017976 16.67

66 77766 1521 0.980436 0.019564 15.96

67 76245 1624 0.978709 0.021291 15.27

68 74621 1728 0.976838 0.023162 14.59

69 72893 1838 0.974783 0.025217 13.93

70 71055 1957 0.972467 0.027533 13.27

71 69098 2082 0.969869 0.030131 12.64

72 67016 2210 0.967022 0.032978 12.01

73 64806 2338 0.963914 0.036086 11.41

74 62468 2468 0.960494 0.039506 10.81

75 60000 2605 0.956585 0.043415 10.24

76 57395 2743 0.952211 0.047789 9.68

77 54652 2867 0.947536 0.052464 9.14

78 51785 2973 0.942587 0.057413 8.62

79 48812 3065 0.937211 0.062789 8.11

T ab ela 3.2: Tábua de mortalidade americana masculina de 2004: idades

en tre 40 e 79 anos
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x l x dx px qx ex

80 45747 3149 0.931164 0.068836 7.62

81 42598 3226 0.924276 0.075724 7.15

82 39372 3286 0.916534 0.083466 6.70

83 36086 3325 0.907856 0.092144 6.26

84 32761 3335 0.898197 0.101803 5.84

85 29426 3310 0.887532 0.112468 5.45

86 26116 3242 0.875836 0.124164 5.08

87 22874 3132 0.863083 0.136917 4.73

88 19742 2976 0.849246 0.150754 4.40

89 16766 2778 0.834296 0.165704 4.09

90 13988 2543 0.818211 0.181789 3.80

91 11445 2278 0.800981 0.199019 3.54

92 9167 1993 0.782604 0.217396 3.29

93 7174 1699 0.763094 0.236906 3.06

94 5475 1410 0.742475 0.257525 2.86

95 4065 1130 0.721969 0.278031 2.68

96 2935 875 0.701889 0.298111 2.52

97 2060 654 0.682568 0.317432 2.38

98 1406 472 0.664345 0.335655 2.25

99 934 329 0.647562 0.352438 2.13

100 605 224 0.629940 0.370060 2.02

101 381 148 0.611437 0.388563 1.91

102 233 95 0.592009 0.407991 1.81

103 138 59 0.571610 0.428390 1.71

104 79 36 0.550190 0.449810 1.61

105 43 20 0.527700 0.472300 1.52

106 23 11 0.504085 0.495915 1.43

107 12 6 0.479289 0.520711 1.35

108 6 3 0.453253 0.546747 1.26

109 3 2 0.425916 0.574084 1.19

110 1 1 0.397212 0.602788 1.11

111 0 0 0.367072 0.632928 1.04

112 0 0 0.335426 0.664574 0.97

113 0 0 0.302197 0.697803 0.91

114 0 0 0.267307 0.732693 0.84

115 0 0 0.230673 0.769327 0.78

116 0 0 0.192206 0.807794 0.72

117 0 0 0.151817 0.848183 0.67

118 0 0 0.109408 0.890592 0.62

119 0 0 0.064878 0.935122 0.57

120 0 0 0.000000 1.000000 0.00

T ab ela 3.3: Tábua de mortalidade americana masculina de 2004: idades

en tre 79 e 115 anos



Capítulo 4

Geração de cenários para

v ariá v eis �nanceiras

O ob jetiv o desse capítulo é o de apresen tar um mo delo econométrico para

as v ariá v eis �nanceiras que serv em de en trada para o mo delo esto cástico

de �uxo de caixa que será apresen tado no capítulo 5. Conhecer os v alores

futuros desses parâmetros é fundamen tal e é a base dos mo delos de gestão

de ativ os e passiv os.

Nesse mo delo econométrico são utilizadas v ariá v eis econômicas que se

mostraram adequadas para de�nir a comp osição da carteira de ativ os que

formam um fundo de previdência.

Primeiramen te, é feita uma p equena in tro dução à séries temp orais. Em

particular, é in tro duzido o mo delo m ultiv ariado auto-regressiv o. Dep ois, as

v ariá v eis a serem estudadas são apresen tadas e analisadas sob o p on to de

vista estatístico. Em seguida, apresen ta-se o problema de gerar cenários das

tra jetórias futuras do mo delo V AR utilizando a plataforma R .

4.1 Análise de séries temp orais

A análise de séries temp or ais é uma área da Estatística dedicada ao estudo

de observ açõ es que apresen tam dep endência no temp o. É m uito com um

encon trar estudos sobre esse assun to que en v olv em a utilização de dados

acerca da realidade econômica e �nanceira.

O enfo que de Bo x-Jenkins [1] para análise de séries temp orais tem como

ob jetiv o principal a realização da previsão. Essa meto dologia p ermite que

v alores futuros de uma série sejam previstos tomando p or base ap enas seus

43
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v alores presen tes e passados. Usualmen te, isso é feito explorando a correla-

ção temp oral que existe en tre o v alores observ ados da série.

A relação temp oral considerada p elo enfo que de Bo x-Jenkins é represen-

tada formalmen te p or um conjun to de pro cessos esto cásticos genericamen te

denominados mo delos ARIMA. P or en v olv erem ap enas uma série de temp o,

eles são classi�cados como mo delos univ ariados.

Os mo delos ARIMA resultam da com binação de três comp onen tes: Auto-

Regressiv o (AR), de In tegração (I) e de médias mó v eis (MA, p or ser a abre-

viação de Moving A ver age ).

Na meto dologia de Bo x-Jenkins, uma série de temp o p o de con ter as três

comp onen tes ou ap enas um sub conjun to, resultando daí v ários méto dos

para análise.

4.2 In tro dução ao mo delo V AR

É de in teresse desse trabalho estudar as tra jetórias futuras de v árias v ariá-

v eis ao mesmo temp o. A meto dologia de Bo x-Jenkins é extensív el tam b ém

para esse caso.

O mo delo de série temp oral m ultiv ariado para as v ariá v eis �nanceiras

a ser utilizado nesse capítulo é um mo delo de vetor es auto-r e gr essivos

(V AR- V e ctor A uto-R e gr essive mo dels ), ele é baseado somen te na comp o-

nen te auto-regressiv a.

Num mo delo V AR, o v etor y t 2 R

n
no instan te t é descrito ap enas p or

seus v alores passados e p elo v etor de ruído branco � t 2 R

n
. O mo delo V AR

mais geral é o de ordem p , nele o v etor y t dep ende de y t - 1 ; y t - 2 ; : : : ; y t - p

e do v etor de resíduos � t , que estão correlacionados en tre eles no instan te

t mas não em momen tos an teriores a t . A sua represen tação algébrica é a

seguin te:

y t = c +
p∑

k = 1

A k y t - k + � t ;

onde c 2 R

n
é o v etor de in tercepto, A k 2 R

n � n
, k = 0; 1; 2; : : : ; p, são

as matrizes dos co e�cien tes do mo delo e � t 2 R

n � n
é o v etor aleatório dos

resíduos, que ob edece a lei da normal m ultiv ariada e que satisfaz E[� t ] =
0 2 R

n
, E[� t � T

t ] = � 2 R

n � n
.

Os estimadores de Mínimos Quadrados Ordinários são os melhores esti-

madores dado que os resíduos das diferen tes equaçõ es não são correlaciona-

dos e que são indep enden tes e igualmen tes distribuídos ao longo do temp o.

Na presença de correlação en tre os resíduos das equaçõ es, conhecida como

correlação con temp orânea, o melhor estimador é o méto do de regressão apa-

ren temen te não-relacionada (SUR - Se emly Unr elate d R e gr ession ). P ara
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maiores detalhes dos méto dos de estimação v eja o livro de Judge et al. de

1985 [7 ].

4.3 As v ariá v eis �nanceiras

No mo delo de gestão de passiv os e passiv os, os ativ os dev em ser in v estidos

to dos os meses tan to no p erío do de diferimen to quan to no p erío do de b ene-

fícios. P ara isso, foi considerada uma carteira onde o capital é aplicado em

renda �xa, renda v ariá v el e em títulos públicos. F oram utilizadas as seguin-

tes v ariá v eis �nanceiras como pr oxies (apro ximaçõ es) para a ren tabilidade

desses in v estimen tos:

CDI: Certi�cado de Dep ósito In ter�nanceiro: acum ulada no mês an uali-

zada com p erio dicidade mensal para represen tar renda �xa;

IBO VESP A: Índice de Lucratividade da Bolsa de V alores de São P aulo:

com v ariação e p erio dicidades mensais para represen tar renda v ariá v el;

IGP-M: Índice Geral de Preços / Mercado: com v ariação e p erio dicidades

mensais para represen tar in�ação;

SW AP 180: Deriv ativ o �nanceiro que tem p or �nalidade promo v er a tro ca

(sim ultaneamen te) de ativ os �nanceiros en tre os agen tes econômicos

en v olvidos, p or exemplo: Uma empresa p ossui um ativ o �nanceiro

indexado a v ariação do dólar comercial e deseja tro car a v ariação

deste ativ o �nanceiro (dólar comercial) p or uma determinada taxa

pré-�xada sem se desfazer do ativ o �nanceiro, neste caso ela p o derá

atra v és de um sw ap de taxas realizar tal op eração: taxa an ual, p erio-

dicidade mensal, represen ta a ren tabilidade de títulos com maturidade

de seis meses.

O p erío do de análise está compreendido desde Janeiro de 2000 até De-

zem bro de 2005. P ortan to foram utilizados 72 dados mensais de cada série.

As taxas CDI e Sw ap 180 foram con v ertidas em dados mensais tan to para

os testes como para a sim ulação.

Estatísticas das v ariá v eis �nanceiras escolhidas. Nas tab elas 4.2, 4.3

e 4.4 são exibidas as séries das v ariá v eis �nanceiras utilizadas no trabalho.

E na tab ela 4.1, estão apresen tadas as principais estatísticas das quatro

v ariá v eis �nanceiras escolhidas.

Ib o v espa e IGP-M registram os maiores desvios padrõ es. Estes dois

rendimen tos tam b ém p ossuem os maiores v alores máximos e os menores
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mínimos, sendo os únicos que registram v alores negativ os em to do p erío do

estudado. Sw ap e CDI se caracterizam p or ter, apro ximadamen te, os mes-

mos v alores das estatísticas, sendo Sw ap sup erior em to das, exceto no v alor

máximo, que é igual ao CDI. Em geral, a ren tabilidade e o risco de títu-

los longos é sup erior a ren tabilidade e o risco de títulos curtos; este fato

estilizado é con�rmado na tab ela abaixo.

Estatística CDI(%) Ib o v espa(%) IGP-M(%) Sw ap(%)

Média 1.435755 1.285417 0.885972 1.509065

Mediana 1.394218 1.625000 0.715000 1.467933

V alor máximo 2.075377 17.92000 5.190000 2.075377

V alor mínimo 1.009570 -17.17000 -1.000000 1.033354

Desvio padrão 0.215506 8.387782 1.022399 0.250056

T ab ela 4.1: Estatísticas das séries de dados mensais de janeiro/2000 a de-

zem bro/2005

4.4 Apresen tação do problema

Quando um indivíduo adere a um plano de prividência, a seguradora in v este

o que ele con tribui a cada mês em renda v ariá v el ou em renda �xa. O

ob jetiv o agora é gerar cenários para as ta jetórias futuras dessas v ariá v eis

�nanceiras citadas utilizando um mo delo V AR.

4.5 Mo delagem

O primeiro passo para se mo delar essas tra jetórias futuras é o de estimar

o mo delo V AR. Dep ois, na pró xima seção, será discutida a forma de como

gerar os cenários.

4.5.1 Estimativ a do mo delo V AR das v ariá v eis �nan-

ceiras

P ara se estimar o mo delo, o primeiro passo será de�nir quan tas defasa-

gens para trás serão consideradas, ou seja, escolher o v alor de p para o

mo delo V AR( p ). Os critérios de informação de Ak aik e e o de Sc h w arz [7]

têm como ob jetiv o escolher, segundo uma estatística, qual é a defasagem p
mais adequada. No caso em estudo, para os dados duran te esse p erío do de

observ ação, am b os indicaram que o mo delo V AR( 1) é o melhor.
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CDI(%) Ib o v espa(%) IGP-M(%) Sw ap(%)

Jan=2000 1.44 -4.11 1.24 1.54

Fev=2000 1.44 7.81 0.35 1.49

Mar=2000 1.44 0.91 0.15 1.44

Abr=2000 1.28 -12.81 0.23 1.33

Mai=2000 1.42 -3.74 0.31 1.56

Jun=2000 1.39 11.84 0.85 1.44

Jul=2000 1.30 -1.63 1.57 1.36

Ago=2000 1.39 5.42 2.39 1.42

Set=2000 1.22 -8.17 1.16 1.24

Out=2000 1.28 -6.66 0.38 1.32

Nov=2000 1.22 -10.63 0.29 1.30

Dez=2000 1.19 14.84 0.63 1.24

Jan=2001 1.26 15.81 0.62 1.27

Fev=2001 1.01 -10.08 0.23 1.03

Mar=2001 1.25 -9.14 0.56 1.41

Abr=2001 1.18 3.32 1 1.48

Mai=2001 1.33 -1.8 0.86 1.69

Jun=2001 1.27 -0.61 0.98 1.52

Jul=2001 1.50 -5.53 1.48 1.96

Ago=2001 1.60 -6.65 1.38 1.96

Set=2001 1.32 -17.17 0.31 1.62

Out=2001 1.53 6.85 1.18 1.86

Nov=2001 1.39 13.79 1.1 1.50

Dez=2001 1.39 4.47 0.22 1.47

F on te BCB-DEPEC Bo v espa F GV BM&F

T ab ela 4.2: Séries �nanceiras nos anos de 2000 e 2001

Considere o mo delo V AR( 1) abaixo indexado p elo mês t :

2

6

6

4

CDI
IBO

IGPM
SWAP

3

7

7

5

t

= c + A 1

2

6

6

4

CDI
IBO

IGPM
SWAP

3

7

7

5

t - 1

+

2

6

6

4

� CDI

� IBO

� IGPM

� SWAP

3

7

7

5

t

F oi utilizado o soft w are Eviews

r
para o cálculo das estimativ as, e o

mo delo �nal é:

2

6

6

4

CDI
IBO

IGPM
SWAP

3

7

7

5

t

=

2

6

6

4

0:003067
- 0:070048
0:005284
0:004704

3

7

7

5

+
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CDI(%) Ib o v espa(%) IGP-M(%) Sw ap(%)

Jan=2002 1.53 -5.83 0.36 1.56

Fev=2002 1.25 10.31 0.06 1.25

Mar=2002 1.37 -5.55 0.09 1.34

Abr=2002 1.48 -1.28 0.56 1.50

Mai=2002 1.40 -1.71 0.83 1.45

Jun=2002 1.31 -13.39 1.54 1.59

Jul=2002 1.53 -12.36 1.95 1.96

Ago=2002 1.44 6.35 2.32 1.87

Set=2002 1.38 -16.95 2.4 1.74

Out=2002 1.64 17.92 3.87 2.08

Nov=2002 1.53 3.35 5.19 1.90

Dez=2002 1.73 7.23 3.75 2.07

Jan=2003 1.97 -2.9 2.33 2.05

Fev=2003 1.83 -6.04 2.28 1.99

Mar=2003 1.77 9.66 1.53 1.83

Abr=2003 1.87 11.38 0.92 1.80

Mai=2003 1.96 6.89 -0.26 1.83

Jun=2003 1.85 -3.35 -1 1.69

Jul=2003 2.08 4.62 -0.42 1.83

Ago=2003 1.76 11.81 0.38 1.60

Set=2003 1.67 5.51 1.18 1.50

Out=2003 1.63 12.32 0.38 1.50

Nov=2003 1.34 12.24 0.49 1.25

Dez=2003 1.37 10.17 0.61 1.28

F on te BCB-DEPEC Bo v espa F GV BM&F

T ab ela 4.3: Séries �nanceiras nos anos de 2002 e 2003

2

6

6

4

0:681981 - 0:001377 0:009502 0:093059
14:35822 - 0:033621 0:342870 - 8:486075

- 1:340442 - 0:002985 0:718172 1:078787
- 0:216747 - 0:004738 0:016571 0:883706

3

7

7

5

2

6

6

4

CDI
IBO

IGPM
SWAP

3

7

7

5

t - 1

+

2

6

6

4

� CDI

� IBO

� IGPM

� SWAP

3

7

7

5

t
(4.5.1)

A matriz de v ariância e co v ariância dos resíduos do mo delo estimado é:

� =

2

6

6

4

1:99 � 10- 06 1:61 � 10- 05 2:01 � 10- 07 1:89 � 10- 06

1:61 � 10- 05 0:007178 6:07� 10- 05 - 1:55 � 10- 06

2:01 � 10- 07 6:07 � 10- 05 3:27 � 10- 05 1:69 � 10- 06

1:89 � 10- 06 - 1:55 � 10- 06 1:69 � 10- 06 2:25 � 10- 06

3

7

7

5

Na tab ela 4.5.1 são apresen tados os resultados da estimação do V AR( 1).
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CDI(%) Ib o v espa(%) IGP-M(%) Sw ap(%)

Jan=2004 1.26 -1.73 0.88 1.21

Fev=2004 1.08 -0.44 0.69 1.05

Mar=2004 1.37 1.78 1.13 1.33

Abr=2004 1.17 -11.45 1.21 1.14

Mai=2004 1.22 -0.32 1.31 1.30

Jun=2004 1.22 8.21 1.38 1.31

Jul=2004 1.28 5.62 1.31 1.34

Ago=2004 1.29 2.09 1.22 1.38

Set=2004 1.24 1.94 0.69 1.33

Out=2004 1.21 -0.83 0.39 1.28

Nov=2004 1.25 9.01 0.82 1.32

Dez=2004 1.48 4.25 0.74 1.52

Jan=2005 1.38 -7.05 0.39 1.44

Fev=2005 1.22 15.56 0.3 1.26

Mar=2005 1.52 -5.43 0.85 1.55

Abr=2005 1.41 -6.64 0.86 1.43

Mai=2005 1.50 1.47 -0.22 1.50

Jun=2005 1.58 -0.62 -0.44 1.56

Jul=2005 1.51 3.96 -0.34 1.46

Ago=2005 1.65 7.69 -0.65 1.58

Set=2005 1.50 12.62 -0.53 1.43

Out=2005 1.40 -4.4 0.6 1.34

Nov=2005 1.38 5.71 0.4 1.29

Dez=2005 1.47 4.82 -0.01 1.38

F on te BCB-DEPEC Bo v espa F GV BM&F

T ab ela 4.4: Séries �nanceiras nos anos de 2004 e 2005

Os v alores en tre parên teses são os erros padrõ es das estimaçõ es dos co e�ci-

en tes e os v alores en tre colc hetes são as estatísticas � t �.

A in�uência na primeira defasagem do CDI no v alor corren te dessa série

já era esp erado, p ois é conhecida a inércia de seqüências en v olv endo taxa

de juros. A mesma propriedade tam b ém p o de ser observ ada na série de

SW AP , que dep ende negativ amen te do IBO VESP A. Isso p o de ser explicado

observ ando que em p erío dos de mercado calmo, o IBO VESP A tende a subir

e as taxas longas tendem a cair ou no máximo p ermanecem constan tes (ou

seja, há uma sua v e relação negativ a en tre essas duas séries). Como tam b ém

há inércia na in�ação, era de se esp erar a in�uência da primeira defasagem

do IGPM na sua observ ação corren te; adicionalmen te, a relação negativ a

en tre a primeira defasagem do CDI e o IGPM re�ete a in�uência do juro
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sobre a atividade econômica, e desta sobre a in�ação (uma alta no juro gera

uma queda na atividade econômica, que tende a inibir a alta nos preços).

V ariá v eis V ariá v eis Dep enden tes

Indep enden tes CDI Ib o v espa IGP-M Sw ap

CDI(-1) 0.681981 14.35822 -1.340442 -0.216747

(0.15762) (9.46424) (0.63842) (0.16741)

[ 4.32666] [ 1.51710] [-2.09963] [-1.29472]

Ib o v espa(-1) -0.001377 -0.033621 -0.002985 -0.004738

(0.00215) (0.12920) (0.00872) (0.00229)

[-0.64008] [-0.26022] [-0.34253] [-2.07317]

IGP-M(-1) 0.009502 0.342870 0.718172 0.016571

(0.02291) (1.37587) (0.09281) (0.02434)

[ 0.41468] [ 0.24920] [ 7.73805] [ 0.68091]

Sw ap(-1) 0.093059 -8.486075 1.078787 0.883706

(0.15123) (9.08025) (0.61251) (0.16062)

[ 0.61536] [-0.93456] [ 1.76124] [ 5.50198]

T ab ela 4.5: Estimativ as do mo delo V AR.

4.6 Sim ulação usando o R

P ara implemen tar o gerador de cenários, primeiramen te, é necessário iniciar

as v ariá v eis que de�nem o mo delo V AR estab elecido na última seção, que

são: o v etor de in tercepto C a matriz A , a matriz de v ariância e co v ariância

dos resíduos Sigma e o v etor Y_0 que corresp onde ao v etor da condição

inicial. Essa iniciação das v ariá v eis se encon tram no có digo 4.1.

Na listagem 4.2 encon tra-se a função nextVAR1 que gera um cenário para

o pró ximo v etor das v ariá v eis �nanceiras cujos parâmetros são a matriz A ,

o v etor de in tercepto C , a matriz Sigma e a condição inicial Y .

Observ e que para m ultiplicar a matriz A p elo v etor Y utiliza-se o comando

%*% . Ela usa a função mvnorm para gerar o v etor de resíduo que p ossui

distribuição normal m ultiv ariada com média zero e matriz de v ariância e

co v ariância Sigma .

A função rVAR gera cenários para N meses do mo delo V AR( 1) com v etor
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Có digo 4.1: Iniciação das v ariá v eis do mo delo

1 > C ← c ( 0 . 0 0 3 0 6 7 , - 0 . 0 7 0 0 4 8 , 0 . 0 0 5 2 8 4 , 0 . 0 0 4 7 0 4 )

2 > d i m ( C ) ← c ( 4 , 1 )

3 >

4 > A ← c ( 0 . 6 8 1 9 8 1 , 1 4 . 3 5 8 2 2 0 , - 1 . 3 4 0 4 4 2 , - 0 . 2 1 6 7 4 7 ,

5 - 0 . 0 0 1 3 7 7 , - 0 . 0 3 3 6 2 1 , - 0 . 0 0 2 9 8 5 , - 0 . 0 0 4 7 3 8 ,

6 0 . 0 0 9 5 0 2 , 0 . 3 4 2 8 7 0 , 0 . 7 1 8 1 7 2 , 0 . 0 1 6 5 7 1 ,

7 0 . 0 9 3 0 5 9 , - 8 . 4 8 6 0 7 5 , 1 . 0 7 8 7 8 7 , 0 . 8 8 3 7 0 6 )

8 > d i m ( A ) ← c ( 4 , 4 )

9 >

10 > S i g m a ← c ( 1 . 9 9 * 1 0 ^ ( - 6 ) , 1 . 6 1 * 1 0 ^ ( - 5 ) , 2 . 0 1 * 1 0 ^ ( - 7 ) , 1 . 8 9 *

1 0 ^ ( - 6 ) ,

11 1 . 6 1 * 1 0 ^ ( - 5 ) , 0 . 0 0 7 1 7 8 0 0 0 0 , 6 . 0 7 * 1 0 ^ ( - 5 ) , - 1 . 5 5 *

1 0 ^ ( - 6 ) ,

12 2 . 0 1 * 1 0 ^ ( - 7 ) , 6 . 0 7 * 1 0 ^ ( - 5 ) , 3 . 2 7 * 1 0 ^ ( - 5 ) , 1 . 6 9 *

1 0 ^ ( - 6 ) ,

13 1 . 8 9 * 1 0 ^ ( - 6 ) , - 1 . 5 5 * 1 0 ^ ( - 6 ) , 1 . 6 9 * 1 0 ^ ( - 6 ) , 2 . 2 5 *

1 0 ^ ( - 6 ) )

14 > d i m ( S i g m a ) ← c ( 4 , 4 )

15 >

16 > Y ← c ( 1 . 4 7 , 4 . 8 2 , - 0 . 0 1 , 1 . 3 8 )

17 > d i m ( Y ) ← c ( 4 , 1 )

de in tercepto C , com a matriz A , matriz de v ariância e co v ariância Sigma ,

e condição inicial Y . Essa função encon tra-se na listagem 4.3. Ela utiliza a

função nextVAR1 para gerar cada passo a partir do v etor do passo an terior

e armazena to dos os cenários n uma matriz Z de dimensão N � 4.

P ara executar a função r V AR a �m de gerar cenários para 12 meses segui-

dos a partir da condição inicial Y _0 use o comando: rVAR(12,A,C,Sigm a,Y _0 ) .

4.7 Exercício

(1) Gere 1000 cenários para as v ariá v eis �nanceiras para 30 anos, para

cada uma delas: tire a média desses cenários e visualize n um histograma o

resultado dessa sim ulação.



52 CAPÍTULO 4. CENÁRIOS P ARA V ARIÁ VEIS FINANCEIRAS

Có digo 4.2: Iniciação das v ariá v eis do mo delo

1 > l i b r a r y ( M A S S )

2 >

3 > n e x t V A R 1 ← f u n c t i o n ( A , C , S i g m a , Y ) {

4 + e p s i l o n ← m v r n o r m ( 1 , c ( 0 , 0 , 0 , 0 ) , S i g m a )

5 + Z ← A % * % Y + C + e p s i l o n

6 + Z

7 + }

Có digo 4.3: Iniciação das v ariá v eis do mo delo

1 > r V A R ← f u n c t i o n ( N , A , C , S i g m a , Y ) {

2 + Z ← m a t r i x ( n r o w = 4 , n c o l = N , b y r o w = F A L S E )

3 + Y 0 ← Y

4 + f o r ( j i n 1 : N ) {

5 + Y 0 ← n e x t V A R 1 ( A , C , S i g m a , Y 0 )

6 + f o r ( i i n 1 : 4 ) {

7 + Z [ i , j ] ← Y 0 [ i ]

8 + }

9 + }

10 + Z

11 + }



Capítulo 5

Benefícios de um plano de

ap osen tadoria

As principais incertezas na mo delagem de um plano de previdência são a

idade em que o segurado v ai morrer e as incertezas referen tes a economia.

Nesse capítulo será feito o uso das funçõ es desen v olvidas nos dois últimos

capítulos para gerar cenários para o v alor do b enefício que o indivíduo irá

receb er ao se ap osen tar. Inicialmen te, será feita uma in tro dução aos concei-

tos básicos de matemática �nanceira. Dep ois será apresen tado o problema,

sua mo delagem e a implemen tação de sua solução usando o R .

5.1 Conceitos básicos da matemática �nanceira

Jur o é a rem uneração do capital empregado. Quando aplicamos um capi-

tal duran te um p erío do de temp o determinado, esp eramos obter um certo

r endimento . Ap ós esse p erío do, o c apital princip al in v estido se transfor-

mará em um v alor capitalizado, c hamado de montante , que será o capital

principal acrescido do rendimen to obtido duran te o p erío do de aplicação.

A taxa de jur os é a razão en tre o rendimen to e o capital principal.

Uma taxa de juros é sempre asso ciada a uma unidade b ásic a de temp o ,

p or exemplo, 6% ao ano. Dev e tam b ém ser conhecido o p erío do de apli-

c ação , que p o de ser p or exemplo diário, mensal, an ual, bi-an ual etc. Uma

taxa de juros é c hamada T axa efetiva efetiva se o p erío do de aplicação é

idên tico à unidade básica de temp o, nesse caso o rendimen to é creditado no

�m da unidade básica de temp o.

No r e gime de c apitalização simples , os rendimen tos de cada p erío do

53



54 CAPÍTULO 5. BENEFÍCIOS DE UM PLANO DE APOSENT ADORIA

são calculados sobre o capital principal. P ortan to eles não incidem sobre os

rendimen tos acum ulados. Esse regime só faz algum sen tido em um con texto

não-in�acionário, que não é o caso de in teresse desse trabalho.

No r e gime de c apitalização c omp osto , o rendimen to gerado p ela apli-

cação será incorp orado, passando a participar do cálculo de rendimen to dos

p erío dos de aplicação que v êm a seguir.

5.1.1 T axa de juros efetiv a

Seja j uma taxa de juros efetiv a an ual. P ara simpli�car assuma que essa

taxa é constan te para to dos os anos. Considere um fundo onde o capital

principal C0 é in v estido e que um capital adicional Ak é aplicado no mesmo

fundo no �m de cada ano k , para k = 1; � � � ; n . ] O balanço do fundo no

�m do ano k , denotado p or Ck , incluindo o pagamen to adicional Ak é dado

p or:

Ck = Ck - 1 + jCk - 1 + Ak ; k = 1; � � � ; n; (5.1.1)

que p o de ser reescrito na forma:

Ck - ( 1 + j )Ck - 1 = Ak : (5.1.2)

A o m ultiplicar essa equação p or (1+ j )n - k
em am b os os lados e somar sobre

to dos os v alores de k , obtém-se que:

Cn = ( 1 + j )n C0 +
n∑

k = 1

(1 + j )n - k Ak : (5.1.3)

As p otências de (1+ j ) são c hamadas de fator es de acumulação . P ortan to,

o mon tan te acum ulado ou o valor futur o de um in v estimen to com capital

principal C ap ós h anos é (1 + j )h C.

Desc onto p o de ser en tendido como a diferença en tre o v alor do resgate

do in v estimen to e seu v alor inicial. O fator de desc onto é de�nido como

v =
1

1 + j
:

A equação 5.1.3 p o de ser reescrita na forma:

vn Cn = C0 +
n∑

k = 1

vk Ak : (5.1.4)

Assim, o valor pr esente de um capital C devido a um in v estimen to de k
anos é vk C.
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Segue uma outra forma de escrev er a equação (5.1.1) :

Ck - Ck - 1 = jCk - 1 + Ak :

Se somarmos a equação acima sobre to dos os k 's, tem-se que:

Cn - C0 =
n∑

k = 1

jCk - 1 +
n∑

k = 1

Ak

Em conclusão, o rendimen to total do fundo é a soma total dos juros credi-

tados com o total dos dep ósitos feitos duran te o p erío do.

5.1.2 T axa de juros nominal

Quando o p erío do de aplicação não é idên tico à unidade básica de temp o,

a taxa de juros é c hamada de nominal . P or exemplo, considere uma taxa

an ual de 6% e um p erío do de aplicação de 3 meses. Nesse caso, o rendimen to

creditado no �m de cada trimestre corresp onden te a uma taxa de juros de

6%/4 = 1,5%. Dessa forma, um capital inicial de 1 unidade monetária ren-

deria no �m de 4 trimestres o corresp onden te a (1:015)4 = 1:06136. Observ e

que a taxa de juros an ual nominal de 6% quando con v ertida trimestralmen te

é equiv alen te a uma taxa an ual efetiv a de 6.136%.

Considere uma taxa de juros an ual j , de�ne-se j ( m )
como a taxa de juros

nominal con v ertida para um p erío do de m v ezes ao ano equiv alen te a j . P ara

determinar j ( m )
utiliza-se a seguin te equação:

(1 +
j ( m )

m
)m = 1 + j:

Explicitando j ( m )
, tem-se que:

j ( m ) = m[(1 + j )1=m - 1]: (5.1.5)

P o de-se in terpretar j ( m )
quando m → ∞ como uma taxa de juros con-

tin uamen te comp osta. Seja

� = lim

m→∞
j ( m ) ;

que é denominada força dos juros equiv alen te a j . A equação (5.1.5) p o de

ser reescrita na forma:

j ( m ) =
(1 + j )1=m - ( 1 + j )0

1=m
:
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Conseqüen temen te, p o de-se dizer que � é a deriv ada de (1 + j )x
no p on to

x = 0. Assim,

� = ln (1 + j )

ou

e� = 1 + j:

P ortan to, o fator de acum ulação para um p erío do de h anos, h 2 R , é

(1 + j )h = e�h
e o fator de descon to para o mesmo p erío do é vh = e- �h

.

5.1.3 P agamen tos an tecipados

A té agora foi assumido que os rendimen tos são creditados no �m do p e-

río do de aplicação. Mas algumas v ezes é útil assumir que os rendimen tos

são creditados no início de cada p erío do de aplicação. Rendimen tos cre-

ditados dessa forma são tam b ém conhecidos como desc ontos , e a taxa de

juros corresp onden te é c hamada de taxa de desc onto ou taxa de jur os

ante cip ada .

Seja d uma taxa an ual de descon to efetiv a. Uma p essoa que in v estir

uma quan tidade C de capital principal v ai ter creditado imediatamen te a

quan tia dC , e o capital in v estido C v ai ser retornado no �m do p erío do.

In v estindo o rendimen to dC nas mesmas condiçõ es, o in v estidor v ai rece-

b er um rendimen to adicional de d(dC) = d2C. No v amen te, ao aplicar a

quan tia d2C, o in v estidor receb erá d3C como retorno de seu in v estimen to.

Rep etindo esse pro cesso in�nitamen te, o in v estidor v ai receb er no �m de

um ano a seguin te quan tia

C + dC + d2C + d3C + � � � =
1

1 - d
C

como retorno de seu in v estimen to inicial C.

A taxa de juros equiv alen te j para esse tip o de in v estimen to é obtida

p ela equação

1
1 - d

= 1 + j;

que é equiv alen te dizer que:

d =
j

1 + j
ou

j =
d

1 - d
:

Seja d( m )
a taxa de descon to nominal equiv alen te a d só que creditada

m v ezes ao ano. O in v estidor, en tão, receb e no início de cada p erío do de

con v ersão

d ( m )

m C e o seu capital principal C é retornado no �m do p erío do.
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Usando a igualdade

1

1 - d ( m )

m

= 1 +
j ( m )

m
= ( 1 + j )1=m ;

p o de-se dizer que:

d( m ) = m[1 - ( 1 + j )- 1=m ]:

P or um p equeno algebrismo, p o de-se dizer tam b ém que:

d( m ) =
j ( m )

1 + j ( m )

m

:

Daí, p o de-se tirar uma relação m uito simples en tre j ( m )
e d( m )

:

1
d( m )

=
1
m

+
1

j ( m )
:

Com essa relação, conclui-se que a diferença en tre a taxa de descon to e a

taxa de juros some quando elas são consideradas con tín uas, p ois:

lim

m→∞
d( m ) = lim

m→∞
j ( m ) = �:

5.1.4 P erp etuidades

Essa seção in tro duz certos tip os de seqüências de pagamen tos p erp étuos

( p erp etuidades ) e calcula seus v alores presen tes.

Inicialmen te, considere as p erp etuidades de pagamen tos an uais de uma

unidade monetária. Se o primeiro pagamen to o corre no temp o 0, a p erp e-

tuidade é c hamada de p erp etuidade ante cip ada e seu v alor presen te é dado

p or

•a∞ e

= 1 + v + v2 + � � � =
1

1 - v
=

1
d

:

Se o primeiro pagamen to o corre no �m do primeiro ano, a p erp etuidade é

c hamada de p erp etuidade p oste cip ada e seu v alor presen te é dado p or

a∞ e

= v + v2 + v3 + � � � =
v

1 - v
=

1
j
:

Considere agora que pagamen tos de

1
m unidades monetárias são feitas

m v ezes ao ano. Se os pagamen tos são feitos an tecipadamen te (primeiro

pagamen to no temp o 0), en tão o v alor presen te desse tip o de p erp etuidades

é:

•a( m )
∞ e

=
1
m

+
1
m

v1=m +
1
m

v2=m + � � � =
1
m

1
1 - v1=m

=
1

d( m )
:
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P or sua v ez, se o primeiro pagamen to é feito no �m do p erío do 1=m, en tão

o v alor presen te da p erp etuidade é:

a( m )
∞ e

=
1
m

v1=m +
1
m

v2=m +
1
m

v3=m + � � � =
1
m

v1=m

1 - v1=m
=

1
j ( m )

:

5.1.5 An uidades

Uma anuidade é de�nida como uma seqüência de pagamen tos duran te um

temp o limitado, que é denotado p or n . Na prática, as an uidades são mais

usadas que as p erp etuidades.

O v alor presen te de uma an uidade com n pagamen tos an uais de uma

unidade monetária começando no instan te 0 é:

•an e

= 1 + v + v2 + � � � + vn - 1 :

P o de-se represen tar a an uidade como a diferença en tre duas p erp etuidades,

uma iniciada no instan te 0 e outra no instan te n . Assim, tem-se que:

•an e

= •a∞ e

- vn
•a∞ e

=
1
d

- vn 1
d

=
1 - vn

d
:

De forma similar, p o de-se obter a fórm ula para o v alor presen te da an ui-

dade com o primeiro pagamen to feito no �nal do primeiro ano da seguin te

maneira:

an e

=
1 - vn

j
:

A fórm ula para o v alor presen te de uma an uidade com m pagamen tos par-

ciais de 1=m unidade monetária iniciada no temp o 0 é:

•a( m )
n e

=
1 - vn

d( m )
:

E, p or �m, a fórm ula para o v alor presen te de uma an uidade com m paga-

men tos parciais de 1=m unidade monetária iniciada no temp o 1 é:

a( m )
n e

=
1 - vn

j ( m )
:

Observ e que o denominador v aria dep endendo da forma de pagamen to

e da freqüência que eles são feitos.

O v alor acum ulado s das an uidades é tam b ém de in teresse. As fórm ulas

para cada um dos tip os acima são resp ectiv amen te:

•sn e

=
(1 + j )n - 1

d
;
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sn e

=
(1 + j )n - 1

j
;

•s( m )
n e

=
(1 + j )n - 1

d( m )
;

e

s( m )
n e

=
(1 + j )n - 1

j ( m )
:

No caso de previdência e de seguros do ramo vida, sob o p on to de vista

atuarial, as con tas das an uidades dev em lev ar em consideração a proba-

bilidade do indivíduo estar viv o para fazer o pagamen to. A seguir serão

in tro duzidos conceitos básicos atuariais para tal �m.

5.1.6 An uidades de vida in teira

Uma anuidade de vida inteir a consiste n uma série de pagamen tos que

são feitos p or um indivíduo com idade inicial x enquan to ele estiv er viv o.

P ortan to, ela p ossui uma dep endência do temp o de sobrevida do indivíduo.

Assim, o v alor presen te da an uidade dev e ser considerado como uma v ariá v el

aleatória. Essa v ariá v el será denotada p or Y. Considere no v amen te que os

pagamen tos são de uma unidade monetária, e que são feitos nos temp os

0; 1; : : : ; K. O v alor presen te desses pagamen tos é, p ortan to:

Y = 1 + v + v2 + � � � + vK = •ak + 1 e

:

A função de probabilidade de Y é dada p or:

Pr(Y = •a( k + 1) e

) = Pr(K = k) = k px qx + k :

O v alor esp erado de Y é denotado p or •ax . P o de-se escrev er que:

•ax = E[Y] =
∞∑

k = 0

•ak + 1 e
k px qx + k :

P or outro lado, o v alor Y p o de tam b ém ser reescrito na forma:

Y =
∞∑

k = 0

vk I {K � k };

onde I {K � k } é uma v ariá v el indicadora para o ev en to K � k . Conseqüen te-

men te,

•ax = E[Y] =
∞∑

k = 0

vk
k px ;
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onde v = 1
1+ i é o fator de descon to para uma taxa i .

O v alor presen te atuarial de uma an uidade de vida de uma unidade

monetária p or ano, pagá v el em prestaçõ es de 1=m no início de cada m -

ésima parte de um ano enquan to um indivíduo com x anos sobreviv e, é

denotado p or •a( m )
x :

•a( m )
x =

1
m

∞∑

h = 0

vh=m
h=m px :

A tradicional apro ximação de •a( m )
x p o de ser escrita na forma:

•a( m )
x = •ax -

m - 1
2m

:

P ara m = 12, a an uidade de vida mensal é dada p or :

•a( 12 )
x = •ax -

11
24

: (5.1.6)

T o das os demais tip os de an uidades de vida in teira são deduzidos dessa

mesma forma.

P ara maiores detalhes sobre a teoria atuarial do ramo vida v eja o livro

do Gerb er [5].

5.2 Apresen tação do problema

O ob jetiv o desse capítulo é o de gerar cenários para a v ariá v el aleatória S
que corresp onde ao v alor do saldo �nal da con ta de um plano PGBL de um

indivíduo, no mês de sua ap osen tadoria para p o der cálcular o v alor de seu

b enefício. O mo delo a ser trabalhado dev e considerar como hip óteses os

seguin tes fatos: O indivíduo p ossui um plano de con tribuição de�nida, que

não estab elece o b enefício no ato da con tratação, mas sim a con tribuição

que é constan te e igual a R$C, ou seja não é alterada duran te o p erío do de

diferimen to (que corresp onde ao in terv alo de meses do início do plano até o

momen to de sua ap osen tadoria). O b enefício só será conhecido ao �nal da

vida lab orativ a do participan te e é vitalício. Os resgates e as p ortabilidades

�cam blo queadas e os encargos não são atrelados ao plano. Duran te o

p erío do de diferimen to, os pagamen tos são mensais e são realizados no �m

de cada mês. É assumido que o participan te inicia o plano no dia do seu

aniv ersário, e que ele não morre no p erío do de diferimen to. A tábua de

mortalidade utilizada é a americana masculina de 2004, apresen tada no

capítulo 3 e o plano adota uma taxa de 5% ao ano para o descon to dado ao

b enefício no momen to da ap osen tadoria.
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5.3 Mo delagem

Mo delos para o plano de previdência de um indivíduo com as hip óteses feitas

acima p ossuem dois p erío dos b em de�nidos, o de diferimen to e o de b enefí-

cios, que corresp ondem ao p erío do do mês seguin te a sua ap osen tadoria até

a sua morte.

Primeiramen te será apresen tado o sim ulador para o p erío do de diferi-

men to, com ele será p ossív el gerar cenários de quan to o segurado terá de

saldo em sua con ta. T endo esse v alor na mão p o de-se aplicar a fórm ula que

as seguradoras usam para calcular o v alor de b enefício.

Sup onha que o participan te dep osite na con ta do seu plano uma quan tia

C no �m de cada mês e que o mon tan te existen te na con ta no início de cada

mês é in v estido de acordo com a seguin te carteira: 40% em renda �xa (RF),

30% em renda v ariá v el (R V) e 30% em títulos (TIT). Isso represen ta uma

restrição m uito forte no mo delo, mas que em trabalhos futuros será subs-

tituída p or um otimizador esto cástico com m últiplos estágios para de�nir

a melhor carteira a longo prazo. P ara maiores detalhes desse problema de

otimização v eja [2 , 9, 14, 19 ].

P ortan to se existiam M t unidades monetárias no início do mês t na

con ta do participan te, no início do mês t + 1 a con ta terá o saldo de:

M t + 1 = 0:4� M t � (1+ RFt )+ 0:3� M t � (1+ RVt )+ 0:3� M t � (1+ TITt )+ C;
(5.3.7)

onde RFt , RVt e TITt corresp ondem, resp ectiv amen te, aos juros do mês t
dos ativ os de renda �xa, renda v ariá v el e dos títulos. Essa fórm ula recursiv a

se mostra b em adequada p orque esses juros v ariam com o temp o. Eles

são estimados p elo mo delo V AR das v ariá v eis �nanceiras apresen tadas no

capítulo 4.

A taxa de juros RFt referen te a renda �xa é represen tada p ela v ariá v el

de certi�cados de dep ósitos in ter�nanceiro CDI t . P ara a taxa da renda

v ariá v el RVt foi utilizada a v ariá v el índice do IBO VESP A, IBO t . Final-

men te, para a taxa dos títulos TITt foi utilizado a taxa de SW AP de 180

dias, SWAPt . Como to das essas taxas são nominais e o que imp orta para o

segurado é o p o der aquisitiv o de seus b enefícios em termos reais, to das as

ren tabilidades dev em ser corrigidas p ela in�ação, ou seja descon tadas p elo

IGPM. A con v ersão da taxa nominal em taxa efetiv a de cada uma delas é

feita atra v és da seguin te fórm ula:

Taxa _ Efetiva t =
1 + Taxa _ Nominal t

1 + IGPM t
- 1:

Os dados de en trada da primeira parte do sim ulador são:
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� A idade inicial, denotada p or Idade _ Inicial , do participan te.

� A idade em que o participan te irá se ap osen tar, Idade _ Aposentadoria .

� O v alor da con tribuição mensal C.

O sim ulador do p erío do de diferimen to seguirá o seguin te algoritmo:

P asso 1: M 0 = 0; t = 0; Idade = Idade _ Inicial .

P asso 2: Estime o v etor

�

CDI IBO IGPM SWAP
� T

t para o mês t usando

o mo delo V AR descrito na equação (4.5.1) .

P asso 3: Calcule M t + 1 usando a equação 5.3.7.

P asso 4: t = t + 1.

P asso 5: Se t mo d 12 = 0, en tão Idade = Idade + 1.

P asso 6: Se Idade < Idade _ Aposentadoria en tão v olte ao P asso 2, senão

M final = M t ; e termine.

Assim, essa primeira parte do sim ulador calcula um cenário para o mon-

tan te �nal de um indivíduo, cujo v alor é armazenado na v ariá v el M final .

Os b enefícios são pagamen tos constan tes que os participan tes receb em

em função da sua ap osen tadoria e de sua exp ectativ a de vida futura. O

cálculo do b enefício do primeiro ano, denotado p or B1 , é dado p or

B1 =
M final

12 •a( 12 )
x

; (5.3.8)

onde •a( 12 )
x é a an uidade de vida mensal de um indivíduo com uma idade

x considerando a taxa de descon to de 5%, e sua fórm ula é dada p ela equa-

ção (5.1.6) . P ara questão de esclarecimen tos, os b enefícios, no temp o futuro

dep ois da ap osen tadoria, são a justados ao �nal de cada ano p ela in�ação

acum ulada no ano, sendo essa represen tada p ela série IGPM t . Assim, o

b enefício no ano a é dado p or:

Ba = Ba - 1

12∏

s= 1

(1 + IGPM 12( a - 1)+ s) (5.3.9)

5.4 Exercício

Como esse problema é uma aplicação dos capítulos an teriores, prop omos o

seguin te exercício:
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(1) F aça um programa em R que gere um cenário para o v alor do b enefício

de um indívíduo que en tre no plano com 30 anos e con tribui mensalmen te

com o v alor de R$ 400,00 p or mês seguindo as hip óteses citadas na descrição

do problema.
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Capítulo 6

Soma de Sinistros

O ob jetiv o desse capítulo é o de mo delar a soma total dos sinistros, a se-

rem pagos p or uma seguradora, que o correram n um p erío do �xo de temp o

para um determinado conjun to de con tratos de seguro. P ara esse problema

dev em ser mo deladas probabilisticamen te dois tip os de v ariá v eis aleatórias:

uma que de�ne a quan tidade de sinistro que o correram n um determinado

p erío do de temp o e outra que de�ne o v alor de cada um deles. Sendo assim,

iniciamos o capítulo com uma in tro dução a pro cessos de P oisson.

6.1 Pro cessos de P oisson

T al como vimos an teriormen te, a equação (2.1.5) mo dela o n úmero de c he-

gadas em um in terv alo de temp o unitário quando o fenômeno de in teresse

p o de ser descrito p or um pro cesso de P oisson.

Em algumas situaçõ es é de in teresse generalizar esse pro cesso, fazendo

com que a taxa de c hegadas ou de o corrências v arie ao longo do temp o. Um

caso eviden te é o do n úmero de c hegadas de fregueses em um restauran te:

será maior, tipicamen te, nos horários pró ximos ao almo ço e ao jan tar. No

que segue de�niremos o pro cesso de P oisson não homogêneo com taxa de

o corrência � : R + → R + determinística.

Um pro cesso de P oisson não homogêneo com taxa de o corrência � (t ) é

caracterizado p elas seguin tes propriedades:

1. A probabilidade de mais de uma o corrência no in terv alo de temp o

(t; t + dt ) é in�nitesimal, igual a o(t ) .

2. O n úmero esp erado de ev en tos no in terv alo (t; t + dt ) é E [N(t; t + dt )] =
� (t ) dt + o(dt ) e, com isso, o n úmero esp erado de ev en tos no in terv alo

65
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(0; t) é dado p or E [N(0; t)] =
∫t

0 � (u) du .

3. Dado que houv e n � 1 o corrências no in terv alo (0; t) , os instan tes em

que acon teceram estão distribuídos de forma indep enden te e idên tica

segundo a lei caracterizada p ela densidade � (t )=
∫t

0 � (u) du .

6.2 Apresen tação do problema

Um dos grande problemas das seguradoras é estimar o quan to ela v ai gastar

no futuro para pagar os sinistros que o correram duran te a vigência dos

con tratos que ela p ossui em sua carteira. Esse v alor p o de ser represan tado

p elo o que é c hamada de soma total de sinistros, denotada p or S, que p ossui

N parcelas de v alores individuais X1 ; X2 ; : : : ; XN . Assim

S = X1 + X2 + � � � + XN ; N = 0; 1; 2; : : : ;

onde S = 0 quando N = 0.

Em atuária, o mo delo de risc o c oletivo p ossui essa represen tação com

Xi , i � 1, sendo considerados como v ariá v eis aleatórias indep enden tes e

iden ticamen te distriuídas, a não ser em casos esp eciais. É geralmen te assu-

mido tam b ém que as v ariá v eis Xi s são indep enden tes de N . A v ariá v el N é

c hamada de v ariá v el aleatória de n úmero de sinistros, e sua distribuição é

geralmen te de distribuição de freqüência de sinistros. Os v alores de Xi s são

c hamados de sinistros individuais.

O problema desse capítulo é gerar um cenário para a v ariá v el S(T) que

represen ta o v alor da soma total de sinistros n um p erío do de T = 24 horas

a serem pagos p or uma seguradora de automó v eis.

6.3 Mo delagem

Sup onha que essa seguradora descobriu que a taxa de aciden tes de um

certo grup o de motoristas assegurados n um p erío do de 24 horas aumen ta

de meia noite ao meio dia e que en tão dimin ui até a pró xima meia noite.

Ela conseguiu mo delar que os ev en tos dos sinistros ob edecem a um pro cesso

de P oisson não-homogêneo onde a in tensidade do pro cesso em função de t
é dado p or

� (t ) = 1=6- ( 12- t )2=1152; (6.3.1)

onde t é o n úmero de horas dep ois de meia noite. A �gura 6.1 ilustra esta

taxa em função do temp o.

Considere que os v alores de cada sinistro são indep enden tes e iden tica-

men te distribuídos ob edecendo uma distribuição exp onencial com taxa 500.
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Figura 6.1: T axa de sinistros em função do temp o

E além disso, sup onha que os v alores desses sinistros são indep enden tes do

horário que eles o correm.

6.4 Sim ulação usando o R

V eremos a seguir como sim ular ev en tos do pro cesso de P oisson não homo-

gêneo com a taxa caracterizada p ela equação (6.3.1). P ara tan to, será útil

conferir que o n úmero esp erado de sinistros no p erío do de um dia é dado

p or ∫24

0
� (t ) dt = 3: (6.4.2)

De p osse dessa informação, obtenhamos a o corrência de uma v ariá v el

aleatória com distribuição P oisson e taxa 3.

Có digo 6.1: Geração de um pro cesso de P oisson não homogêneo

1 > r p o i s ( 1 , 3 )

2 [ 1 ] 5

Usando a equação 6.4.2, sab emos que

f � (t ) = 1=18- ( 12- t )2=3456; (6.4.3)

é uma densidade de probabilidade e, p ortan to

F� (t ) =






0 se t < 0;∫t
0 f � (x) dx = t

72 + t 2

288 - t 3

10368 se 0 � t � 24;
1 se t > 1:

(6.4.4)
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A �gura 6.2 mostra esta função no in terv alo (0; 24) . Como ela é sua v e, a

sua in v ersão (n umérica ou analítica) é imediata e, com isso, a sim ulação das

o corrências dos instan tes do pro cesso de P oisson não homogêneo com taxa

de o corrência � (t ) .
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Figura 6.2: F unção de distribuição acum ulada dos temp os de o corrência do

pro cesso de P oisson não homogêneo

No en tan to, e v oltando a có digo 6.1, o nosso in teresse reside em sim ular o

total de sinistros o corridos no dia. Já sab emos que houv e cinco o corrências

(linhas 1 e 2 do có digo acima). Sim ulemos agora outras tan tas o corrências

da distribuição exp onencial com média 500 e calculemos a soma.

Có digo 6.2: Geração da soma de sinistros

1 > s i n i s t r o s ← r e x p ( n = 5 , r a t e = 1 / 5 0 0 )

2 > s i n i s t r o s

3 [ 1 ] 1 0 1 7 . 4 6 9 7 0 1 3 1 . 3 7 8 5 4 3 4 9 . 6 7 0 7 7 1 1 1 3 . 9 6 5 8 8

7 6 . 5 4 6 0 5

4 > s u m ( s i n i s t r o s )

5 [ 1 ] 2 6 8 9 . 0 3 1

A linha 1 gera o v etor sinistros de tamanho cinco, sendo cada en trada a

o corrência de uma v ariá v el aleatória com distribuição exp onencial e média

500. Esses v alores são exibidos com o comando da linha 2. O total é

calculado e exibido p elo comando da linha 4.
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6.5 Exercício

(1) Mo di�que o có digo acima utilizando ao in v és da exp onencial com mé-

dia 500, uma log-normal com os parâmetros � = ln 500 e � = ln 100.



70 CAPÍTULO 6. SOMA DE SINISTR OS



Capítulo 7

Conclusão

Nesse texto foram estudados mo delos probabilísticos simples com aplicaçõ es

em atuária e �nanças. Eles foram apresen tados na forma de problemas e

suas implemen taçõ es foram feitas utilizando o soft w are R .

O R é uma plataforma de desen v olvimen to para aplicaçõ es e análise

estatísticas que é gratuita. Ela oferece m uitos recursos e p or isso ela dev e

ser explorada. Só uma p equena amostra desse p otencial foi exempli�cada

nesse texto.

Sugestõ es de estudos futuros. Uma p essoa que deseja aprofundar os

seus estudos em matemática �nanceira e atuarial dev e começar obtendo uma

b oa base em probabilidade e estatística, e para isso existem m uitos b ons

livros. Ap ós essa base, é sugerido o livro do Gerb er [5] para matemática

atuarial ramo vida, que é adotado em v ários cursos no m undo. P ara se

aprofundar mais em mo delagem de riscos é sugerido o livro do Klugman et

al. [8 ]; nele são descritos v ários mo delos probabilísticos para a mo delagem

de seguros e resseguros. P or �m, recomendamos o livro do McNeil et al. [12 ]

para mo delos de ánalise de riscos mais so�sticados.
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