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PREF ACIO DA S ERIE

A Sociedade Brasileira de Materatica Aplicada e Computacional - SBMAC,
desde a realizacao do primeiro CNMAC - Congressso Nacional de Matematica Apl
cada e Computacional, publica monogra as de cursos que sao ministrados durante o
Evento. A atual diretoria decidiu fazer a indexacao biblioga ca dessas monograas
atraves do ISBN para efeito de catalogacao para preservacao das mesmas @aa
menoria dos CNMAC.

A colecao recebeu o ttulo de \Notas em Matematica Aplicada" e consistia da s
monogra as dos cursos ministrados nos CNMAC. O livro correspondente a cada
minicurso deve ser preparado em ate 100 mginas para servir como texto intro-
dubrio, de modo quee aconseltavel que contenha uma boa revisao bibliogra ca e
exerccios de veri cacao de aprendizagem. A clareza do textoe um dos fatores mais
importantes.

A colecao incluim, gradativamente, os textos dos Encontros Regionais de M-
termatica Aplicada e Computacional, os ERMACs e de outros eventos patrocinados
pela SBMAC.

Abem disso, e objetivo desta colecao publicar volumes com coletaneas dgre-
prints de trabalhos apresentados em reuniees cient cas patrocinadas pela SBMAC.

Esta primeira colecao, composta das monogra as dos minicursos do XXVI CN-
MAC, foi especialmente preparada em comemoracao aos 25 anos da SBMAC.

E. X. L. de Andrade
R Sampaio
G N Silva
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Captulo 1

Introdwcao

Otimizare melhorar o que a existe, projetar o novo com mais e ciéncia e menor
custo. A otimizacao visa determinar a melhor con guracao de projeto sem ter que
testar todas as possibilidades envolvidas.

Problemas de otimizacao sao caracterizados por situacees em que se desejaxim
mizar ou minimizar uma furcao nunerica de \arias varaveis, num context o em que
podem existir restrcoes. Tanto as furcees acima mencionadas como as resges de-
pendem dos valores assumidos pelas varaveis de projeto ao longo do procedimento
de otimizecao.

Pode-se aplicar otimizacao em \ariasareas, como por exemplo no projeto des
temas ou componentes, planejamento e aralise de operaees, problemas de
otimizacao de estruturas, otimizacao de forma, controle de sistemaslinamicos.

A otimizecao tem como vantagens diminuir o tempo dedicado ao projeto, possi-
bilitar o tratamento simultAneo de uma grande quantidade de varaveis e re$rcoes
de difcil visualizecao ga ca e/ou tabular, possibilitar a obtercao de algo melhor,
obtercao de solwees nao tradicionais, menor custo.

Como limitacees tem-se 0 aumento do tempo computacional quando aumenta-se
o rumero de varaveis de projeto, pode-se surgir furcees descontnuas que apres-
tam lenta convergéncia, furcees com preserca de muitos mnimos locais onde o
mnimo global raramentee obtido.

As ecnicas chssicas de otimizecao sao conhecidasa bem mais de um sculo,
sendo utilizadas na fsica e na geometria, servindo-se de ferramentas associadas
as equacoes diferenciais ao Galculo Variacional. A so sticacao dos recurs® com-
putacionais, desenvolvidos nosultimos anos, tem motivado um grande avarco nas
tcnicas de otimizacao. Aliado ao fato de que os problemas tornam-se cada vezais
complexos.

Tecnicas chssicas de otimizacao sao conaveis e possuem aplicacees nosais
diferentes campos de engenharia e de outras ciéncias. Poem, estas ecnicas po-
dem apresentar algumas di culdades nunericas e problemas de robustez relacio-
nados com: a falta de continuidade das furcees a serem otimizadas ou de suas
restrcoees, furcees nao convexas, multimodalidade, existéncia de rudos surcoes,
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necessidade de se trabalhar com valores discretos para as varaveis, existénda
mnimos ou nmaximos locais, etc. Assim, os estudos de netodos heurstica, com
busca randdmica controlada por crierios probabilsticos, reaparecem como uma
forte tendéncia nos ultimos anos, principalmente devido ao avarco dos recursos
computacionais, pois um fator limitante destes metodos e a necessidade de um
rumero elevado de avaliacees da furcao objetivo [17].

Os algoritmos gereticos sao mecanismos de busca baseados nos processos de seleca
natural da luta pela vida e da geretica de populacees. Trata-se de um netodo
pseudo-aleabrio, portanto pode-se dizer que e um metodo, um procedimento de
exploracao inteligente, no espaco de parametros codi cados [2].

O surgimento dos algoritmos gereticos deu-se por volta de 1950 quando \aos
bologos usavam ecnicas computacionais para a simulacao de sistemas higjicos.
Entre 1960 e 1970, na Universidade de Michigan, sob a direcao de John Hatid [8],
iniciou-se o estudo de algoritmos gereticos como os conhecidos atualmente. David
Goldberg [5] apresentou a solicao de complexos problemas de engenharia usando
algoritmos gereticos, o que ajudou o netodo a se tornar popular entre os psquisa-
dores.

Simulated Annealing, que pertencea classe de netodos que tentam simular os pro-
cessos usados pela natureza para resolver problemas difceis. Neste caso, a arialog
e com o crescimento de um cristal simples de um metal fundido, que corresponde
a encontrar o mnimo local da energia interna do metal, quee uma furcao da dis-
poscao dosatomos [4].

1.1 Problema Geral de Otimizaao

O problema geral de otimizacao consiste em minimizar uma furcao objetivo, geita,
ou nao, a restrcoes de igualdade, desigualdade e restrcoes laterais.

A furcao objetivo e as furcees de restrcees podem ser furcees lineares ou nao
lineares em relacaoas varaveis de projeto, implcitas ou explcitas, calculadas por
ecnicas analticas ou nunericas.

Seja o problema geral de otimizacao dado por:

Minimizar
F(X); X =[X1;X2;1:5;X0]"; X 2 R" (1.1)
sujeito a
g 0 =12
hy =0; k=1;2 ;K 1.2
Xi(") X Xi(U); i=1;2, ;n

onde, F (X)) representa a furcao objetivo,g; e hy as restrcees de desigualdade e de
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igualdade,Xi(L) eXi(U) as restrcoes laterais. Todas estas furcees assumem valores
emR" e sao0, na maioria dos casos, nao-lineares.

1.2 Classi cacao dos Metodos

Os netodos para a solwcao de problemas de otimizacao se dividem em dois grupas
nmetodos baseados no @alculo (Deterministic Optimization) e os metodos randormicos
ou aleabrios (Random Strategies).

Quanto a preserca de limitantes ao problema, tem-se a otimizacao irrestritae a
otimizacao restrita. Na otimizacao restrita tem-se os nmetodos indiretos (Metodos
Sequenciais e outros) e os netodos diretos (Programacao Linear e outros)

Quanto ao rumero de varaveis, os netodos determinsticos nao-lineares,se clas-
si cam da seguinte forma:

para furcees de umaunica varavel utiliza-se metodos de busca unidimensional
como o metodo de busca uniforme, busca de Fibonacci, netodo da Secao
Aurea, Aproximecao Polinomial, Newton-Raphson e Bissecao;

Para furcees de \arias varaveis utiliza-se netodos de primeira ordem quesao
baseados no alculo do gradiente, netodos de segunda ordem que sao baseados
no alculo da matriz Hessiana e metodos Quasi-Newton que utilizam uma
matriz pseudo-Hessiana.

No grupo dos netodos aleabrios encontra-se os netodos de ordem zero (netodo
tradicionais), Algoritmos Gereticos, Simulated Annealing, Redes Neurais e outos.

1.3 Revisao sobre Tecnicas Sedgsenciais

A maioria dos algoritmos seqsenciais de otimizacao requer um conjunto iniciade
varaveis de projeto X © [18]. A partir da, o projetoe atualizado iterativamente:

X9=x91+ g9 (1.3)

onde g representa o rumero da iteracao, S o vetor direcao de busca no espaco de
projeto, e o escalar que de ne o passo que se deseja dar na direcao 8e

Os algoritmos de otimizecao nao-linear, baseados no @lculo, necessitam da de-
terminacao da direcao de buscaS e do parametro escalar

1.3.1 Existtncia e unicidade da solicaootima

Raramente pode-se garantir a existéncia e unicidade de um projeto otimo, isto
ocorre devido a existéncia de \arias solwcoees, mal condicionamento nurrerico W
lenta convergéncia.

A estrakegia patica utilizadae inicializar o processo de otimizacaoa partir de
diferentes con guracees deX °, caso se encontre 0 mesmo valor par mi, , tem-se
alguma garantia de mnimo global.
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Considerando problemas sem restrcao, para qUE(X) seja mnimo uma condcao
necessaria, mas nao su ciente,e quer F(x)=0 .

Para F(x), furcao de uma varavel, no ponto de mnimo a 22 derivada deve ser
positiva. Para o caso de uma furcao de \arias varaveis, a matriz HessianaH deve
ser positiva de nida, o que implica dizer que todos os autovalores dél devem ser
positivos.

1.3.2 Estraegia geral de otimizacao
Os algoritmos de otimizacao sao baseados na solwcao iterativa:
Xt = x99+ s¢ (1.4)
ou seja,
Determinar a direcao de buscas;

Executar a busca unidimensional e obter @

Determinar quando o processo converge.

1.3.3 Cirierios de convergéncia

Os crierios mais utilizados para testar a convergéncia de um programa de oti-
mizecao podem se resumidos como [1]:

Estabelecer o umero maximo de iteracoees;

Alterecao absoluta da funcao objetivo:

F(X9) F(X9 < a 1.5

Alteracao relativa da furcao objetivo:

F(X%)  F(X9)

max [F(Xd) 10 8] ~ ' (1.6)
Obediéncia a condcao Kuhn-Tucker:
r FX9j< « (1.7)

1.4 Metodos de Primeira Ordem (Metodo da
Descida Maxima)
A direcao de buscae dada pelo gradiente F (X ). Usandor F (X) limita-se a direcao

de busca, evitando a busca em todo espaco de projeto [15]. O gradiente deve
ser recalculado a cada nova direcao, conforme representado na Figura 1.1. Sua
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importanciae permitir estabelecer o ponto inicial para netodos mais sosticados.
Toma-se como direcao de busca aquela oposta ao gradiente:

S%=r F(X%ondeX® = x9+ S% (1.8)

A cada passo, determina-se que ao mnimo nesta direcao, busca unidimen-
sional. Nestes netodos, a convergéncia e boa no incio, mas muito lenta a se
aproximar do mnimo.

Figura 1.1: Representacao do Metodo da Descida Maxima



Captulo 2

Metodos de Ordem Zero

2.1 Introdwcao

Sao netodos simples, de &cil implementacao, conaveis e capazes de trabalhacom
valores discretos. Requerem apenas o @lculo de(X ), nao dependem do gradiente
e da continuidade da furcao. Necessitam de um grande rumero de avalicees da
furcao objetivo, 0 que aumenta o custo computacional.

A ickia tasicae selecionar um grande rumero de vetores de projetoX e calcular
F (X) correspondente a cada um. O vetor correspondente ao menor valor de(X)
sea adotado como o valorotimo X .

O vetor X e selecionado de forma randdmica no espaco de projeto. Para limitar
a busca, utiliza-se as restrcoes laterais. Um rumero randdémicao e gerado, r 2 [0; 1]
e as varaveis de projeto da gesima iteracao atualizadas:

X3=x!+rxXe xh: (2.1)

O processo do netodo de Ordem Zero est apresentado no uxograma da Figura
2.1. Neste caso, o crierio de parada adotadoe o rumero maximo de iteracoees.
Poem, outros crierios podem ser incorporados ao programa.

2.2 Exempilo ilustrativo

Considere o problema de minimizacao de uma furcao escrita por:

g(x;y) = xsen(4x)+1;1lysen(2y)
restrcees laterais @ 8<x< 10 (2.2)
8<y< 10

A Figura 2.2 ilustra o ga co da furcao g(x;y) e suas curvas de nvel, respecti-
vamente.
Acompanhando, por exemplo, uma evolucao do netodo de Ordem Zero aplicado
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Figura 2.1: Esquema do Metodo de Ordem Zero
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ao problema 2.2, para um nmaximo de 100 iteracees, os melhores resultados gem
ser acompanhados na Tabela 2.1, sendo que o valor otimo foi encontrado na 58
iteracao.

() (b)

Figura 2.2: (a) Ga co da furcao da Equeacao 2.2; (b) Curvas de nvel desta furcao

O ponto de mnimo obtido foi F = 182155, e as varaveis de projeto
correspondentes ao ponto de mnimoX =1[9:0111;87895].

Iteracao X(1) X(2) F(X)
3 8.1776 8.3915 -0.2517
5 9.3963 8.2914 -8.0677
8 9.1431 8.3260 -15.674
26 8.9579 8.5686 -17.898
58.000 9.0111 8.7895 -18.216

Tabela 2.1: Evolucao do Metodo de Ordem Zero aplicadoa Equacao 2.2

Os pontos randdmicos criados pelo algoritmo podem ser visualizados na
Figura 2.3, nota-se que o ponto mnimo obtido ainda pode ser melhorado.

2.3 Exerccios

I) Desenvolver um programa computacional para o Metodo de Ordem Zero.

II) Usando o programa obter o ponto de mnimo das furcees abaixo:
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Figura 2.3: Evolicao do Metodo de Ordem Zero aplicadoa Equacao 2.2

(@ F(xy)=(x+2)2+(y 1)? x2][10;10] ey 2 [ 5;5], gmax = 100;
(b) Mesmo exemplo, gmax= 500; gmax= 1000;
(c) Repetir 0Oa e Ob, com nova regiao vavel:x;y 2 [ 3;3].
[11) Obter o mnimo das seguintes furcees :
(@ F(X)= X}+ X3+32X; 4X,+52;
(b) F(X):(X1+1OX2)2+(X3 X4)2+(X2 ZX3)4+10(X1 X4)4.



Captulo 3

Algotmos Gereticos

Os algortmos gereticos usam um vocabuhrio emprestado da geretica natural. Fala-

se sobre indivduos (gerotipos) de uma populacao. Estes indivduos tambem sao
chamados de_cromossomdd 3].

Cromossomos sao compostos de unidades ou elementos, cada elemento equivale a
um gene, dispostos em uma segeéncia linear. A Figura 3.1 exempli ca o exposto
acima:

Figura 3.1: Esquematizacao de um cromossomo

Sendo n o rumero de varaveis (genes) e a cada gene tem o comprimento m.
Assim, uma furcao de duas varaveisf (x, y), n = 2, sel representada atrawes de
um cromossomo com 2 genes. Seja m = 7, o rumero de alelos de cada gene. Neste
caso, tem-se:

Cromossomo: Fi??&%l ng{yél—(}l
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Algortmos gereticos sao algortmos iterativos, e a cada iteracao a populecaoe
modi cada, usando as melhores caractersticas dos elementos da geracao anterier
submetendo-as a trés tipos lasicos de operadores, para produzir melhores resulta-
dos. Sao eles:

Reprodicao : e um processo no qual cada cadeiae copiada levando em conta
os valores da furcao de adaptecad ;

Cruzamento : e um processo no qual a combinacao em partes de cada um de
dois cromossomos gera um novo descendente;

Mutacao : e a modi cacao aleabria ocasional (de baixa probabilidade) do valor
de um alelo da cadeia.

O primeiro passo para a aplicacao de algortmos gereticos a um problema qua
quere encontrar alguma representacao cromossOmica conveniente, cujo gene repre-
sente o espaco de busca do problema, com vetores birarios de zeros e um (0,1),
0S quais sao gerados aleatoriamente. O comprimento m do gene depende da pre-
cisao requerida para o problema. Temos na Figura 3.2 um uxograma do algortm
geretico segundo Haupt [7].

Com a nalidade de ilustrar a aplicacao dos operadores, vamos considerar o
problema de minimizacao de uma furcao por

g(x;y) = xsen(4x) + 1; lysen(2y) (3.1

no intervalo, 8 < x < 10, 8<y < 10, que de ne a regiao vavel do problema. O
ga co da furcao e suas curvas de nvel a foram apresentados na Figura 2.2.

A maioria dos @digos computacionais para algortmos gereticos costuma
maximizar a furcao, portanto, a furcao objetiva em estudo sea reescritacomo

maxg(x;y) = [xsen(4x) +1; lysen(2y)]: 3.2)

Para este exemplo, sea adotada a precisao de duas casas decimais. Como o
espaco de busca, ou seja, o domnio da furcao tem amplitudd =10 8=2¢e
precisao de duas casas decimais, este intervalo deve ser dividido ém 10" sub-
intervalos iguais, neste caso, 2 10° = 200 pontos. Portanto a seqeéncia biraria
(cada gene) devean ter pelo menos 8 bits, pois

128 = 27 < 200< 28 = 256:

Seja a seguinte populacao inicial, obtida aleatoriamente:

C; - 10000101 00100111
C, - 00001110 00001001
C3 - 10010001 00000001
C, - 11000101 00101001



CAP ITULO 3. ALGOR ITMOS GEN ETICOS

12

Figura 3.2: Fluxograma do algortmo geretico contnuo
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Cs - 01111100 10101100
Ce - 11100010 01001010

Tem-se assim, a populacao inicial de cromossomos de nida, onde cada genee um
vetor birario de m bits, sendo m furcao da precisao exigida (10?) e da amplitude do
intervalo de nido pelas restrcoes laterais (I = 2). A seguir, todos esses indiduos
serao modi cados, submetendo-os aos operadores gereticos.

3.1 Reprodiwcao

Reprodwcao e um processo que sel atribudo as cadeias que possuem o0 maior
valor objetivo e, portanto uma probabilidade mais elevada de contribuira gerecao
seguinte, criando pelo menos um descendente. Quanto maior o valor da furcao
objetivo, maiores sao as chances do indivduo sobreviver no ambiente e reproduzir-
se passando parte de seu material geretico a geracees posteriores [2].

Usando a probabilidade, expressa pela Equacao 3.3, tem-se que se o indivduo
for de baixa adequabilidade, tem alta probabilidade de desaparecer da populecao,
caso contario, os indivduos terao grandes chances de permanecer na populacao.

f(x).
F(x)’
Para se calcular o valor da furcao de adaptacad , deve-se converter a seqeéncia

biraria (base 2) para base 10, ou seja, deve-se decodi car um cromossomo, conforme
Equacao 3.4.

X
P = sendoF (x)=  f(X) (3.3)

C=[brby bpbyhhazas axazaol

X 1 ) X 1 )
X = h 2ey= a 2 (3.4)
i=0 i=0
Feito isso, deve-se calcular o valor d& ey reais, dentro da regiao vavel, atrawes
das seguintes equacees:

y = & + decimal (010::100), 22 (3.5)

sendo

a; ey - domnio das varaveis x ey
m - comprimento total do gene
decimal (100Q::010) = X

decimal (01Q::100), =Y.

Como a populacao inicial p est de nida, o poximo passo sea 0 @alculo da
furcao objetivo (adaptacao).
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A ttulo de ilustracao, sem mostrado o @lculo da furcao objetivo do pr imeiro cro-
mossomo da populacao criada para o Exemplo (3.2) em estudo.

SejaC; =1000010100100111.

Passando para a base 10, utilizando as Equacees 3.5 e 3.6, tem-se:

X1 _
X = h 2=1 2°+0 2'+1 2°2+0 28+0 2*+0 2°+0 26+1 27
i=0
X =133;
e
X )
y= & 2=1 22+1 2'+1 22+0 2°+0 2*+1 25+0 26+0 27
i=0
y =39:
Os valores reaisx e y,dentro da regiao vavel, sao dados por:
133 (10 8)
= [ o = :
X=8 % 1 ) x=9;04
e
39 (10 8)
=8+ ———— * =8:31
y=38 » 1 ) Y=8:3

O valor da furcao de adaptacaoe

g(x;y) = [xsen(4x)+1;lysen(2y)]

g(x;y)= [9;04sen(4 9;04)+1;1 8;31sen(2 8;31)]

a(x;y) = +16 ; 26:

Obteve-se os resultados mostrados na Tabela 3.1, para cada cromossomo da
populacao inicial.

Como citado anteriormente, a furcao de adaptacaag(x, y)e oarbitro nal que
decide sobre a vida ou a morte de cada cromossomo. O mecanismo para selecao das
melhores cadeias, ou seja, as mais adaptadas, sao de nidas pelo uso das probabili-
dades proporcionais, dadas pela Equacao 3.3, resultando os seguintes valores:
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Cromossomos X y a(x, y)
1000010100100111 9,04 8,31 16,26
0000111000001001 8,11 8,07 -3,21
1001000100000001 9,14 8,01 11,01
1100010100101001 9,55 8,32 2,76
0111110010101100 8,98 9,35 10,32
1110001001001010 9,77 8,58 - 0,22

a(x,y) 36,92

Tabela 3.1: Cromossomos da populacao inicial

p1=%;g=0;44
pz=%§21= 0;09
p;;z%gizo;SO
p4:32(;3;—7962:0;07
pg,:%g’g:o;zs
Pe = %522: 0; 00

sendop; + P2+ P3+ ps + ps + ps = 1,00.

Considerando que as probabilidades acumulativag; cada cromossomo sao dadas
por:

9= B (3.6)
Obem-se os seguintes valores acumulativos:
o = p, =0;44
G =p*+p,=0;44 0;09=0;35

0z P+ P2+ pPs

0:;44 0;09+0;30=0;65
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Prt P2t Pzt Py
0:44 0;09+0;30+0;07=0;72

PrT Pt Pst Pst Ps
0:44 0;09+0;30+0:;07+0;28=1:00

O

Prt P2t Pst Pyt Pst Pg=
0;44 0,09+0;30+0;,07+0;28+0,00=1,00

A seqguir deve-se selecionar as cadeias que irao contribuir para a gerecao seguinte.
Esta selecao considera um conjunto de rumeros r, escolhidos randomicamente entre
[0,1], em quantidade igual ao rumero de cadeias.

A aralisee feita atrawes das seguintes opcees:

Se r<q;, entao se seleciona o lcromossomo G.

Se r> (i, entao se passa para o subseqeente e faz a aralise novamente.

Vale ressaltar que alguns cromossomos poderao ser selecionados mais de uma
vez, ou seja, os melhores serao copiados mais vezes, enquanto que outros iraoeno

Seja 0 exemplo em estudo. Considere que foram gerados 0s seguintes rumeros
randdmicos:

rh = 0,64
r, =0,08
rs = 0,47
r, = 0,88
rs = 0,93
e = 0,70

A selecao dos cromossomose dada por:

ri=0;64>q;=0;44) r;=0;64>q,=0;35) r;=0;64<q3=0;65
e portanto seleciona-sep ) Cs.

r,=0;08<q; =0;44

e portanto seleciona-sey ) C;.

r3=0;47>q1=0;44) r3=0;47>q2=0;35) r3=0;47<q3=0;65

e portanto seleciona-sep ) Cs.

rps,=0;88>q 0,44) r4:O;88>q2:0;35) r,=0;88>qsz=

0;65) ry,=0;88>04=0;72) ry=0;88<qs=1;00
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e portanto seleciona-se ) Cs.

rs =0;93>q; 0;44) r5=0;93>(q,=0;35) r5=0;93>q3=

0;65) r5=0;93>04=0;72) r5=0;93<qs=1;00;

e portanto seleciona-say ) Cs.

re =0;70>q; 0;44) rg=0;70>q9,=0;35) rg=0;70>q3 =

0;65) r=0;70<q4=0;72

e portanto seleciona-sey, ) Cj.
Depois de selecionados, os cromossomos dao origem a uma nova populacao
representada como:

CY 100100010000000) gerados deCz; g(x;y) = 11;01
C? 100001010010011) gerados deCy; g(X;y) = 16;26
C$ 100100010000000% gerados deCs; g(x;y)=11;01
C? 011111001010110p gerados deCs; g(x;y) = 10;32
c? 011111001010110p gerados deCs; g(x;y) = 10;32
C? 1100010100101001 gerados deCs; g(X:y) =2;76:

3.2 Cruzamento

Tem-se \arias formas para se obter o cruzamento, neste curso sem utilizada aes
guinte ecnica para se fazer o cruzamento:

Figura 3.3: Representacao do Operador Cruzamento

Seja o ponto k que de ne a poscao de cruzamento na cadeia de bits de cada
cromossomo escolhido aleatoriamente. A quantidade de cromossomos a ser subme-
tida ao processo de cruzamentoe de nida atrawes da probabilidade de cruzamento
pc, especicada pelo uswario. Cada cadeia e partida neste ponto k e todas as
informacees do cromossomo A, a partir do ponto escolhido, sao copiadas pao
cromossomo B e vice-versa, conforme esquematizada na Figura 3.3.
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O processo de escolha de quem seil cruzado deve ser feito em pares, sorteando
rumeros randémicos (r;). Quando nao for possvel formar os pares um novo sorteio
dever ser feito ak obter 0os pares necessrios para o cruzamento. Por exemplo, se
r, for menor que a probabilidade R, entao o cromossomo € sema selecionado.

Na maioria das literaturas especializadas, a probabilidade de cruzamentoe de
pc. = 25%, a qual sea adotada neste trabalho.

Aps de ter feito isso, temos que gerar um novo rumero randémico para de-
terminar a poscao k, onde duas novas cadeias sao formadas pela troca de todos os
caracteres compreendidos entre as posce&s+ 1 em. Esta poscaoke determinada
pela seguinte brmula:

k=1+ rand[(m 1) 1] 3.7

Dando continuidade ao Exemplo (3.2) em estudo, submetem-se as populacees
(Ci") ao cruzamento. Sejam o0s seguintes rumeros randémicos;:

ri 0;50) C9>p.
r, 0,17) C9<pc
rs 0;40) C9>pc
rs 0;15) C{<pc
rs 0;20) C2<p.
re 0,23) CO<pc

sendo selecionados para o cruzamento, os cromosson@se C{; C2 e C2.

Agora,e 0 gerar um rumero randémico para determinar k, a poscao de cruz-
amento usando a Equacao (3.7). Seja rand = 0,7; segue-se que:

k
k

1+0;7[(16 1) 1]=1+0;7(15 1)
1+0;7:14) k=10;8:

Como ke um rumero inteiro, entao k = 11. Da,

C$ 1000010100100111
C$ 0111110010101100.

Trocando os caracteres, tem-se:
C% 1000010100101100
C% 0111110010100111

C? 0111110010101100
C{ 1100010100101001.
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Trocando os caracteres, tem-se:

C%® 0111110010101001
C% 1100010100101100.

Assim, ams a aplicacao do operador cruzamento, a populacaoe dada por:

C{ 1001000100000001;g(x;y) = 11;01:
CS° 1000010100101100;9(x;y) = 16;72
C{ 1001000100000001;g(x;y) = 11;01:
C$° 0111110010100111;g(x;y)=11;02
Cc% 0111110010101001;9(x;y) = 10;67:
Cc{® 1100010100101100;9(x;y) = 3;10:

3.3 Mutacao

A mutecaoe uma modi cacao aleabria do valor de um alelo da cadeia. Caso o
alelo escolhido seja zero passa a ser um e vice-versa, conforme esquematizado na
Figura 3.4.

Segundo Haupt [7], uma tcnica de se fazer a mutacao e gerar parefa, b)
randémicos ondea representa a linha eb representa a coluna da mudarca do bit.
Nesta forma de aplicar o operador mutacao exclui-se da selecao o melhor cromos
somo. No exemplo em estudo, sejam os pares (1, 10) e (5, 3), logo tem-se (0
cromossomo G' nao sel objeto de mutacao por apresentar o maior valor para a
furcao objetiva):

(1;10)) C? e poscao 10
100100010000001) 100100010000001
(5;3)) C2 postao 3
011111001010100) 0101110010101001

Figura 3.4: Representacao do Operador Mutacao

Neste curso, ser utilizada outra metodologia onde se seleciona randomicamente
uma poscao em um cromossomo, obedecendo a probabilidade de mutecag pe
muda o valor deste bit.
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Postao Cromossomo Probabilidade (p)

13 G’ 0,009
39 G’ 0,0025
83 Gs" 0,0004

Tabela 3.2: Selecao da poscao para aplicacao do operador mutecao

O processo de mutacaoe controlado por um parametro xo pn, probabilidade
de mutacao, quee geralmente recomendado como de 1%. Este operador tem um
papel importante e necessrio, porque a reprodwcao e o cruzamento podem per-
der material geretico potencialmente util. O operador de mutecao protege osal-
gortmos gereticos contra perdas irrepaaveis. Tomada isoladamente,a mutecao se
constituiria na exploracao aleatria do espaco das cadeias. Utilizada com cuiddo,
juntamente com os outros dois operadores, protege-se o procedimento da perda
prematura de informacees importantes [2].

Aplicando o operador mutecao ao Exemplo (3.2) em estudo, torna-se necessrio
gerar 96 (m x N) rumeros randdébmicos r entre [0,1]. Se r for menor que a
probabilidade p,, = 0,01 sem feita a mutacao no bit correspondente. Considere
qgue foram gerados 96 rumeros r entre 0 e 1 e que trés tiveram probabilidades me-
nores que p,. Foram os seguintes rumeros r:

ri3 =0;009<py, =0;01
rsg =0;0025<p, =0;01
rgs =0;0004<p, =0;01

Considerando a populecao atual,

C? 100100010000001
C% 1000010100101100
C? 10010®100000001
C% 0111110010100111
c 0111110010101001
C% 1100010100101100

torna-se possvel selecionar a poscao onde deve-se ocorrer a mutecao, canfie
Tabela 3.2.

Submetendo os bits 13, 39 e 83 ao processo de mutacao tém-se:

C? 100100010000001
C% 1000010100101100
C? 10010a100000001
C% 0111110010100111
c 0111110010101001
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Cromossomos X y a(x, y)
C,'{ 1001000100001001 9,14 8,04 11,52
C," {1000010100101100 9,04 8,35 16,72
C3' {1001001100000001 9,15 8,00 10,68
C4"{0111110010100111 8,97 9,31 11,06
C5"{0111110010101001 8,97 9,33 10,63
Cs"{ 1110010100101100 9,80 8,35 -2,09

g(x;y) 58,52

Tabela 3.3: Cromossomos da populacao aps a?lgeracao

C$° 1110010100101100.

Ams a aplicacao dos trés operadores, tem-se encerrado o ciclo d& feracao.
Assim, torna-se interessante observar os valores das furcees de adaptecpara se
ter uma ickia de como est ocorrendo a evolicao dos cromossomos da populacao
inicial. Estes dados podem ser acompanhados na Tabela 3.3.

Observando as Tabelas 3.1 e 3.3, nota-se que a populecao inicial melhorou no
sentido de caminhar na direcao da maximiz§ao da furcao objetiva, aps aptiar os
trés operadores. Observa-se que o valor de g(x,y) passou de 36,92 para 58,52.
Nesta primeira iteracao, o pontootimo obtido corresponde a: x= 9,04 y= 8,35 e
f(x,y)= - 16,72. Obviamente, executando outras iteracees espera-se uma adaptao
muito melhor da populecao.

3.4 Exemplo llustrativo

Neste caso, 0 problema de obtercao das razes de equacees nao-lineares sea tra-
tado como um problema equivalente, no qual procura-se o maximo de uma furcao
objetivo. Ou seja, a solwcao def (x) = 0 sem obtida atrawes da furcao objetivo (ou
furcao de nerito) escrita como:

Fmn = max j f(x)j: (3.8)

A ttulo de ilustrecao, considere a equacao
e(x 1%=0 (3.9)
cujo zero pode ser calculado usando a Equacao 3.8, ou seja,

Fmn = j &(x 1)7%: (3.10)

Os respectivos ga cos estao representados nas Figuras 3.5 e 3.6. Pode-se ob-
servar que os valores dessa furcao de nerito estarao sempre situados noeinalo
(1 ;0]
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Para a utilizacao dos algortmos gereticos adotou-se a codi cacao biraria, cujo
tamanho do cromossomo depende da precisao requerida, para representar os valores
reais da varavel x.

Para o exemplo consideradof(x) = e* (x { 1)3, seja o domnio da varavel x
dado pelo intervalo [-1,2], de amplitude 3. Seja a precisao adotada 18. Assim, o
intervalo [-1,2] deve ser dividido em, pelo menos, 3 10° subintervalos iguais. Isto
signi ca quee necessario um vetor birario (cromossomo) com 12 bits, pois

2048 = 211 < 3000< 2'? = 4096.

Figura 3.5: Representacao Gaca de f (x) = e (x-1)°

Conforme apresentado na secao anterior 0s cromossomos sao geradostaiiza
mente e para o @lculo da furcao objetivo seguem-se as seguintes etapas:

1. Conversao da cadeia biraria< by; big... bg > da base 2 para a base 10.
. Pl |
(b i), = b 2 =X
i=0

2. Determinacao do rumero real x correspondente:

- 1 L2 (1) _ v 3 .
X = 1,0+XW)X— 1,0+xm,

onde -1,0e o limite inferior do domnio e 3e a amplitude do mesmo.
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Figura 3.6: Representacao Gacade Fy, =- j & (x-1) 3j

Por exemplo, o cromossomo (010100011100) representa o rumero 0,91; unez
que

X = (010100011100} = 1308

x= 1,0+1308,3- =0;91 ef (0;91) = ”9(0;91 1)°= 0;0018111.
Obviamente, os cromossomos (000000000000) e (011111111111)esentam 0S
extremos do domnio 1;0 e 2 0; respectivamente.
Utilizando o @digo computacional GAOT, toolbox do Matlab ' ©, obteve-se o
valor maximo do funcional Fm, que correspondea raiz da equacad (x) = 0, dado
por:

=0,;99999999965708

3.5 Exerccios

I) Obter a raiz, para as furcees e intervalos apresentados na Tab. 3.4, aplicando
algortmos gereticos. (Utilizar o odigo computacional GAOT, toolbo x do
Matlab ' )



3.5. EXERCCIOS 24

Exemplo f(x) Intervalo
a (x-1)e ™ +x"M:n=15 [0;1]

b (cos(x) { x.e *)"3 [0;3]

c (x-10) x +23 { x %4 . [0;7]

d x?2 (L x%2+ Y2 sen(x)) - 1—93 [-1; 2]

e 2 X + In(x) [0.1;1]

f X33 +7 - XX [0;5]

g el X (x-1)10 -1 [0;2]

h x?2 {In(x) -2 [1;3]

Tabela 3.4: Equacees para obtercao das razes

1) Utilizando o odigo computacional GAOT, toolbox do Matlab " , obter o
mnimo das seguintes furcees:

Adotar X; 2 [ 10;10].

(@)
F(X) = 10X} 20X2X, + 10X2 + X2 2X, +5;

(b) ,

F(X) =100 X, X2 “+ (@1 X;)%
(©)

F(X)= X{ + X3 +32X,; 4X, +52;
(d)

F(X) = (X;+10X,)% +5(Xs Xg)2+ (X2 2X3)*
+10 (X1 Xg)*;

(e)

F(X) = X2 42X, X, +2X2 + X2  X,X3+ X1 +3X,  Xg;
()
F(X)= (X, +2X, 72+ @2X,+ X, 5

1) Sob a acao de uma forca F, o sistema move deA ake a poscao de equilbrio
B. Obtenha esta poscao de equilbrio, que corresponde a mnima energia
potencial:

min Ep = Wy F x;

onde
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X = L sin
y=L(@ cos)
Dados:

W =500 N;
F =100 N;
L=25m.

Restrcoes laterais: 2 [0, /2].

IV) Determinar a poscao de equilbrio esatico de um sistema constitu do de 2

molas (K; e K5) solicitado por duas folcas constantes (R e P,), de forma a
minimizar sua energia potencial:

hp

i 2
min Ep = 0;5K; r)](f"‘('l X2)2 I

+ 0;5K, Xf+(|2+ X2)2

Dados:
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P1 =P, =5NK; =8N/cm; K » =1 N/cm;
|1: |2:10CI'n.

Restrcoees laterais: X 2 [0, 10].



Captulo 4

Simulated Annealing

Simulated Annealing pertence a mesma classe dos netodos das Redes Neurais e
Algoritmos Gereticos, no sentido que simulam netodos Naturais. O alggitmo
Simulated Annealing permite umautil coneaao entre a mecéanica estatstica (com
portamento de um sistema de \arios graus de liberdade em equilbrio rmico a
uma temperatura nita) e a otimizacao combinabria (encontrar um mnimo de
uma dada furcao dependendo de \arios pardmetros). Alguns resultados publicados
utilizando Simulated Annealing, em particular devido aos esquemas de resfriamento
apido [11], ttm merecido a atercao de fsicos e engenheiros.

Este netodo de otimizacao faz uma analogia com o processo de recozimento
(annealing) da metalurgia. Sabe-se da Metalurgia que, se o metale resfriado em
condcees apropriadas, o cristal simples pode ser obtido [9]. No recozimento cetal
e aquecido a altas temperaturas, causando um choque violento nosatomos. Se o
metal for resfriado de forma brusca, a microestrutura tende a um estado rando-
micamente instwvel, poem, se o metale resfriado de forma su cientemente lenta,

0 sistema procuraa um ponto de equilbrio caracterizado por uma microestrutura
ordenada e estvel.

As varaveis de projeto sao perturbadas randomicamente e armazena-se o mel-
hor valor da furcao objetivo a cada perturbacao. A temperaturae entao reduzda
(annealing) e novas tentativas executadas. Este procedimento continua at esca-
parmos de um mnimo local. Ao nal do processoe possvel que se obtenha um
mnimo global.

Metropolis et al [12], introduziram um metodo nunerico simples que representa
0 estato equilbrio de um conjunto deatomos a uma dada temperatura. A analogia
com o processo de otimizacao pode ser feita analisando a Figura 4.1.

Seja E a energia de um sistema de atomos a uma temperatura T. Em cada
passo do algoritmo, e dado um deslocamento aleabrio a umatomo, o que irplica
uma nova energia do sistema E. Se esta nova energia Ee menor ou igual a zero
(E 0), o deslocamentoe aceito, caso contario (E > 0), a probabilidade da
con gurecao ser aceita sea dada pela equacao
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Figura 4.1: Analogia entre o0 processo de otimizacao e 0 recozimento simula

E

P( E)= e (4.2)

onde Kye a constante de Boltzmann.

Um rumero randdémico r, uniformemente distribudo, deve ser gerado no inter-
valo [0, 1]. Ser P(E) a nova con guracaoe aceita. Se r >P( E) a con guracao
anteriore utilizada para iniciar um novo passo.

A escolha da furcao de probabilidade P( E), conforme acima descrito, se deve
ao fato de que o sistema evolui segundo uma distribucao de Boltzman.

Os parametros do algoritmo sao: a furcao custo, que representa a energia do
sistema; as varaveis de projeto, que descrevem sua con guracao e a temperatura
guee um parametro de controle [3].

Se T tiver magnitude muito superior ao desvio padrao da furcao no intervalo,
quase todos os pontos sao aceitos. Ao passo que se T for igual a zero,eiado se
torna uma busca aleabria do mnimo. Assim, adota-se: T; como o valor do desvio
padrao da furcao objetivo no intervalo estudado e T com a ordem de grandeza
desejada para o precisao do pontootimo.

4.1 Implementaao do Metodo
Na otimizacao via Simulated Annealing considera-se:

A perturbacao randémica das varaveis de projeto;

A manutercao do melhor valor da furcao objetivo.

Ams algumas tentativas o melhor valor da furcao e chamado de centro, em
torno do qual ocorreram as perturbacees na poxima temperatura.
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A temperaturae entao reduzida (annealing) e novas tentativas executadas. Este
procedimento continua ae escaparmos de um mnimo local. Ao nal do processoe
possvel que se obtenha um mnimo global.

O algoritmo do netodo, desenvolvido por Saramago et al [16], pode ser acqman-
hado atrawes da Figura ??. Os parametros de controle para iniciar o procedimento
S480:

A furcao objetivo F (X);

As varaveis de projeto iniciais (X);

O rumero de varaveis de projeto(nvars);

A temperatura inicial T;;

A temperatura nal Tg;

O rumero de iteracees para cada temperatura (niters);
O numero de temperaturas (ntemps);

O rumero de avaliacees da furcao objetivo (maxcalls);

O crierio de parada.

A con gurecao inicial das varaveis de decisaoe adotada como centro. O valo
inicial da furcao objetivo adotado como o melhor valor (best fucntion value).

No poximo passo, o rumero randémico r e gerado e as varaveis sao modi cadas
(\shake™):

r=ry+r, r3 T4 (4.2)
e
P —
12 (4.3)
X = centerT r

Na Equacao 4.2 observa-se que quatro valores randémicos sao geradosfatena
gue a varavel r seja adotada como nedia zero [11]. Assim, uma nova con guracao
e obtida pela Equacao 4.3 e um novo valor da furcao objetivo pode ser calcubio.

O esquema inicia-se com uma temperatura alta, que e reduzida discretamente
(usando o fator r; , 0 <r; < 1) ak que o sistema \resfrie", conforme as expressees
abaixo:

re = ememw (4.4)

—
|
—
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A temperaturae entao reduzia e novas tentativas executadas. Este procedi-
mento continua ae escaparmos de um mnimo local. Ao nal do processoe posvel
gque se obtenha um mnimo global.

Para otimizar problemas restritos, o algoritmo deve ser modi cado, conforne
apresentado na poxima secao. Utilizando o metodo das con guracees vaveis para
cada nova con guracao veri ca-se se as restrcoees sao satisfeitas. Encoatse em
estudo a utilizacao de furcees de penalidade para se trabalhar com problemas de
otimizecao restritos.

4.2 Exemplo llustrativo

Com nalidade de comparar os resultados, vamos considerar o problema de mini-
mizacao de nido na secao anterior:

g(x;y) = xsen(4x) + 1; lysen(2y) (4.5)

no intervalo, 8 <x < 10, 8<y < 10, que de ne a regiao vavel do problema.

Considere os seguintes os dados de entrada para o programa:

nvars= 2

Xt =88]
XY =[10 10]
ntemps=10
niters = 300
Ti =05

T¢ =0.01

maxcalls=10000.

Utilizando o @digo computacional AS desenvolvido por Saramago et al [16],
obteve-se o seguinte pontootimo:

X =9;0388 y=8;6682 e g(x;y)= 18,5547.

4.3 Exerccios

I) Obter a raiz, para as furcees e intervalos apresentados na Tabela 3.4, apli-
cando Simulated Annealing. (Utilizar o @digo computacional SA)

[I) Obter o mnimo das seguintes furcoees:
Adotar X; 2 [ 10;10].
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@
F(X) = 10X} 20X2X, + 10X2 + X2  2X, +5;

(b)
_ 2 2 2.
F(X) =100 X, X2 “+ (@1 X,)%;

(c)
F(X)= X{ + X3 +32X,; 4X, +52;

(d)
F(X) = (X3+10X3)% + 5(Xs X,)?

+ (X2 2X3)*+10 (X1 X,)%;

(e)
F(X) = X2 +2X,X, +2X% + X2
X2X3+ Xl +3X2 X3,

)

F(X)= (X, +2X, 72+ @2X,+ X, 52

[1) Sob a acao de uma forca F, o sistema move deA ake a poscao de equilbrio
B. Obtenha esta poscao de equilbrio, que correspondea mnima energia po-
tencial:

min Ep = Wy F x

onde

X = L sin
y=L(@ cos)

Dados:W =500N; F =100N; L=25m, 2][0, /2]

IV) Determinar a poscao de equilbrio estatico de um sistema constitu do de 2
molas (K; e K5) solicitado por duas folcas constantes (R e P,), de forma a
minimizar sua energia potencial:

hp i,

min Ep = 0;5K; hxf+(ll X )2 l1
p '2

+0;5K, Xf+(|2+X2)2 Py P X4 P, X5:

Dados: P; = P, =5N; K; =8N/cm ;=1 N/cm; l; =1, =10 cm.
Restrcoees laterais: X 2 [0, 10].
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