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Edson Wendlander

4. M�etodos Num�ericos para Equa�c~oes Diferenciais Parciais

Maria Cristina de Castro Cunha e Maria Am�elia Novais Schleicher

5. Modelagem em Biomatematica

Joyce da Silva Bevilacqua, Marat Ra�kov e Cl�audia de Lello Courtouke
Guedes

6. M�etodos de Otimiza�c~ao Randômica: algoritmos gen�eticos e
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PREF �ACIO DA S �ERIE

A Sociedade Brasileira de Matem�atica Aplicada e Computacional - SBMAC,
desde a realiza�c~ao do primeiro CNMAC - Congressso Nacional de Matem�atica Apli-
cada e Computacional, publica monogra�as de cursos que s~ao ministrados durante o
Evento. A atual diretoria decidiu fazer a indexa�c~ao bibliogr�a�ca dessas monogra�as
atrav�es do ISBN para efeito de cataloga�c~ao para preserva�c~ao das mesmas para a
mem�oria dos CNMAC.

A cole�c~ao recebeu o t��tulo de \Notas em Matem�atica Aplicada" e consistir�a da s
monogra�as dos cursos ministrados nos CNMAC. O livro correspondente a cada
minicurso deve ser preparado em at�e 100 p�aginas para servir como texto intro-
dut�orio, de modo que �e aconselh�avel que contenha uma boa revis~ao bibliogra�ca e
exerc��cios de veri�ca�c~ao de aprendizagem. A clareza do texto �e um dos fatores mais
importantes.

A cole�c~ao incluir�a, gradativamente, os textos dos Encontros Regionais de Ma-
tem�atica Aplicada e Computacional, os ERMACs e de outros eventos patrocinados
pela SBMAC.

Al�em disso, �e objetivo desta cole�c~ao publicar volumes com coletâneas depre-
prints de trabalhos apresentados em reuni~oes cient���cas patrocinadas pela SBMAC.

Esta primeira cole�c~ao, composta das monogra�as dos minicursos do XXVI CN-
MAC, foi especialmente preparada em comemora�c~ao aos 25 anos da SBMAC.

E. X. L. de Andrade
R Sampaio
G N Silva
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Cap��tulo 1

Introdu�c~ao

Otimizar �e melhorar o que j�a existe, projetar o novo com mais e�ciência e menor
custo. A otimiza�c~ao visa determinar a melhor con�gura�c~ao de projeto sem ter que
testar todas as possibilidades envolvidas.
Problemas de otimiza�c~ao s~ao caracterizados por situa�c~oes em que se deseja maxi-
mizar ou minimizar uma fun�c~ao num�erica de v�arias vari�aveis, num context o em que
podem existir restri�c~oes. Tanto as fun�c~oes acima mencionadas como as restri�c~oes de-
pendem dos valores assumidos pelas vari�aveis de projeto ao longo do procedimento
de otimiza�c~ao.

Pode-se aplicar otimiza�c~ao em v�arias �areas, como por exemplo no projeto de sis-
temas ou componentes, planejamento e an�alise de opera�c~oes, problemas de
otimiza�c~ao de estruturas, otimiza�c~ao de forma, controle de sistemasdinâmicos.

A otimiza�c~ao tem como vantagens diminuir o tempo dedicado ao projeto, possi-
bilitar o tratamento simultâneo de uma grande quantidade de vari�aveis e restri�c~oes
de dif��cil visualiza�c~ao gr�a�ca e/ou tabular, possibilitar a obten�c~ao de algo melhor,
obten�c~ao de solu�c~oes n~ao tradicionais, menor custo.

Como limita�c~oes tem-se o aumento do tempo computacional quando aumenta-se
o n�umero de vari�aveis de projeto, pode-se surgir fun�c~oes descont��nuas que apresen-
tam lenta convergência, fun�c~oes com presen�ca de muitos m��nimos locais onde o
m��nimo global raramente �e obtido.

As t�ecnicas cl�assicas de otimiza�c~ao s~ao conhecidas �a bem mais de um s�eculo,
sendo utilizadas na f��sica e na geometria, servindo-se de ferramentas associadas
�as equa�c~oes diferenciais ao C�alculo Variacional. A so�stica�c~ao dos recursos com-
putacionais, desenvolvidos nos �ultimos anos, tem motivado um grande avan�co nas
t�ecnicas de otimiza�c~ao. Aliado ao fato de que os problemas tornam-se cada vez mais
complexos.

T�ecnicas cl�assicas de otimiza�c~ao s~ao con��aveis e possuem aplica�c~oes nos mais
diferentes campos de engenharia e de outras ciências. Por�em, estas t�ecnicas po-
dem apresentar algumas di�culdades num�ericas e problemas de robustez relacio-
nados com: a falta de continuidade das fun�c~oes a serem otimizadas ou de suas
restri�c~oes, fun�c~oes n~ao convexas, multimodalidade, existência de ru��dos nas fun�c~oes,
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necessidade de se trabalhar com valores discretos para as vari�aveis, existênciade
m��nimos ou m�aximos locais, etc. Assim, os estudos de m�etodos heur��sticos, com
busca randômica controlada por crit�erios probabil��sticos, reaparecem como uma
forte tendência nos �ultimos anos, principalmente devido ao avan�co dos recursos
computacionais, pois um fator limitante destes m�etodos �e a necessidade de um
n�umero elevado de avalia�c~oes da fun�c~ao objetivo [17].
Os algoritmos gen�eticos s~ao mecanismos de busca baseados nos processos de sele�c~ao
natural da luta pela vida e da gen�etica de popula�c~oes. Trata-se de um m�etodo
pseudo-aleat�orio, portanto pode-se dizer que �e um m�etodo, um procedimento de
explora�c~ao inteligente, no espa�co de parâmetros codi�cados [2].
O surgimento dos algoritmos gen�eticos deu-se por volta de 1950 quando v�arios
bi�ologos usavam t�ecnicas computacionais para a simula�c~ao de sistemas biol�ogicos.
Entre 1960 e 1970, na Universidade de Michigan, sob a dire�c~ao de John Holland [8],
iniciou-se o estudo de algoritmos gen�eticos como os conhecidos atualmente. David
Goldberg [5] apresentou a solu�c~ao de complexos problemas de engenharia usando
algoritmos gen�eticos, o que ajudou o m�etodo a se tornar popular entre os pesquisa-
dores.
Simulated Annealing, que pertence �a classe de m�etodos que tentam simular os pro-
cessos usados pela natureza para resolver problemas dif��ceis. Neste caso, a analogia
�e com o crescimento de um cristal simples de um metal fundido, que corresponde
a encontrar o m��nimo local da energia interna do metal, que �e uma fun�c~ao da dis-
posi�c~ao dos �atomos [4].

1.1 Problema Geral de Otimiza�c~ao

O problema geral de otimiza�c~ao consiste em minimizar uma fun�c~ao objetivo, sujeita,
ou n~ao, a restri�c~oes de igualdade, desigualdade e restri�c~oes laterais.

A fun�c~ao objetivo e as fun�c~oes de restri�c~oes podem ser fun�c~oes lineares ou n~ao
lineares em rela�c~ao �as vari�aveis de projeto, impl��citas ou expl��citas , calculadas por
t�ecnicas anal��ticas ou num�ericas.

Seja o problema geral de otimiza�c~ao dado por:

Minimizar

F (X ); X = [ X 1; X 2; : : : ; X n ]T ; X 2 Rn (1.1)

sujeito a

gj � 0; j = 1 ; 2; � � � ; J
hk = 0 ; k = 1 ; 2; � � � ; K
X (L )

i � X � X (U )
i ; i = 1 ; 2; � � � ; n

(1.2)

onde, F (X ) representa a fun�c~ao objetivo,gj e hk as restri�c~oes de desigualdade e de
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igualdade, X (L )
i e X (U )

i as restri�c~oes laterais. Todas estas fun�c~oes assumem valores
em Rn e s~ao, na maioria dos casos, n~ao-lineares.

1.2 Classi�ca�c~ao dos M�etodos

Os m�etodos para a solu�c~ao de problemas de otimiza�c~ao se dividem em dois grupos, os
m�etodos baseados no c�alculo (Deterministic Optimization) e os m�etodos randômicos
ou aleat�orios (Random Strategies).

Quanto a presen�ca de limitantes ao problema, tem-se a otimiza�c~ao irrestritae a
otimiza�c~ao restrita. Na otimiza�c~ao restrita tem-se os m�etodos indiretos (M�etodos
Seq•uenciais e outros) e os m�etodos diretos (Programa�c~ao Linear e outros).

Quanto ao n�umero de vari�aveis, os m�etodos determin��sticos n~ao-lineares,se clas-
si�cam da seguinte forma:

� para fun�c~oes de uma �unica vari�avel utiliza-se m�etodos de busca unidimensional
como o m�etodo de busca uniforme, busca de Fibonacci, m�etodo da Se�c~ao
�Aurea, Aproxima�c~ao Polinomial, Newton-Raphson e Bisse�c~ao;

� Para fun�c~oes de v�arias vari�aveis utiliza-se m�etodos de primeira ordem ques~ao
baseados no c�alculo do gradiente, m�etodos de segunda ordem que s~ao baseados
no c�alculo da matriz Hessiana e m�etodos Quasi-Newton que utilizam uma
matriz pseudo-Hessiana.

No grupo dos m�etodos aleat�orios encontra-se os m�etodos de ordem zero (m�etodos
tradicionais), Algoritmos Gen�eticos, Simulated Annealing, Redes Neurais e outros.

1.3 Revis~ao sobre T�ecnicas Seq•uenciais

A maioria dos algoritmos seq•uenciais de otimiza�c~ao requer um conjunto inicial de
vari�aveis de projeto X 0 [18]. A partir da��, o projeto �e atualizado iterativamente:

X q = X q� 1 + � � Sq; (1.3)

onde q representa o n�umero da itera�c~ao, S o vetor dire�c~ao de busca no espa�co de
projeto, � � �e o escalar que de�ne o passo que se deseja dar na dire�c~ao deS.

Os algoritmos de otimiza�c~ao n~ao-linear, baseados no c�alculo, necessitam da de-
termina�c~ao da dire�c~ao de buscaS e do parâmetro escalar� � .

1.3.1 Existência e unicidade da solu�c~ao �otima

Raramente pode-se garantir a existência e unicidade de um projeto �otimo, isto
ocorre devido a existência de v�arias solu�c~oes, mal condicionamento num�erico ou
lenta convergência.

A estrat�egia pr�atica utilizada �e inicializar o processo de otimiza�c~ao �a partir de
diferentes con�gura�c~oes deX 0 , caso se encontre o mesmo valor paraF min , tem-se
alguma garantia de m��nimo global.
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Considerando problemas sem restri�c~ao, para queF(x) seja m��nimo uma condi�c~ao
necess�aria, mas n~ao su�ciente, �e quer F(x)=0 .

Para F(x) , fun�c~ao de uma vari�avel, no ponto de m��nimo a 2a derivada deve ser
positiva. Para o caso de uma fun�c~ao de v�arias vari�aveis, a matriz HessianaH deve
ser positiva de�nida, o que implica dizer que todos os autovalores deH devem ser
positivos.

1.3.2 Estrat�egia geral de otimiza�c~ao

Os algoritmos de otimiza�c~ao s~ao baseados na solu�c~ao iterativa:

X q+1 = X q + � � Sq; (1.4)

ou seja,

� Determinar a dire�c~ao de buscaS;

� Executar a busca unidimensional e obter� �
q;

� Determinar quando o processo converge.

1.3.3 Crit�erios de convergência

Os crit�erios mais utilizados para testar a convergência de um programa de oti-
miza�c~ao podem se resumidos como [1]:

� Estabelecer o n�umero m�aximo de itera�c~oes;

� Altera�c~ao absoluta da fun�c~ao objetivo:
�
�F (X q+1 ) � F (X q)

�
� < � a (1.5)

� Altera�c~ao relativa da fun�c~ao objetivo:
�
�F (X q+1 ) � F (X q)

�
�

max [F (X q) � 10� 8]
< � r (1.6)

� Obediência a condi�c~ao Kuhn-Tucker:

jr F (X q)j < � K (1.7)

1.4 M�etodos de Primeira Ordem (M�etodo da
Descida M�axima)

A dire�c~ao de busca �e dada pelo gradienter F (X ). Usandor F (X ) limita-se a dire�c~ao
de busca, evitando a busca em todo espa�co de projeto [15]. O gradiente deve
ser recalculado a cada nova dire�c~ao, conforme representado na Figura 1.1. Sua
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importância �e permitir estabelecer o ponto inicial para m�etodos mais so�sticados.
Toma-se como dire�c~ao de busca aquela oposta ao gradiente:

Sq = �r F (X q) onde X q+1 = X q + � �
qSq: (1.8)

A cada passo, determina-se� � que ao m��nimo nesta dire�c~ao, busca unidimen-
sional. Nestes m�etodos, a convergência �e boa no in��cio, mas muito lenta ao se
aproximar do m��nimo.

Figura 1.1: Representa�c~ao do M�etodo da Descida M�axima



Cap��tulo 2

M�etodos de Ordem Zero

2.1 Introdu�c~ao

S~ao m�etodos simples, de f�acil implementa�c~ao, con��aveis e capazes de trabalharcom
valores discretos. Requerem apenas o c�alculo deF (X ), n~ao dependem do gradiente
e da continuidade da fun�c~ao. Necessitam de um grande n�umero de avalia�c~oes da
fun�c~ao objetivo, o que aumenta o custo computacional.

A id�eia b�asica �e selecionar um grande n�umero de vetores de projetoX e calcular
F (X ) correspondente a cada um. O vetor correspondente ao menor valor deF (X )
ser�a adotado como o valor �otimo X � .

O vetor X �e selecionado de forma randômica no espa�co de projeto. Para limitar
a busca, utiliza-se as restri�c~oes laterais. Um n�umero randômicor �e gerado, r 2 [0; 1]
e as vari�aveis de projeto da q-�esima itera�c~ao atualizadas:

X q
i = X l

i + r (X u
i � X l

i ): (2.1)

O processo do m�etodo de Ordem Zero est�a apresentado no 
uxograma da Figura
2.1. Neste caso, o crit�erio de parada adotado �e o n�umero m�aximo de itera�c~oes.
Por�em, outros crit�erios podem ser incorporados ao programa.

2.2 Exemplo ilustrativo

Considere o problema de minimiza�c~ao de uma fun�c~ao escrita por:

g(x; y) = xsen(4x) + 1 ; 1ysen(2y)
restri�c~oes laterais : 8< x < 10;

8 < y < 10:
(2.2)

A Figura 2.2 ilustra o gr�a�co da fun�c~ao g(x; y) e suas curvas de n��vel, respecti-
vamente.
Acompanhando, por exemplo, uma evolu�c~ao do m�etodo de Ordem Zero aplicado
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Figura 2.1: Esquema do M�etodo de Ordem Zero
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ao problema 2.2, para um m�aximo de 100 itera�c~oes, os melhores resultados podem
ser acompanhados na Tabela 2.1, sendo que o valor �otimo foi encontrado na 58

�

itera�c~ao.

(a) (b)

Figura 2.2: (a) Gr�a�co da fun�c~ao da Equa�c~ao 2.2; (b) Curvas de n��vel desta fun�c~ao

O ponto de m��nimo obtido foi F � = � 18:2155, e as vari�aveis de projeto
correspondentes ao ponto de m��nimoX � = [9 :0111; 8:7895].

Itera�c~ao X(1) X(2) F(X)
3 8.1776 8.3915 -0.2517
5 9.3963 8.2914 -8.0677
8 9.1431 8.3260 -15.674
26 8.9579 8.5686 -17.898

58.000 9.0111 8.7895 -18.216

Tabela 2.1: Evolu�c~ao do M�etodo de Ordem Zero aplicado �a Equa�c~ao 2.2

Os pontos randômicos criados pelo algoritmo podem ser visualizados na
Figura 2.3, nota-se que o ponto m��nimo obtido ainda pode ser melhorado.

2.3 Exerc��cios

I) Desenvolver um programa computacional para o M�etodo de Ordem Zero.

II) Usando o programa obter o ponto de m��nimo das fun�c~oes abaixo:
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Figura 2.3: Evolu�c~ao do M�etodo de Ordem Zero aplicado �a Equa�c~ao 2.2

(a) F (x; y) = ( x + 2) 2 + ( y � 1)2, x 2 [10; 10] ey 2 [� 5; 5], qmax = 100;

(b) Mesmo exemplo, qmax= 500; qmax= 1000;

(c) Repetir 0a e 0b, com nova regi~ao vi�avel:x; y 2 [� 3; 3].

III) Obter o m��nimo das seguintes fun�c~oes :

(a) F (X ) = X 4
1 + X 4

2 + 32X 1 � 4X 2 + 52;

(b) F (X ) = ( X 1 + 10X 2)2 + ( X 3 � X 4)2 + ( X 2 � 2X 3)4 + 10(X 1 � X 4)4.



Cap��tulo 3

Algor��tmos Gen�eticos

Os algor��tmos gen�eticos usam um vocabul�ario emprestado da gen�etica natural. Fala-
se sobre indiv��duos (gen�otipos) de uma popula�c~ao. Estes indiv��duos tamb�em s~ao
chamados de cromossomos[13].
Cromossomos s~ao compostos de unidades ou elementos, cada elemento equivale a
um gene, dispostos em uma seq•uência linear. A Figura 3.1 exempli�ca o exposto
acima:

Figura 3.1: Esquematiza�c~ao de um cromossomo

Sendo n o n�umero de vari�aveis (genes) e a cada gene tem o comprimento m.
Assim, uma fun�c~ao de duas vari�aveisf (x, y), n = 2, ser�a representada atrav�es de
um cromossomo com 2 genes. Seja m = 7, o n�umero de alelos de cada gene. Neste
caso, tem-se:

Cromossomo:
�

1100001| {z }
x

0011101| {z }
y

�
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Algor��tmos gen�eticos s~ao algor��tmos iterativos, e a cada itera�c~ao a popula�c~ao �e
modi�cada, usando as melhores caracter��sticas dos elementos da gera�c~ao anteriore
submetendo-as a três tipos b�asicos de operadores, para produzir melhores resulta-
dos. S~ao eles:

Reprodu�c~ao : �e um processo no qual cada cadeia �e copiada levando em conta
os valores da fun�c~ao de adapta�c~aof ;

Cruzamento : �e um processo no qual a combina�c~ao em partes de cada um de
dois cromossomos gera um novo descendente;

Muta�c~ao : �e a modi�ca�c~ao aleat�oria ocasional (de baixa probabilidade) do valor
de um alelo da cadeia.

O primeiro passo para a aplica�c~ao de algor��tmos gen�eticos a um problema qual-
quer �e encontrar alguma representa�c~ao cromossômica conveniente, cujo gene repre-
sente o espa�co de busca do problema, com vetores bin�arios de zeros e um (0,1),
os quais s~ao gerados aleatoriamente. O comprimento m do gene depende da pre-
cis~ao requerida para o problema. Temos na Figura 3.2 um 
uxograma do algor��tmo
gen�etico segundo Haupt [7].

Com a �nalidade de ilustrar a aplica�c~ao dos operadores, vamos considerar o
problema de minimiza�c~ao de uma fun�c~ao por

g(x; y) = xsen(4x) + 1 ; 1ysen(2y) (3.1)

no intervalo, 8 < x < 10, 8 < y < 10, que de�ne a regi~ao vi�avel do problema. O
gr�a�co da fun�c~ao e suas curvas de n��vel j�a foram apresentados na Figura 2.2.

A maioria dos c�odigos computacionais para algor��tmos gen�eticos costuma
maximizar a fun�c~ao, portanto, a fun�c~ao objetiva em estudo ser�a reescritacomo

max g(x; y) = � [xsen(4x) + 1 ; 1ysen(2y)]: (3.2)

Para este exemplo, ser�a adotada a precis~ao de duas casas decimais. Como o
espa�co de busca, ou seja, o dom��nio da fun�c~ao tem amplitudeI = 10 � 8 = 2 e
precis~ao de duas casas decimais, este intervalo deve ser dividido emI � 10m sub-
intervalos iguais, neste caso, 2� 102 = 200 pontos. Portanto a seq•uência bin�aria
(cada gene) dever�a ter pelo menos 8 bits, pois

128 = 27 < 200< 28 = 256:

Seja a seguinte popula�c~ao inicial, obtida aleatoriamente:

C1 - 10000101 00100111
C2 - 00001110 00001001
C3 - 10010001 00000001
C4 - 11000101 00101001
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Figura 3.2: Fluxograma do algor��tmo gen�etico cont��nuo
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C5 - 01111100 10101100
C6 - 11100010 01001010

Tem-se assim, a popula�c~ao inicial de cromossomos de�nida, onde cada gene �e um
vetor bin�ario de m bits, sendo m fun�c~ao da precis~ao exigida (10� 2) e da amplitude do
intervalo de�nido pelas restri�c~oes laterais (I = 2). A seguir, todos esses indiv��duos
ser~ao modi�cados, submetendo-os aos operadores gen�eticos.

3.1 Reprodu�c~ao

Reprodu�c~ao �e um processo que ser�a atribu��do �as cadeias que possuem o maior
valor objetivo e, portanto uma probabilidade mais elevada de contribuir �a gera�c~ao
seguinte, criando pelo menos um descendente. Quanto maior o valor da fun�c~ao
objetivo, maiores s~ao as chances do indiv��duo sobreviver no ambiente e reproduzir-
se passando parte de seu material gen�etico a gera�c~oes posteriores [2].

Usando a probabilidade, expressa pela Equa�c~ao 3.3, tem-se que se o indiv��duo
for de baixa adequabilidade, tem alta probabilidade de desaparecer da popula�c~ao,
caso contr�ario, os indiv��duos ter~ao grandes chances de permanecer na popula�c~ao.

Pi =
f (x)
F (x)

; sendoF (x) =
X

f (x) (3.3)

Para se calcular o valor da fun�c~ao de adapta�c~aof , deve-se converter a seq•uência
bin�aria (base 2) para base 10, ou seja, deve-se decodi�car um cromossomo, conforme
Equa�c~ao 3.4.

C = [ b7b8 � � � b2b1b0a7a6 � � � a2a1a0]

�x =
m � 1X

i =0

bi � 2i e �y =
m � 1X

i =0

ai � 2i (3.4)

Feito isso, deve-se calcular o valor dex e y reais, dentro da regi~ao vi�avel, atrav�es
das seguintes equa�c~oes:

y = ai + decimal (010:::100)2 � bi � a i
2m � 1 ; (3.5)

sendo

ai e bi - dom��nio das vari�aveis x e y
m - comprimento total do gene
decimal (100:::010)2 = x
decimal (010:::100)2 = y.

Como a popula�c~ao inicial j�a est�a de�nida, o pr�oximo passo ser�a o c�alculo da
fun�c~ao objetivo (adapta�c~ao).



3.1. REPRODUC� ~AO 14

A t��tulo de ilustra�c~ao, ser�a mostrado o c�alculo da fun�c~ao objetivo do pr imeiro cro-
mossomo da popula�c~ao criada para o Exemplo (3.2) em estudo.

SejaC1 = 1000010100100111.

Passando para a base 10, utilizando as Equa�c~oes 3.5 e 3.6, tem-se:

x =
8� 1X

i =0

bi � 2i = 1 � 20 + 0 � 21 + 1 � 22 + 0 � 23 + 0 � 24 + 0 � 25 + 0 � 26 + 1 � 27

x = 133;

e

y =
7X

i =0

ai � 2i = 1 � 20 + 1 � 21 + 1 � 22 + 0 � 23 + 0 � 24 + 1 � 25 + 0 � 26 + 0 � 27

y = 39:

Os valores reaisx e y,dentro da regi~ao vi�avel, s~ao dados por:

x = 8 +
133� (10 � 8)

28 � 1
) x = 9 ; 04

e

y = 8 +
39� (10 � 8)

28 � 1
) y = 8 ; 31:

O valor da fun�c~ao de adapta�c~ao �e

g(x; y) = � [xsen(4x) + 1 ; 1ysen(2y)]

g(x; y) = � [9; 04sen(4 � 9; 04) + 1; 1 � 8; 31sen(2 � 8; 31)]

g(x; y) = +16 ; 26:

Obteve-se os resultados mostrados na Tabela 3.1, para cada cromossomo da
popula�c~ao inicial.

Como citado anteriormente, a fun�c~ao de adapta�c~aog(x, y) �e o �arbitro �nal que
decide sobre a vida ou a morte de cada cromossomo. O mecanismo para sele�c~ao das
melhores cadeias, ou seja, as mais adaptadas, s~ao de�nidas pelo uso das probabili-
dades proporcionais, dadas pela Equa�c~ao 3.3, resultando os seguintes valores:
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Cromossomos x y g(x, y)
1000010100100111 9,04 8,31 16,26
0000111000001001 8,11 8,07 -3,21
1001000100000001 9,14 8,01 11,01
1100010100101001 9,55 8,32 2,76
0111110010101100 8,98 9,35 10,32
1110001001001010 9,77 8,58 - 0,22

g(x,y) 36,92

Tabela 3.1: Cromossomos da popula�c~ao inicial

p1 =
16; 26
36; 92

= 0 ; 44

p2 =
� 3; 21
36; 92

= � 0; 09

p3 =
11; 01
36; 92

= 0 ; 30

p4 =
2; 76
36; 92

= 0 ; 07

p5 =
10; 32
36; 92

= 0 ; 28

p6 =
� 0; 22
36; 92

= � 0; 00

sendop1 + p2 + p3 + p4 + p5 + p6 = 1,00.

Considerando que as probabilidades acumulativasqi cada cromossomo s~ao dadas
por:

qi =
iX

j =1

pj : (3.6)

Obt�em-se os seguintes valores acumulativos:

q1 = p1 = 0 ; 44

q2 = p1 + p2 = 0 ; 44� 0; 09 = 0; 35

q3 = p1 + p2 + p3
= 0 ; 44� 0; 09 + 0; 30 = 0; 65
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q4 = p1 + p2 + p3 + p4
= 0 ; 44� 0; 09 + 0; 30 + 0; 07 = 0; 72

q5 = p1 + p2 + p3 + p4 + p5
= 0 ; 44� 0; 09 + 0; 30 + 0; 07 + 0; 28 = 1; 00

q6 = p1 + p2 + p3 + p4 + p5 + p6 =
= 0 ; 44� 0; 09 + 0; 30 + 0; 07 + 0; 28 + 0; 00 = 1; 00

A seguir deve-se selecionar as cadeias que ir~ao contribuir para a gera�c~ao seguinte.
Esta sele�c~ao considera um conjunto de n�umeros r, escolhidos randomicamente entre
[0,1], em quantidade igual ao n�umero de cadeias.

A an�alise �e feita atrav�es das seguintes op�c~oes:
Se r < q1 , ent~ao se seleciona o 1� cromossomo C1.
Se r > q1 , ent~ao se passa para o subseq•uente e faz a an�alise novamente.
Vale ressaltar que alguns cromossomos poder~ao ser selecionados mais de uma

vez, ou seja, os melhores ser~ao copiados mais vezes, enquanto que outros ir~ao morrer.

Seja o exemplo em estudo. Considere que foram gerados os seguintes n�umeros
randômicos:

r1 = 0,64
r2 = 0,08
r3 = 0,47
r4 = 0,88
r5 = 0,93
r6 = 0,70

A sele�c~ao dos cromossomos �e dada por:

r 1 = 0 ; 64 > q1 = 0 ; 44 ) r 1 = 0 ; 64 > q2 = 0 ; 35 ) r 1 = 0 ; 64 < q3 = 0 ; 65;

e portanto seleciona-seq3 ) C3.

r 2 = 0 ; 08 < q1 = 0 ; 44;

e portanto seleciona-seq1 ) C1.

r 3 = 0 ; 47 > q1 = 0 ; 44 ) r 3 = 0 ; 47 > q2 = 0 ; 35 ) r 3 = 0 ; 47 < q3 = 0 ; 65;

e portanto seleciona-seq3 ) C3.

r 4 = 0 ; 88 > q1 = 0 ; 44 ) r 4 = 0 ; 88 > q2 = 0 ; 35 ) r 4 = 0 ; 88 > q3 =
= 0 ; 65 ) r 4 = 0 ; 88 > q4 = 0 ; 72 ) r 4 = 0 ; 88 < q5 = 1 ; 00;
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e portanto seleciona-seq5 ) C5.

r 5 = 0 ; 93 > q1 = 0 ; 44 ) r 5 = 0 ; 93 > q2 = 0 ; 35 ) r 5 = 0 ; 93 > q3 =
= 0 ; 65 ) r 5 = 0 ; 93 > q4 = 0 ; 72 ) r 5 = 0 ; 93 < q5 = 1 ; 00;

e portanto seleciona-seq5 ) C5.

r 6 = 0 ; 70 > q1 = 0 ; 44 ) r 6 = 0 ; 70 > q2 = 0 ; 35 ) r 6 = 0 ; 70 > q3 =
= 0 ; 65 ) r 6 = 0 ; 70 < q4 = 0 ; 72;

e portanto seleciona-seq4 ) C4.
Depois de selecionados, os cromossomos d~ao origem a uma nova popula�c~ao

representada como:

C0
1 � 1001000100000001) gerados deC3; g(x; y) = 11 ; 01

C0
2 � 1000010100100111) gerados deC1; g(x; y) = 16 ; 26

C0
3 � 1001000100000001) gerados deC3; g(x; y) = 11 ; 01

C0
4 � 0111110010101100) gerados deC5; g(x; y) = 10 ; 32

C0
5 � 0111110010101100) gerados deC5; g(x; y) = 10 ; 32

C0
4 � 1100010100101001) gerados deC4; g(x; y) = 2 ; 76:

3.2 Cruzamento

Tem-se v�arias formas para se obter o cruzamento, neste curso ser�a utilizada a se-
guinte t�ecnica para se fazer o cruzamento:

Figura 3.3: Representa�c~ao do Operador Cruzamento

Seja o ponto k que de�ne a posi�c~ao de cruzamento na cadeia de bits de cada
cromossomo escolhido aleatoriamente. A quantidade de cromossomos a ser subme-
tida ao processo de cruzamento �e de�nida atrav�es da probabilidade de cruzamento
pc, especi�cada pelo usu�ario. Cada cadeia �e partida neste ponto k e todas as
informa�c~oes do cromossomo A, a partir do ponto escolhido, s~ao copiadas para o
cromossomo B e vice-versa, conforme esquematizada na Figura 3.3.
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O processo de escolha de quem ser�a cruzado deve ser feito em pares, sorteando
n�umeros randômicos (ri ). Quando n~ao for poss��vel formar os pares um novo sorteio
dever�a ser feito at�e obter os pares necess�arios para o cruzamento. Por exemplo, se
r1 for menor que a probabilidade pc, ent~ao o cromossomo C1 ' ser�a selecionado.

Na maioria das literaturas especializadas, a probabilidade de cruzamento �e de
pc = 25%, a qual ser�a adotada neste trabalho.

Ap�os de ter feito isso, temos que gerar um novo n�umero randômico para de-
terminar a posi�c~ao k, onde duas novas cadeias s~ao formadas pela troca de todos os
caracteres compreendidos entre as posi�c~oesk + 1 em. Esta posi�c~aok �e determinada
pela seguinte f�ormula:

k = 1 + rand[(m � 1) � 1]: (3.7)

Dando continuidade ao Exemplo (3.2) em estudo, submetem-se as popula�c~oes
(Ci ') ao cruzamento. Sejam os seguintes n�umeros randômicos,r i :

r 1 � 0; 50 ) C0
1 > p c

r 2 � 0; 17 ) C0
2 < p c

r 3 � 0; 40 ) C0
3 > p c

r 4 � 0; 15 ) C0
4 < p c

r 5 � 0; 20 ) C0
5 < p c

r 6 � 0; 23 ) C0
6 < p c

sendo selecionados para o cruzamento, os cromossomosC2 e C0
4; C0

5 e C0
6.

Agora, �e s�o gerar um n�umero randômico para determinar k, a posi�c~ao de cruz-
amento usando a Equa�c~ao (3.7). Seja rand = 0,7; segue-se que:

k = 1 + 0 ; 7[(16� 1) � 1] = 1 + 0 ; 7(15� 1)

k = 1 + 0 ; 7:14 ) k = 10; 8:

Como k �e um n�umero inteiro, ent~ao k = 11. Da��,

C0
2 � 1000010100100111

C0
4 � 0111110010101100.

Trocando os caracteres, tem-se:

C00
2 � 1000010100101100

C00
4 � 0111110010100111

e

C0
5 � 0111110010101100

C0
6 � 1100010100101001.
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Trocando os caracteres, tem-se:

C00
5 � 0111110010101001

C00
6 � 1100010100101100.

Assim, ap�os a aplica�c~ao do operador cruzamento, a popula�c~ao �e dada por:

C0
1 � 1001000100000001;g(x; y) = 11 ; 01:

C00
2 � 1000010100101100;g(x; y) = 16 ; 72:

C0
3 � 1001000100000001;g(x; y) = 11 ; 01:

C00
4 � 0111110010100111;g(x; y) = 11 ; 02:

C00
5 � 0111110010101001;g(x; y) = 10 ; 67:

C00
6 � 1100010100101100;g(x; y) = 3 ; 10:

3.3 Muta�c~ao

A muta�c~ao �e uma modi�ca�c~ao aleat�oria do valor de um alelo da cadeia. Caso o
alelo escolhido seja zero passa a ser um e vice-versa, conforme esquematizado na
Figura 3.4.

Segundo Haupt [7], uma t�ecnica de se fazer a muta�c~ao �e gerar pares(a, b)
randômicos ondea representa a linha eb representa a coluna da mudan�ca do bit.
Nesta forma de aplicar o operador muta�c~ao exclui-se da sele�c~ao o melhor cromos-
somo. No exemplo em estudo, sejam os pares (1, 10) e (5, 3), logo tem-se (o
cromossomo C2 ' n~ao ser�a objeto de muta�c~ao por apresentar o maior valor para a
fun�c~ao objetiva):

(1; 10) ) C0
1 e posi�c~ao 10

1001000100000001) 1001000101000001
(5; 3) ) C00

5 e posi�c~ao 3
0111110010101001) 0101110010101001

Figura 3.4: Representa�c~ao do Operador Muta�c~ao

Neste curso, ser�a utilizada outra metodologia onde se seleciona randomicamente
uma posi�c~ao em um cromossomo, obedecendo a probabilidade de muta�c~ao pm , e
muda o valor deste bit.



3.3. MUTAC� ~AO 20

Posi�c~ao Cromossomo Probabilidade (pm )
13 C1 ' 0,009
39 C3 ' 0,0025
83 C6" 0,0004

Tabela 3.2: Sele�c~ao da posi�c~ao para aplica�c~ao do operador muta�c~ao

O processo de muta�c~ao �e controlado por um parâmetro �xo pm , probabilidade
de muta�c~ao, que �e geralmente recomendado como de 1%. Este operador tem um
papel importante e necess�ario, porque a reprodu�c~ao e o cruzamento podem per-
der material gen�etico potencialmente �util. O operador de muta�c~ao protege osal-
gor��tmos gen�eticos contra perdas irrepar�aveis. Tomada isoladamente,a muta�c~ao se
constituiria na explora�c~ao aleat�oria do espa�co das cadeias. Utilizada com cuidado,
juntamente com os outros dois operadores, protege-se o procedimento da perda
prematura de informa�c~oes importantes [2].

Aplicando o operador muta�c~ao ao Exemplo (3.2) em estudo, torna-se necess�ario
gerar 96 (m x N ) n�umeros randômicos r entre [0,1]. Se r for menor que a
probabilidade pm = 0,01 ser�a feita a muta�c~ao no bit correspondente. Considere
que foram gerados 96 n�umeros r entre 0 e 1 e que três tiveram probabilidades me-
nores que pm . Foram os seguintes n�umeros r:

r 13 = 0 ; 009< p m = 0 ; 01
r 39 = 0 ; 0025< p m = 0 ; 01
r 83 = 0 ; 0004< p m = 0 ; 01

Considerando a popula�c~ao atual,

C0
1 � 1001000100000001

C00
2 � 1000010100101100

C0
3 � 1001000100000001

C00
4 � 0111110010100111

C00
5 � 0111110010101001

C00
6 � 1100010100101100

torna-se poss��vel selecionar a posi�c~ao onde deve-se ocorrer a muta�c~ao, conforme
Tabela 3.2.

Submetendo os bits 13, 39 e 83 ao processo de muta�c~ao têm-se:

C0
1 � 1001000100001001

C00
2 � 1000010100101100

C0
3 � 1001001100000001

C00
4 � 0111110010100111

C00
5 � 0111110010101001
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Cromossomos x y g(x, y)
C1 '{ 1001000100001001 9,14 8,04 11,52
C2" {1000010100101100 9,04 8,35 16,72
C3 ' { 1001001100000001 9,15 8,00 10,68
C4"{ 0111110010100111 8,97 9,31 11,06
C5"{ 0111110010101001 8,97 9,33 10,63
C6"{ 1110010100101100 9,80 8,35 -2,09

� g(x; y) 58,52

Tabela 3.3: Cromossomos da popula�c~ao ap�os a 1a gera�c~ao

C00
6 � 1110010100101100.

Ap�os a aplica�c~ao dos três operadores, tem-se encerrado o ciclo da 1a gera�c~ao.
Assim, torna-se interessante observar os valores das fun�c~oes de adapta�c~ao para se
ter uma id�eia de como est�a ocorrendo a evolu�c~ao dos cromossomos da popula�c~ao
inicial. Estes dados podem ser acompanhados na Tabela 3.3.

Observando as Tabelas 3.1 e 3.3, nota-se que a popula�c~ao inicial melhorou no
sentido de caminhar na dire�c~ao da maximiza�c~ao da fun�c~ao objetiva, ap�os aplicar os
três operadores. Observa-se que o valor de

P
g(x,y) passou de 36,92 para 58,52.

Nesta primeira itera�c~ao, o ponto �otimo obtido corresponde a: x= 9,04 y= 8,35 e
f(x,y)= - 16,72. Obviamente, executando outras itera�c~oes espera-se uma adapta�c~ao
muito melhor da popula�c~ao.

3.4 Exemplo Ilustrativo

Neste caso, o problema de obten�c~ao das ra��zes de equa�c~oes n~ao-lineares ser�a tra-
tado como um problema equivalente, no qual procura-se o m�aximo de uma fun�c~ao
objetivo. Ou seja, a solu�c~ao def (x) = 0 ser�a obtida atrav�es da fun�c~ao objetivo (ou
fun�c~ao de m�erito) escrita como:

Fm = max � j f (x)j: (3.8)

A t��tulo de ilustra�c~ao, considere a equa�c~ao

ex (x � 1)3 = 0 (3.9)

cujo zero pode ser calculado usando a Equa�c~ao 3.8, ou seja,

Fm = �j ex (x � 1)3j: (3.10)

Os respectivos gr�a�cos est~ao representados nas Figuras 3.5 e 3.6. Pode-se ob-
servar que os valores dessa fun�c~ao de m�erito estar~ao sempre situados no intervalo
(�1 ; 0].
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Para a utiliza�c~ao dos algor��tmos gen�eticos adotou-se a codi�ca�c~ao bin�aria, cujo
tamanho do cromossomo depende da precis~ao requerida, para representar os valores
reais da vari�avel x.

Para o exemplo considerado,f(x) = ex (x { 1) 3, seja o dom��nio da vari�avel x
dado pelo intervalo [-1,2], de amplitude 3. Seja a precis~ao adotada 10� 3. Assim, o
intervalo [-1,2] deve ser dividido em, pelo menos, 3� 103 subintervalos iguais. Isto
signi�ca que �e necess�ario um vetor bin�ario (cromossomo) com 12 bits, pois

2048 = 211 < 3000< 212 = 4096.

Figura 3.5: Representa�c~ao Gr�a�ca de f (x) = ex (x-1)3

Conforme apresentado na sec�c~ao anterior os cromossomos s~ao gerados aleatoria-
mente e para o c�alculo da fun�c~ao objetivo seguem-se as seguintes etapas:

1. Convers~ao da cadeia bin�aria< b11 b10... b0 > da base 2 para a base 10.

(hb11b10 � � � b0i )2 =
11P

i =0
bi � 2i = x;

2. Determina�c~ao do n�umero real x correspondente:

x = � 1; 0 + x
(2 � (� 1))

211 � 1
) x = � 1; 0 + x

3
211 � 1

;

onde -1,0 �e o limite inferior do dom��nio e 3 �e a amplitude do mesmo.
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Figura 3.6: Representa�c~ao Gr�a�ca de Fm = - j ex (x-1) 3 j

Por exemplo, o cromossomo (010100011100) representa o n�umero 0,91; umavez
que

x = (010100011100)2 = 1308

e

x = � 1; 0 + 1308 3
2047 = 0 ; 91 ef (0; 91) = e0;91(0; 91� 1)3 = � 0; 0018111.

Obviamente, os cromossomos (000000000000) e (011111111111) representam os
extremos do dom��nio � 1; 0 e 2; 0; respectivamente.

Utilizando o c�odigo computacional GAOT, toolbox do Matlab r
 0, obteve-se o
valor m�aximo do funcional F m, que corresponde �a raiz da equa�c~aof (x) = 0, dado
por:

� = 0 ; 99999999965708:

3.5 Exerc��cios

I) Obter a raiz, para as fun�c~oes e intervalos apresentados na Tab. 3.4, aplicando
algor��tmos gen�eticos. (Utilizar o c�odigo computacional GAOT, toolbo x do
Matlab r
 .)
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Exemplo f (x) Intervalo
a (x-1)e�� nx + x nn ; n=15 [0;1]
b (cos(x) { x.e �� x )^3 [0;3]
c (x-10) x +23 { x 00:4 [0;7]
d x22 ( 1

3 x22 +
p

2 sen(x)) -
p

3
19 [-1; 2]

e 2 x + ln(x) [0.1;1]
f x33 +7 - exx [0;5]
g e11� x (x-1)10 -1 [0;2]
h x22 { ln(x) -2 [1;3]

Tabela 3.4: Equa�c~oes para obten�c~ao das ra��zes

II) Utilizando o c�odigo computacional GAOT, toolbox do Matlab r
 , obter o
m��nimo das seguintes fun�c~oes:

Adotar X i 2 [� 10; 10].

(a)
F (X ) = 10 X 4

1 � 20X 2
1 X 2 + 10 X 2

2 + X 2
1 � 2X 1 + 5;

(b)
F (X ) = 100

�
X 2 � X 2

1

� 2
+ (1 � X 1 ) 2 ;

(c)
F (X ) = X 4

1 + X 4
2 + 32 X 1 � 4X 2 + 52;

(d)

F (X ) = ( X 1 + 10 X 2 ) 2 + 5 ( X 3 � X 4 ) 2 + ( X 2 � 2X 3 ) 4

+ 10 (X 1 � X 4 ) 4 ;

(e)

F (X ) = X 2
1 + 2 X 1 X 2 + 2X 2

2 + X 2
3 � X 2 X 3 + X 1 + 3 X 2 � X 3;

(f)
F (X ) = ( X 1 + 2 X 2 � 7) 2 + (2 X 1 + X 2 � 5) 2 :

III) Sob a a�c~ao de uma for�ca F, o sistema move deA at�e a posi�c~ao de equil��brio
B. Obtenha esta posi�c~ao de equil��brio, que corresponde �a m��nima energia
potencial:

min Ep = W y � F x;

onde
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x = L sin�
y = L (1 � cos� ) .

Dados:

W = 500 N;
F = 100 N;
L = 2,5 m.

Restri�c~oes laterais: � 2 [0 , � /2].

IV) Determinar a posi�c~ao de equil��brio est�atico de um sistema constitu�� do de 2
molas (K1 e K2) solicitado por duas for�cas constantes (P1 e P2), de forma a
minimizar sua energia potencial:

min Ep = 0 ; 5K 1

hp
X 2

1 + ( l1 � X 2)2 � l1
i 2

+ 0 ; 5K 2

hp
X 2

1 + ( l2 + X 2)2 � l2
i 2

� P1 X 1 � P2 X 2:

Dados:



3.5. EXERC��CIOS 26

P1 = P2 = 5 N;K 1 = 8 N/cm; K 2 = 1 N/cm;

l 1 = l 2 = 10 cm .

Restri�c~oes laterais: Xi 2 [0 , 10].



Cap��tulo 4

Simulated Annealing

Simulated Annealing pertence �a mesma classe dos m�etodos das Redes Neurais e
Algoritmos Gen�eticos, no sentido que simulam m�etodos Naturais. O algoritmo
Simulated Annealing permite uma �util conec�c~ao entre a mecânica estat��stica (com-
portamento de um sistema de v�arios graus de liberdade em equil��brio t�ermico a
uma temperatura �nita) e a otimiza�c~ao combinat�oria (encontrar um m��nimo de
uma dada fun�c~ao dependendo de v�arios parâmetros). Alguns resultados publicados
utilizando Simulated Annealing, em particular devido aos esquemas de resfriamento
r�apido [11], têm merecido a aten�c~ao de f��sicos e engenheiros.

Este m�etodo de otimiza�c~ao faz uma analogia com o processo de recozimento
(annealing) da metalurgia. Sabe-se da Metalurgia que, se o metal �e resfriado em
condi�c~oes apropriadas, o cristal simples pode ser obtido [9]. No recozimento o metal
�e aquecido a altas temperaturas, causando um choque violento nos �atomos. Se o
metal for resfriado de forma brusca, a microestrutura tende a um estado rando-
micamente inst�avel, por�em, se o metal �e resfriado de forma su�cientemente lenta,
o sistema procurar�a um ponto de equil��brio caracterizado por uma microestrutura
ordenada e est�avel.

As vari�aveis de projeto s~ao perturbadas randomicamente e armazena-se o mel-
hor valor da fun�c~ao objetivo a cada perturba�c~ao. A temperatura �e ent~ao reduzida
(annealing) e novas tentativas executadas. Este procedimento continua at�e esca-
parmos de um m��nimo local. Ao �nal do processo �e poss��vel que se obtenha um
m��nimo global.

Metropolis et al [12], introduziram um m�etodo num�erico simples que representa
o estato equil��brio de um conjunto de �atomos a uma dada temperatura. A analogia
com o processo de otimiza�c~ao pode ser feita analisando a Figura 4.1.

Seja �E a energia de um sistema de �atomos a uma temperatura T. Em cada
passo do algoritmo, �e dado um deslocamento aleat�orio a um �atomo, o que implica
uma nova energia do sistema �E. Se esta nova energia �E �e menor ou igual a zero
(�E � 0), o deslocamento �e aceito, caso contr�ario (�E > 0), a probabilidade da
con�gura�c~ao ser aceita ser�a dada pela equa�c~ao
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Figura 4.1: Analogia entre o processo de otimiza�c~ao e o recozimento simulado

P(� E ) = e
�

� � E
K b T

�

(4.1)

onde Kb �e a constante de Boltzmann.
Um n�umero randômico r, uniformemente distribu��do, deve ser gerado no inter-

valo [0, 1]. Ser � P(�E) a nova con�gura�c~ao �e aceita. Se r > P(�E) a con�gura�c~ao
anterior �e utilizada para iniciar um novo passo.

A escolha da fun�c~ao de probabilidade P(�E), conforme acima descrito, se deve
ao fato de que o sistema evolui segundo uma distribui�c~ao de Boltzman.

Os parâmetros do algoritmo s~ao: a fun�c~ao custo, que representa a energia do
sistema; as vari�aveis de projeto, que descrevem sua con�gura�c~ao e a temperatura,
que �e um parâmetro de controle [3].

Se T tiver magnitude muito superior ao desvio padr~ao da fun�c~ao no intervalo,
quase todos os pontos s~ao aceitos. Ao passo que se T for igual a zero, o m�etodo se
torna uma busca aleat�oria do m��nimo. Assim, adota-se: Ti como o valor do desvio
padr~ao da fun�c~ao objetivo no intervalo estudado e Tf com a ordem de grandeza
desejada para o precis~ao do ponto �otimo.

4.1 Implementa�c~ao do M�etodo

Na otimiza�c~ao via Simulated Annealing considera-se:

� A perturba�c~ao randômica das vari�aveis de projeto;

� A manuten�c~ao do melhor valor da fun�c~ao objetivo.

Ap�os algumas tentativas o melhor valor da fun�c~ao �e chamado de centro, em
torno do qual ocorreram as perturba�c~oes na pr�oxima temperatura.
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A temperatura �e ent~ao reduzida (annealing) e novas tentativas executadas. Este
procedimento continua at�e escaparmos de um m��nimo local. Ao �nal do processo �e
poss��vel que se obtenha um m��nimo global.

O algoritmo do m�etodo, desenvolvido por Saramago et al [16], pode ser acompan-
hado atrav�es da Figura ??. Os parâmetros de controle para iniciar o procedimento
s~ao:

� A fun�c~ao objetivo F (X);

� As vari�aveis de projeto iniciais (X);

� O n�umero de vari�aveis de projeto(nvars);

� A temperatura inicial Ti ;

� A temperatura �nal Tf ;

� O n�umero de itera�c~oes para cada temperatura (niters);

� O numero de temperaturas (ntemps);

� O n�umero de avalia�c~oes da fun�c~ao objetivo (maxcalls);

� O crit�erio de parada.

A con�gura�c~ao inicial das vari�aveis de decis~ao �e adotada como centro. O valor
inicial da fun�c~ao objetivo adotado como o melhor valor (best fucntion value).

No pr�oximo passo, o n�umero randômico r �e gerado e as vari�aveis s~ao modi�cadas
(\shake"):

r = r 1 + r 2 � r 3 � r 4 (4.2)

e

T = T
p

12
12

x = center T � r:
(4.3)

Na Equa�c~ao 4.2 observa-se que quatro valores randômicos s~ao gerados, deforma
que a vari�avel r seja adotada como m�edia zero [11]. Assim, uma nova con�gura�c~ao
�e obtida pela Equa�c~ao 4.3 e um novo valor da fun�c~ao objetivo pode ser calculado.

O esquema inicia-se com uma temperatura alta, que �e reduzida discretamente
(usando o fator rt , 0 < r t < 1) at�e que o sistema \resfrie", conforme as express~oes
abaixo:

r t = e
ln

� T f
T i

�

n temp � 1

T = T � r t :
(4.4)
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A temperatura �e ent~ao reduzia e novas tentativas executadas. Este procedi-
mento continua at�e escaparmos de um m��nimo local. Ao �nal do processo �e poss��vel
que se obtenha um m��nimo global.

Para otimizar problemas restritos, o algoritmo deve ser modi�cado, conforme
apresentado na pr�oxima se�c~ao. Utilizando o m�etodo das con�gura�c~oes vi�aveis, para
cada nova con�gura�c~ao veri�ca-se se as restri�c~oes s~ao satisfeitas. Encontra-se em
estudo a utiliza�c~ao de fun�c~oes de penalidade para se trabalhar com problemas de
otimiza�c~ao restritos.

4.2 Exemplo Ilustrativo

Com �nalidade de comparar os resultados, vamos considerar o problema de mini-
miza�c~ao de�nido na se�c~ao anterior:

g(x; y) = xsen(4x) + 1 ; 1ysen(2y) (4.5)

no intervalo, 8 < x < 10, 8< y < 10, que de�ne a regi~ao vi�avel do problema.

Considere os seguintes os dados de entrada para o programa:

nvars= 2
XL = [ 8 8]
XU = [ 10 10]
ntemps=10
niters = 300
T i = 0.5
T f = 0.01
maxcalls=10000.

Utilizando o c�odigo computacional AS desenvolvido por Saramago et al [16],
obteve-se o seguinte ponto �otimo:

x = 9 ; 0388; y = 8 ; 6682 e g(x; y) = � 18; 5547.

4.3 Exerc��cios

I) Obter a raiz, para as fun�c~oes e intervalos apresentados na Tabela 3.4, apli-
cando Simulated Annealing. (Utilizar o c�odigo computacional SA)

II) Obter o m��nimo das seguintes fun�c~oes:

Adotar X i 2 [� 10; 10].
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(a)
F (X ) = 10 X 4

1 � 20X 2
1 X 2 + 10 X 2

2 + X 2
1 � 2X 1 + 5;

(b)
F (X ) = 100

�
X 2 � X 2

1

� 2
+ (1 � X 1 ) 2 ;

(c)
F (X ) = X 4

1 + X 4
2 + 32 X 1 � 4X 2 + 52;

(d)
F (X ) = ( X 1 + 10 X 2 ) 2 + 5 ( X 3 � X 4 ) 2

+ ( X 2 � 2X 3 ) 4 + 10 (X 1 � X 4 ) 4 ;

(e)
F (X ) = X 2

1 + 2 X 1 X 2 + 2X 2
2 + X 2

3
� X 2 X 3 + X 1 + 3 X 2 � X 3;

(f)
F (X ) = ( X 1 + 2 X 2 � 7) 2 + (2 X 1 + X 2 � 5) 2 :

III) Sob a a�c~ao de uma for�ca F, o sistema move deA at�e a posi�c~ao de equil��brio
B. Obtenha esta posi�c~ao de equil��brio, que corresponde �a m��nima energia po-
tencial:

min Ep = W y � F x

onde

x = L sin�
y = L (1 � cos� ) :

Dados: W = 500 N; F = 100 N; L = 2,5 m, � 2 [0 , � /2].

IV) Determinar a posi�c~ao de equil��brio est�atico de um sistema constitu�� do de 2
molas (K1 e K2) solicitado por duas for�cas constantes (P1 e P2), de forma a
minimizar sua energia potencial:

min Ep = 0 ; 5K 1

hp
X 2

1 + ( l1 � X 2)2 � l1
i 2

+ 0 ; 5K 2

hp
X 2

1 + ( l2 + X 2)2 � l2
i 2

� P1 X 1 � P2 X 2:

Dados: P1 = P2 = 5 N; K 1 = 8 N/cm ; = 1 N/cm ; l 1 = l 2 = 10 cm.

Restri�c~oes laterais: Xi 2 [0 , 10].
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