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Prefacio

Apresentamos um estudo introdutério & computacdo quéantica.Esse € um dominio
recente que combina trés areas bem conhecidas: matematidésica e computacao.

Vamos nos concentrar em aspectos matematicos da computaggaantica. Ape-
sar de desejavel, nenhum conhecimento prévio sobre fisicas @omputacdo € ne-
cessario. Quanto a matematica, a principal exigéncia é um ¢go basico de algebra
linear.

O texto esta dividido em quatro capitulos. No Capitulo 1, fazenos uma breve
exposicdo sobre computadores classicos (Secdo 1.1) e apntdmos 0S conceitos
bésicos usados no texto (Secédo 1.2). Comparamos, rapidanten computadores
classicos e quanticos na Secdo 1.1 (essa discussao sera midgligpara aqueles com
algum conhecimento de computa¢do). A Secao 1.2 é fundamemhtaara todo o livro
e devera ser consultada constantemente.

No Capitulo 2, descrevemos alguns dos circuitos quanticos guserao utilizados
nos capitulos seguintes. Nos Capitulos 3 e 4, cremos, esta assa principal contri-
buicdo: produzir um texto em portugués que estimule o estudate de graduacao, em
gualquer area de ciéncias exatas, a estudar 0 assunto. Nessapitulos, descrevemos
os dois algoritmos mais divulgados em computa¢éo quanticao algoritmo de Grover
(Capitulo 3) e o algoritmo de Shor (Capitulo 4). O quarto captulo é denso e, por
isso, exigira uma leitura mais atenta. No entanto, o texto temtodas as de ni¢bes e
referéncias necessarias para a compreensédo desse algarititmdamental.

Existem 6timos livros sobre o assunto em lingua inglesa (vaja bibliogra a). O
mais famoso, ja um classico, é o livro de Michael A. Nielsen e laa L. Chuang [16].
Uma traducgédo para a lingua portuguesa esta sendo concluida lpeProf. lvan dos
Santos Oliveira Janior, do Centro Brasileiro de Pesquisas icas (CBPF).

Para futuras edi¢cdes melhoradas de nosso trabalho, gostarmos de receber criti-
cas e sugestdes por parte dos leitores.

Finalmente, agradecemos o apoio da Sociedade Brasileira déatematica Apli-
cada e Computacional (SBMAC), do Programa Institutos do Milénio (Informacéo
Quéntica), da FAPERJ, do CNPq e, em particular, ao Prof. RubensSampaio, pelo
incentivo.

Os Autores

Rio de Janeiro, 21 de junho de 2004.
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Capitulo 1

Conceitos Basicos

1.1 O Computador Classico

Um computador classico pode ser descrito de forma bastante gérica como uma
maquina que lé um certo conjunto de dados, codi cado em zeros uns, executa
calculos e gera uma saida também codi cada em zeros e uns. @ere uns séo estados
que podem ser representados sicamente. No caso dos computads classicos,
através do potencial elétrico: 0 é um estado de baixo poterai elétrico e 1 é um
estado de alto potencial elétrico.

Zeros e uns formam um ndmero binario que pode ser convertidoapa a base
decimal. Pensemos, entdo, hum computador como um disposith que calcula uma
fungdof : f0;:::;N  1g!f 0;:::;N 1g;ondeN =2" (n é o nimero de bits
usados na memoria do computador). Sem perda de generalidadeonsideremos que
o0 dominio e a imagem d& sdo do mesmo tamanho. A cada conjunto de bits
de entrada, corresponde um Unico conjunto den bits de saida, o que caracteriza
f como uma funcdo. Representamos o processo de calculo na FHigul.l, onde a
esquerda, temos os bits de entrada e a direita, os de saida (oogesso de calculo
ocorre da esquerda para a direita).

Em geral, f é descrita por blocos elementares que podem ser implementzl si-
camente por transistores e outros componentes eletrénico®s blocos sao as portas
I6gicas AND, OR e NOT, conhecidas como portas universais (ha vdade, basta
apenas a porta NOT e uma das duas outras portas, OR ou AND). Por exaplo, um
exemplo de circuito que realiza a soma em aritmética médulo 2le dois numeros,
cada um com um bit, & apresentado na Figura 1.2. As entradas pegreis séo 00,
01, 10 ou 11. As entradas sdo produzidas através de diferengds potencial elétrico
gue geram corrente elétrica. Por sua vez, a corrente se proga através dos os,
da esquerda para a direita, ativando as portas loégicas. Osrabolos de medida, a
direita, representam que medidas de corrente séo realizadaindicando o valor de
cada bit: 0 ou 1. O bit, na posicéo inferior, da o resultado da peragdo. O o
para o bit da posi¢céo superior é desnecessario, sendo utdido apenas para exibir a
mesma quantidade de bits de entrada e saida.
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bity —— L bito
bit; —— —— bit;
: : f : 3
bitn 1 —— bty 1

Figura 1.1: Esquema genérico para um computador classico.

Figura 1.2: Circuito para realizar a soma de dois nimeros, em aitmética médulo 2, cada
um com um bit.

O circuito da Figura 1.2 é irreversivel, pois as portas AND e OR &o irreversiveis.
Isso signi ca, no caso da porta AND, que se a saida for 0, ndo selsaquais os valores
dos dois bits de entrada. Para a porta OR, ocorre 0 mesmo, casosaida seja 1. As
portas AND e OR, descritas dessa forma, ndo podem ser represeadas por portas
guanticas, pois como veremos, sao reversiveis.

No entanto, o circuito apresentado na Figura 1.2 pode ser trasformado em um
equivalente reversivel. Para tanto, vamos utilizar a portaCNOT, representada na
Figura 1.3. O valor do bit superior (chamado bit de controle) nunca muda nessa
porta, enquanto que o bit inferior (chamado bit alvo) é alterado apenas sea = 1.
Sea =0, nada acontece a ambos os bits (no caso quantico, que serateisdiante,
0 comportamento é bem diferente). A porta CNOT é uma porta NOT, controlada
pelo valor do bit superior. Podemos veri car que o valor do bi inferior de saida é
dado pora+ b (mod 2).



1.1. O COMPUTADOR CLASSICO 3

b <> a+ b(mod 2)

Figura 1.3: Porta CNOT.

Generalizando a porta CNOT, usando dois bits de controle no Igar de apenas
um, temos a porta To oli (Figura 1.4), que pode ser usada paraobter a contrapar-
tida reversivel da porta AND.

d d
b b
N
c (D c+ ab(mad 2)

Figura 1.4: Porta To oli.

O valor do bit inferior (o bit alvo) é invertido apenas se a e b valem 1. Caso
contrario, nada é alterado. A seguir, descrevemos todas asopsiveis entradas e as
saidas correspondentes:

000 ! 000
001 ! 001
010 ! 010
011 ' 011
100 ! 100
101 ! 101
110 ! 111
111 ! 110

A porta AND pode ser representada por uma porta To oli colocando c=0. A
saida do bit inferior sera, entdo,a AND b. Para obter o equivalente reversivel para
a porta OR, consulte [16].

Ainda na Figura 1.2, observe que h& uma bifurcacdo de os e ndo&problema
algum em fazé-lo classicamente. Entretanto, isso ndo é pdgsl em circuitos quan-
ticos, devido ao teorema de néo clonagem (veja [19], p. 182 Veri que que esse
efeito pode ser obtido através de uma porta CNOT, colocandd= 0. Com isso, 0
valor do bit superior sera duplicado.

Consideremos, novamente, a Figura 1.1. Se o computador tembits de entrada,
ha 2" entradas possiveis, e, para cada uma delas, ha també saidas possiveis.



1.2. O COMPUTADOR QUANTICO 4

Com isso, 0 nimero de funcdes que pode ser obtido(®)?", ou seja,2"2". Todas
essas fungbes podem ser reduzidas a circuitos usando as psruniversais [16, 18].

Uma questdo fundamental é a velocidade com que um computadocalcula
essas funcdes. Isso dependera do nimero de portas usadas incuio que calcula
f. Se o niumero de portas cresce polinomialmente com, dizemos que 0 circuito
€ eciente. Por outro lado, se o numero de portas cresce expencialmente com
n, dizemos que o circuito € ine ciente. Esse € um método grosse de medida de
e ciéncia, mas util para a andlise tedrica quandon é grande.

Todos os célculos realizados em um computador classico tamim podem ser
efetuados em computadores quanticos. Basta substituirmoas portas irreversiveis
classicas pelas homdlogas reversiveis quanticas. Entreta, o atrativo da compu-
tacdo quantica é a possibilidade de se ter algoritmos quargos mais rapidos que os
classicos, para uma mesma classe de problemas. Para tants algoritmos quanti-
cos devem usar propriedades quanticas, ndo disponiveis no@mputadores classicos,
como o paralelismo quéantico e 0 emaranhamento.

1.2 O Computador Quantico
1.2.1 O bit quéantico (g-bit)

Em computacdo quantica, utilizam-se estados quanticos emez de estados classicos.
O bit é, entdo, substituido pelo bit quantico, o g-bit, e os valores 0 e 1 de um bit
sdo substituidos pelos vetore§Oi e jli, representados por

0

1 I

joi = 0 e jli = 1

Essa notagéo, utilizada em mecénica quantica, é conhecidaop notagdo de Dirac.
A diferenca entre um bit e um g-bit € que um g-bit genéricoj i pode também

ser uma combinacgéo linear dos vetoregi e jli, ou seja,

j i= joi+ jli; 1.1)
onde e sdo ndmeros complexos. Note que os vetorg@ ejli formam uma base
ortonormal do espago vetorialC?. Essa base é chamada dbase computacionale
o vetor j i € chamado desuperposicdodos vetoresjOi e jli, com amplitudes e

. Em mecanica quantica, vetor é também chamado destada Usaremos os dois
termos com 0 mesmo signi cado.

A interpretagéo fisica do g-bit, em (1.1), € que ele esta sinitaneamente nos
estadosjOi e jli. Isso faz com que a quantidade de informacdo que pode ser ar-
mazenada no estadg i seja innita. Entretanto, essa informacdo esta no nivel
guantico. Para torna-la acessivel, no nivel classico, presamos fazer uma medida.
A mecanica quantica diz que o processo de medida altera o esia de um g-bit,

fazendo-o assumir o estad@0i, com probabilidadej j?, ou o estadojli, com proba-
bilidade j j? (isso signi ca que os valores e n&do podem ser conhecidos através
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de uma medida). Com apenas duas possibilidadeg)i ou jli, temos, entéo,
jiE+jP=t 1.2)

Isso signi ca que a norma do vetorj i vale 1 (vetor unitario). Resumindo: mate-
maticamente, um g-bit € um vetor de norma 1 deC?.
Na verdade, a de ni¢cdo da base computacional deveria ser

(1;0)
(0;0)

(0;0)

o= ¢ = 1o ¢

pois todas as coordenadas sdo nimeros complexos. Para singalr a notacéo,
usaremos 1 para representar (1,0) e 0 para representar (0,0)
Na eiguagéo (1.2), considere = a+ib(a;b2 R)e = c+id (c;d2 R). Como

j 2= aZ+®)?ej j2=( @+ d?)?, podemos escrever

a2+ P+ +d=1: (1.3)

Nesse caso, podemos interpretar um g-bit como sendo um vetomitario de R*.
Entretanto, existe uma representacdo geométrica de um g-biem R3: a esfera de
Bloch (Figura 1.5). Para tanto, passemos o g-bit

ji= joi+ jli; (1.4)

de coordenadas cartesianas para coordenadas polares (comateriormente, =
a+ibe =c+id (a;b;c;d2 R)). Usando as representacfes polares dee

=] jexpi ) e =] jexp( +"));

e de nindo
cos(=2)=jj e sen(=2)=]j j;

ou ainda

p——— p——
=2arccos( a?+ k?)=2arcsen( 2+ d?);
=arg( ) arg( ); (1-5)
=arg( );

podemos, nalmente, escrever
j T =exp(i )[cos(=2)0i +exp(i' )sen(=2)jli]: (1.6)

Exercicio 1.1  Usando as de ni¢Bes dadas em (1.5), demonstre que a expresgadat)
pode ser escrita na forma (1.6).
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Para ns de representacéo, vamos desconsiderar o termo ext® aos colchetes,
exp(i ), também chamadofator de fase global Uma razao que permite essa sim-
pli cacdo é que o valor do quadrado do modulo das amplitudes € um g-bit ndo se
altera, quando excluimos esse fator. Por exemplo:

j i?=jexp(i )cos(=2)* = jexp(i )j% cos(=2)j* = jcos(=2)j%;

0 mesmo ocorrendo comj j? (para um tratamento detalhado desse fato, con-
sulte [16], p. 93). Ficamos, entdo, com uma representacdo deés parametros:

dois explicitos, e', e um implicito, o comprimento do vetor, que é sempre igual a
um. Esses parametros podem ser utilizados para obtermos unmapresentagéo polar

no R3, da forma 23 2 3
X cos' sen
4y5 = 4sen' sen 5;
z cos
onde 0 e0 '< 2.

Usando essas convengdes, a representacdo da base computatjona esfera de
Bloch (Figura 1.5), sera:

203 203
joi =405 e jli=405:
1 1

Ou seja, j0i sera o pélo norte da esfera gli sera seu polo sul.

joi

Figura 1.5: Esfera de Bloch.
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Dessa forma, todos os estados de um g-bit podem ser represatibs (a menos de
um fator multiplicativo) na esfera de Bloch. Por exemplo, osestadospl—i(jOi +jli)

e pl—z(jOi j 1i), que serdo utilizados mais a frente, sdo representados pat,(0, 0) e
(-1, 0, 0), respectivamente.

Exercicio 1.2 D& uma interpretacdo, em termos de amplitudes e probabiliddes,
para os estados representados na intersecdo entre o plano, (x 0) e a esfera de
Bloch.

Insistimos que néo se pode calcular exatamente os valores dg ouj j, em (1.4),
mesmo que haja uma grande quantidade de estadgsi de mesmo valor. Vejamos
por qué. Apos serem feitas repetidas medidas dos estados comalores iguais a
j i, teremos apenas os resultadofli ou jli. Através da quantidade dejOi s e
jli s encontrados, teremos um valor aproximado para os valoreg j> e j2. N&o
podemos garantir sua exatiddo, pois trata-se de probabiliddes. E mais, se para
sabermos o valor dos coe cientes de um simples g-bit, comraa preciséo razoavel,
precisassemos de um numero enorme de medidas repetidas déitg- com mesmo
valor, provavelmente haveria pouco interesse em computades quanticos.

Essa seria uma situacdo paradoxal, pois apenas medindo edts que fornecam
os resultadosjOi ou jli, ndo ultrapassariamos os marcos da computacdo classica.
Ou seja, apesar da quantidade in nita de informagédo que um dpit guardaria em
potencial, apenas dois valores seriam acessados por nés. Namto, ha outro tipo
de fendbmeno que ocorre com um estado quantico, além daqueleagionado por sua
medida. A mecénica quantica também nos diz que a evolu¢cdo nempo de um
sistema quantico isolado é descrita matematicamente por umtransformacao linear
[16]. Ora, sistemas quanticos isolados sdo descritos portwess unitarios, €, como
sabemos da &lgebra linear, as fun¢des que transformam vegsr unitarios em vetores
unitarios do mesmo espaco vetorial sdo agsansformacdes unitarias.

Transformacdes lineares unitariasU podem ser de nidas (h& outras de nicbes
equivalentes) como aquelas que atendam a seguinte propriade:

U'U = Uuw = I

onde UY=(U )T, com indicando a conjugacdo complexa, & indicando a trans-
posicdo matricial. UY é denominadatransformacédo adjunta de U. Desse ponto em
diante, faremos referéncia indistintamente a transformago U e a matriz que a re-
presenta usando a mesma notagéo, salvo indicacdo explicittJsaremos, também, o
termo operador com esse mesmo signi cado. Com isso, quandeceevermosUj i,
estaremos falando tanto da aplicacdo déJ, quanto da multiplicacdo da matriz U
pelo estadoj i.

Resumindo: temos, entdo, duas interacdes basicas de um comgdor quéantico
com os dados de entrada: transformagé&o unitaria e medida. Arpmeira, atuando no
nivel quantico, e a segunda, fazendo a ligacéo entre o mundaigntico e o classico.
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1.2.2 Produto tensorial

Para considerarmos estados com mais de um g-bit, precisamogroduzir o conceito
de produto tensorial. Ha varios graus de generalidade para a introducdo dessa
de nicdo. Usaremos, aqui, a mais simples e que sera plenamensu ciente para 0s
Nossos propdsitos.

O produto tensorial de dois estados

2 3 2, 3
1
NSNS B
ji= e J'iI= ;
m b
denotado porj i j 'i, tem como resultado o estadg i com mp-linhas, dado por
2 ., 3
11
ll
1 p
2" 1
2' 2
ji= : : (1.7)
2’ p
m o1
m' 2
m' p
onde ;'; é o produto usual dos complexos.
Usaremos, também, outras nota¢bes mais simpli cadas para orpduto tensorial
jij'i.Saoelas; ij'i,j;" iej' i. Porexemplo:
23
0
U | o_glé
jOll—JOljll—O 1 = 4g
0

2
j0i=j1ijoi= O 1 §

-

o
ORr OO
ONN W
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Note que o produto tensorial ndo é comutativo.
O produto tensorial pode ser estendido para matrizes quaiseger. Dadas as ma-
trizes A2 C™ "eB 2 CP 9 amatrizA B 2 C™ M ¢ denida por

2 3
AunB  AppB AinB
AB  AxB AanB
A B= . . . . ; (1.8)
AniB AnsB Amnn B

ondeA; é o elemento da linha e da colunaj de A. De forma mais precisa, porém
mais criptogra ca, cada elemento da matrizA B é de nido por

(A B)ris = Aj Bu; (1.9)

onder =(i 1)p+kes=(j 1)g+ I, com os indices variando da seguinte forma:
1 i m11j n1l k p1 1| q
Por exemplo, se

21oo3
A= ?é e B=40 1 05:
0 0 1
entao 2 3
000100
2 3
01 100 B0 0000
A B= 40 1 05=
10 00 1 100 000
01 000O0TO0
001000

A seguir, damos algumas propriedades do produto tensorialug serdo utilizadas
ao longo do texto (considerez 2 C, v; vi; Vo 2 C" ew; wy; w, 2 C™):

1. z(jvi j wi)=(zjvi) j wi=jvi (zjwi);

2. (jval + jvai) j wi =(jvai j wi)+(jvai j wi);

3. jvi (wai + jwai) = (jvi | wai)+(jvi | wai):
Exercicio 1.3 Demonstre as propriedade 1, 2 e 3 do produto tensorial.

Dadas duas transformacdes lineare8 e B, podemos de nir um novo operador
linear, A B, por
(A B)(jui j wi)= Ajui Bijvi; (1.10)
desde que garantidas as dimensdes corretas para possilgtitas multiplicacbes das
matrizes pelos vetores.
Ainda, introduzindo mais algumas notacdes, diremos qu¢ i " e A " sdo os
produtos tensoriais dej i, por ele préprio n vezes, e déA, por ela prépria n vezes,
respectivamente.
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Vejamos, agora, a descricdo de um estado genérigoi de 2 g-bits. Esse sera
uma superposicdo dos estadof0i, jOli, j10i e j1li (estamos usando a notagéo
simpli cada para o produto tensorial entre dois estados de 1g-bit), ou seja,

j i= joo+ jou + ji10i + j1li; (1.12)
onde
PP L
Visando a reduzir a notagdo, podemos considerar 0s zeros e ugge aparecem
na equacao (1.11) como nimeros binarios, e assim,

jOOi: jOli; j10i; j1di

podem ser abreviados por
joi; jli; j2i; j3i;
usando a notacdo decimal. E claro que §0i acima ndo é o mesmo que aparece na
de nicdo de um g-bit, pois tém dimensdes diferentes. Em cad&aso, o contexto
esclarecera a que situacdo estamos nos referindo.
Em geral, um estadoj i de n g-bits € uma superposicdo d&" estados da base
computacional {jOi, jli, :::; j2" 1i}, dada por

% 1
=il
i=0
com as amplitudes ; atendendo a

25‘( 1

Como haviamos comentado anteriormente, a medicdo do estadgenéricoj i
produz um resultado jigi com probabilidade ;,j?, com0 g 2" 1. Usual-
mente, a medida € realizada g-bit a g-bit, produzindo zeros eins que sao lidos
em conjunto, gerando a saidgigi. Repetiremos, aqui, uma propriedade central do
processo de medida. O estadp i, antes da medigdo, € inacessivel, a ndo ser que
ele pertenca a base computacional. O procedimento de medidatera inevitavel-
mentej i, forcando-0 a um colapso para algum dos vetores da base contpcional.
Este colapso, como vimos, € ndo-deterministico, com probditlades dadas pelos
guadrados dos médulos das amplitudes dg i.

Consideremos, agora, outro conceito fundamental em compatdo quéntica: o
emaranhamenta Um estado de 2 g-bits pode ou ndo ser o resultado do produto
tensorial de estados de 1 g-bit. Vejamos. Considere os estaslde 1 g-bit

J

= aj0i + bjli

i = Goi + djli;

—
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onde a;b;c;d2 C. O estado de nido pelo produto tensorial dej' i ej i é
(aj0i + bjli) (cjoi + djli)
= agO00 + adj0li + bgl0i + bd11li: (1.12)

J

i

Observe que um estado de 2 g-bits genérico (1.11) é da forma.{2) se, e somente
se,

= ac;

= ad;

= bc;

= bd:
Dessas igualdades, temos que

olo
olo

Ou seja,

Logo, um estado de 2 g-bits, em geral, ndo é o produto tensotiae estados de 1
g-bit. Quando isso acontece, dizemos que o estado esta emahado. Por exemplo,
0 estadoj01i pode, obviamente, ser descrito como produto tensorial dosseadosj0i
ejli, isto é, 2 3

o 12_ 1 0 .
jOll—go = 0 1"
0
No entanto, o estado 23

e

€ um estado emaranhado, pois ndo pode ser descrito como prdduensorial de
estados de 1 g-bit.

1.2.3 Produtos interno e externo

Podemos de nir o produto interno entre os estadog' i, j i 2 C", denotado por
H j i, como sendo o produto matricial entrej' i¥ e i, ou seja,

X0
hji=@i)yji= "y (1.13)
i=1
O estadoj' i¥ € chamadodual dej' i e denotado porh j (j' i el j sdo denominados
ket e bra, respectivamente).
O produto interno satisfaz as seguintes propriedades:
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Lhji=Hji;
2. h j(ajui + bvi)i = aH jui + b jvi;
3.Hj i>0(sej'i&0),
coma;b2 Cej' i;j i;jui;jvi2 C":
Exercicio 1.4 Demonstre as propriedades 1, 2 e 3 do produto interno.

A norma de um estadoj' i pode, entdo, ser de nida por

it = i

Podemos, também, de nir o produto externo entre os estadog' i2 C™ ej i2
C", denotado porj' ih j, como sendo o produto matricial dej' i por h j, ou seja,

jrih =g
Note quej' ih j € uma matriz de ordemm n.
Como exemplos das de nigbes acima, considere os estados dg-bit

jri= joi+ jai
e

ji= joi+ jli:
Temos, entéo,

HJ i = = + :
para o produto interno, e
j"ihj = = ;
para o produto externo.
Exercicio 1.5 Demonstre que, dados dois vetorep i; j i2 C", temos
(G ih Pjri=hj i i: (1.14)

Usando o produto interno, podemos de nir oangulo entre dois vetores unitarios

j"i,j i2 R" por
=arccos(h j i): (1.15)
Observe que, usando essa de nicéo, 2 [0; ].

Com os conceitos apresentados até aqui, podemos dar uma repentacdo para
um computador quantico (Figura 1.6), generalizando o comptador classico, apre-
sentado na Figura 1.1. Os bits de entrada sédo substituidos paestados de 1 g-bit e
a funcdof é substituida por um operador unitario U que, em geral, é o resultado
da composicao de varios outros operadores unitarios. O relsado da computagédo €
dado pela medida de cada g-bit de saida.
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/f: Ooul
j 2l — /7€: Ooul

J i — ~= oou1

Figura 1.6: Esquema genérico para um computador quantico.

A priori, usando n g-bits, existe a possibilidade de um nimero in nito de opera
dores unitarios U, representados por matrizes con2" 2" entradas. Na pratica, ha
gue se levar os erros em conta, o0 que diminui 0 nUmero de cir¢os implementaveis.
Mesmo assim, os graus de liberdade sdo maiores que no compida classico. Cada

operador U é implementado com portas formando circuitos quénticos, aginto do
préximo capitulo.



Capitulo 2

Circuitos Quanticos

A representacao gra ca de circuitos classicos €, de certarima, préxima da reali-
dade fisica do circuito implementado. Por exemplo, linhas arrespondem a os e
bifurcacdes signi cam que a corrente elétrica passa por ands 0s 0s. Nos circuitos
guanticos, os fenbmenos ocorrem de outra forma, como veresio

2.1 Notacao e Convencdes

Para apresentar as convencdes usadas em circuitos quantigovamos utilizar um
circuito (porta U-controlada) em que a entrada e a saida sdo unestado de 2 g-bits
(Figura 2.1).

U =

Figura 2.1: Porta quantica U-controlada.

Entrada: pode ser o produto tensorial entre 0s g-bits de entrada ou umstado
emaranhado (os g-bits ndo devem ser considerados individlmente).

Linhas horizontais:  as linhas que aparecem ndo sdo necessariamente o0s. Elas
representam a evolucdo de um g-bit, podendo ser apenas a pagem do tempo
ou, por exemplo, o deslocamento de um féton.
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Sentido: o circuito descreve a evolugdo do sistema quantico no tempda esquerda
para a direita. Com isso, ndo ha sentido em aparecer retroalientacdo, que
pode ocorrer em um circuito classico.

Linhas verticais: 0o segmento vertical que aparece unindo os simbolos e
informa que o circuito atua simultaneamente nos dois g-bits A linha vertical
representa o sincronismo, e ndo o envio de informacédo. Porito, ndo séo
permitidas nem juncdes, nem bifurcacfes de g-bits.

Controle: o simbolo indica que o g-bit representado nessa linha é um g-bit de
controle, ou seja, caso esteja no estaddi, a porta U realiza a operagéo; caso
esteja no estadg0i, a porta U ndo realiza operacdo alguma. Caso o g-bit de
controle seja um estado superposto ou 0s 2 g-bits estejam emaahados, nédo
é possivel compreender o comportamento individual do g-bitle controle e do
g-bit alvo. Devemos considerar a acdo do operador unitariogue representa
todo o circuito, atuando simultaneamente nos 2 g-bits.

Saida: os g-bits que compdem a saida do circuito podem ou nao ser mdds.
Como o g-bit inferior estd sendo medido (o simbolo de medidasé& indicado
na Figura 2.1), o resultado sera 0 ou 1.

Vistas as principais convencdes, vamos apresentar algumasnas quanticas.
Comecemos por portas de 1 g-bit. No caso classico, ha apenas aipossibilidade:
a porta NOT. O mesmo n&o ocorre nos circuitos quéanticos, comoeremos.

Antes de prosseguir, fagamos uma observacdo. A importancisocestudo de por-
tas légicas em computacdo quantica baseia-se no fato de queda matriz unitaria
2 2 pode ser representada por um circuito quéantico de 1 g-bit e ¢e-versa [16].
Sendo assim, a evolu¢do no tempo de um sistema quéntico isdtg dado por
um g-bit, pode ser representada tanto matematicamente (poruma transformacéo
unitaria) quanto logicamente (por um circuito quantico).

2.2 Porta NOT Quantica

No caso classico, a porta NOT troca o 1 por O e vice-versa. A geraizagdo para o
caso quantico é dada por um operadoKX que satisfaz

Xj0i = jli e Xjli = oi: (2.1)

Com isso, veri ca-se facilmente que a representacdo matii@l do operador X é dada
por

_ 01

X = 10

Exercicio 2.1 Demonstre queX é um operador unitario.
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Com a porta NOT quéantica, temos situagdes sem contrapartida o caso classico,
pois, se a entradgj' i for uma superposicdo dos estado®i e jli,

j"i= joi+ jl;
a saida sera

Xj i= joi+ jl:
A porta X é apenas uma da portas de 1 g-bit, ja que ha in nitas matrizes uitérias
2 2

2.3 Porta Hadamard

Uma outra porta de 1 g-bit, largamente utilizada, é a porta Hadanard H, de nida
pelo operador

- 1 1 .
H—p—é 11 (2.2)

Exercicio 2.2 Demonstre queH é um operador unitario.

Aplicando H no estadoj0i, obtemos
Hjoi = pl—é(jOi +jli);

gue é uma superposicdo dos estadg@ e jli, onde a probabilidade de se obter um
dos estados, ao se fazer uma medida do esta#hOi, € a mesma:50% Aplicando
0 operadorH em cada g-bit de um registrador com 2 g-bits no estadg0Gi, temos:

H 2000 = Hjoi HjOi

pl—é(jOi + 1) pl—é(jOi +j1i)

:—ZL(jOOi +jOdi + j10i + j11i):
Em notacdo decimal,

H 2jo0i = %(jOi +j1i + j2i +j3i):
Generalizando para estados conm g-bits, obtemos:

H "jo::0i = (Hjoi) "

n

pl—é(jOi i
1 X1t
= p? . jii:

Esse resultado sera importante no algoritmo de Grover (Capilo 3).
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Exercicio 2.3  Aplique o operadorH em um estado superposto qualquer e inter-
prete o resultado.

2.4 Porta de Fase ou Porta S

A matriz unitaria associada a porta S é

s- 10

1 :
O 1
ondei é a unidade imaginaria { = 1). A porta S pode também ser representada
por
_ 1 0 .

ST o expi=2)

jaqueexp(i=2)=cos(=2)+i sen(=2)=i.
Aplicando S em um estado genérico

ji= joi+ jl;
obtemos
Sji= joi+i jli:
Note que, se for feita uma medida do estad®j i, as probabilidades de se obter os

estadosjOi ou jli serdo as mesmas, comparadas com uma medida realizada sobre o
estadoj i. Isso ndo acontece, por exemplo, usando a portd .

25 Porta =8ou Porta T

A matriz unitaria associada a porta T €

_ 1 0 )
T= 0 expi=4)

gue poderia ser representada, também, na forma

exp( i=8) 0

T =exp(i=8) 0 exp(i = 8)

Aplicando T em um estado genérico
ji= joi+ jli;
obtemos
Tj i = jOi +exp(i=4) jli:
Também, nesse caso, se for feita uma medida do estadg i, as probabilidades

de se obter os estadogli ou jli serdo as mesmas, comparadas com uma medida
realizada sobre o estadg i.
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2.6 Porta CNOT Quantica

Outra porta, essa atuando em estados de 2 g-bits, é a contrapada quantica do

circuito classico apresentado anteriormente na Figura 1.3 Ela tem 2 g-bits de
entrada, o de controle e o alvo (Figura 2.2). Uma porta contrahda, como ja vimos
(Figura 2.1), age dependendo do valor do g-bit de controle. & é ativada se o
g-bit de controle estiver no estadojli, e nada faz, se ele estiver no estad@i. Essa
descricdo é adequada apenas quando o g-bit de controle estésnestadosjOi ou

jli. Entretanto, o que distingue a porta CNOT quantica da classia é que, na porta
CNOT quantica, os g-bits alvo e de controle podem ser estadosiperpostos, e, além
disso, os dois g-bits podem estar emaranhados.

N

Figura 2.2: Porta CNOT quéntica.

A acéo da porta CNOT pode ser caracterizada pelas transformdies operadas
nos elementos da base computacional associada, ou seja,

joa ! j o0
joli ! j o1 (2.3)
j10 1§ 11
i1l ! j 10

Note que podemos representar essa acdo na base computaciodal forma mais
esquematica por

jLjity ohiogi, (2.4)

ondei;j 2f0;1ge ¢é a adicdo médulo 2.
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Para obtermos a matriz Ucnyotr associada a porta CNOT, basta usarmos os
valores dados em (2.3), isto é,

23

3 23 3 23
0 0 0 0
0 0 0]
UcnoT 1 goé UcnoT = glé
0 1 1 0
gue resulta em 2 3
1 0 0O
01 00
UCNOT = g 0 0 O 1 é . (25)
0 010

Exercicio 2.4 Demonstre queUcnotr € um operador unitario.

Exercicio 2.5 D& um exemplo de estado emaranhado produzido pela porta CNOT.

Um resultado importante sobre circuitos quanticos € que quajuer operador
unitario pode ser representado usando portas CNOT e portas d& g-bit [16].

Exercicio 2.6 Demonstre que a matrizUcnor nao pode ser descrita como pro-
duto tensorial de matrizes2 2.

Exercicio 2.7 Demonstre que a porta CNOT né&o pode ser descrita usando portas
de 1 g-bit.

2.7 Porta To oli Quéantica

A proxima porta a ser considerada é a correspondente quanticda porta To oli
(Figura 1.4). Também é uma porta controlada, sé que nesse cascom dois g-
bits de controle (Figura 2.3). Sua acdo na base computaciohassociada pode ser
representada por

ki) ipko i
ondei;j; k 2f0;1ge € a adicdo médulo 2. Observe que, nesse caso, a base
computacional possui 8 elementos.
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N
N

Figura 2.3: Porta To oli quéntica.

Exercicio 2.8 Exiba a matriz associada a porta To oli quantica.

Exercicio 2.9 Analise se a matriz associada a porta To oli quantica pode ser
representada pelo produto tensorial de matrizes quadradade dimensdes diferentes

del 1.

A porta To oli é usada para simpli car a representa¢éo de circuitos quanticos.
Como ja sabemos, ela pode ser descrita usando portas de 1 q-biportas CNOT.
Uma representacdo possivel é dada na Figura 2.4 (ha outras negsentagfes [19]).

4 ? T_
TY—P— TP S —
{H fe{ e T e THH

Figura 2.4: Decomposicdo da porta To oli em portas de 1 g-bit e p ortas CNOT.

Exercicio 2.10 Faca a evolugéo dos estados da base computacional, na rees
tacdo da porta To oli da Figura 2.4.

Para simpli car ainda mais a representacdo de circuitos quéticos, temos tam-
bém a porta To oli generalizada (Figura 2.5), que serd utilizada nos capitulos se-
guintes.



2.7. PORTA TOFFOLI QUANTICA 21

%
|

g- blts de
cortrole

=

g-bit alvo NI

Figura 2.5: Porta To oli generalizada.

A decomposicao da porta To oli generalizada, em termos de paas To oli simp-
les, € mostrada na Figura 2.6. O 2 g-bits de trabalho sdo g-bits extras, cujas
entradas s@o conhecidas antecipadamente. S&o utilizadosu@a simpli car a decom-
posicao.

! ]

g-bits o @
de

cortrole
4 4

= 1
wla | PA

o

trabalho f A-\

il
o P
qbit "

alvo N

Figura 2.6: Porta To oli generalizada decomposta em portas To oli simples.

Exercicio 2.11  Analise as saidas da porta To oli generalizada (Figura 2.5) eas
saidas da sua decomposicéo (Figura 2.6), considerando, nateda, elementos da
base computacional.



Capitulo 3

Algoritmo de Grover

3.1 Introducéo

Considere o seguinte problema: temos uma lista ndo ordenadaom N elementos e
desejamos encontrar um elemento especi co que esta na list€lassicamente, deve-
riamos testar elemento a elemento. No pior caso possivel, misariamos realizarN
testes. Como veremos, usando as propriedades da mecénicéqtica, a quantidade
de, testes necessarios para a identi cacao do elemento pecarado sera proporcional
a N. Este resultado sera obtido usando o algoritmo de Grover [1213].

Para representar matematicamente o problema, vamos suporug a busca sera
realizada sobre a listaf 0; 1;::;; N 1g, ondeN = 2" para algum nimero natural n,
e que a funcédo

f:f0o; LN 1g!f 0;1g;
de nida por
N 1; sei = ig;
ri)= 0; sei 6 ig; (3.1)
sera utilizada para o reconhecimento do elemento procurad, (assumiremos que
existe um Unico elementa 2 0;1;::;;N 1gtalquef (i) = 1). Dessa forma, o custo
computacional para resolver o problema esta associado ao m&ro de vezes que a
funcdof deve ser utilizada . Imagine a fungcdof como sendo um oraculo que esta
a disposicao para informar se um dado elemento é ou nédo o elemb@ procurado.

O algoritmo de Grover utiliza dois registradores quéanticogFigura 3.1): o primei-
ro, comn g-bits, inicializado no estadoj0:::0i, e o0 segundo, com 1 g-bit, inicializado
no estadojli. O primeiro registrador esta relacionado aos elementos dasta onde
sera feita a busca, enquanto que o segundo é um registradoretera um papel fun-
damental, como veremos. A cada elementoda lista f0;1;::;;N  1g, associaremos
o estadojii de n g-bits.
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3.2 Operadores do Algoritmo

Antes da execugéo propriamente dita do algoritmo, o primeiraegistrador é alterado
para formar uma superposicdo de todos os estados associadas elementos da lista.
Isso pode ser obtido aplicando o operador HadamardH (2.2) em cada g-bit do
primeiro registrador (Figura 3.1).

jii J 6l J el J o

8
jo ﬂ . Eiy

primeiro
registrador . . : G : G : G : :
(n g-bits) § : : i i Pos

® joi 4| H e 1
sggundo (
registrador  j1i — H [ } ‘ a
(1 g-hit) ji ji ji

Figura 3.1: Esquema genérico para o algoritmo de Grover (G é um operador unitario que
serd de nido mais adiante).

A superposicao obtida sera denotada poy i, ou seja,

o1 X
j 1= p= jii: 3.2)
N i
Observe que aplicandm vezes o operadoH , obtemos uma superposicao dbl = 2"
estados com mesma amplitude.
Para completar a inicializacdo do algoritmo, o operadoH também é aplicado

sobre o estado inicial do segundo registrador (Figura 3.1)Denotando o resultado
porji ,temos:

ji = Hjl = pl—i(jOi i 10): (3.3)

Ja sabemos que qualquer alteracdo de um sistema quantico iado (que néo
seja uma medida) é descrita por um operador unitario. Para epresentar quanti-
camente a fungad , em (3.1), utilizada para a identi cacdo do elemento procuado,
imaginemos, entdo, um operador lineat);s que transformejii emjf (i)i, ondejii é o
estado den g-bits do primeiro registrador. Como U deve ser unitario, a entrada
e a saida deU; devem ter a mesma dimensdo. Considere, entao,

jiij Oi !Lif ijf(i)i; (3.4)
onde, na entrada e na saida, o primeiro registrador temn g-bits e o segundo
apenas 1 g-bit. Usando (3.4), temos:
jiijli; sei = ip;

U (jiij Oi) = jiij0i; sei 8 io: (3-5)
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Ou seja, 0 operadoiJ; altera o estado do segundo registrador quando o primeiro re-
gistrador representa o elemento procurado. Para completaa de ni¢éo, precisamos
de nir o valor de U (jiij 1i). Mantendo a mesma idéia, de nimos:
Lo jiij0i; sei = g;

Ur Gt = iiiai: sei 6 io: (3.6)
Com isso,Us ca bem de nido, pois, sendo um operador linear, basta de nilo nos
elementos da base. Note que a base é formada usando o produtmderial. Por
exemplo, para uma lista com 4 elementos (o0 primeiro registidor tera 2 g-bits), a
base sera

fj Oij Oi ; jOij 1i ;j2ij OF ; j2ij 1i;j2ij OF;j2ij 1i;3ij Oi;j3ij Lig;

ou melhor,

82 32 32 32 32 32 32 32 39
1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 %
0 0 1 0 0 0 0 0
04 20 0 1 04204004804
04'204'204'204'214'204'204'R0 '

% 0 0 0 0 0 1 0 0 §
0 0 0 0 0 0 1 0

' 0 0 0 0 0 0 0 1

Exercicio 3.1 Exiba a matriz que representaU :

Para facilitar os célculos a seguir, representaremos (3.5 (3.6) de uma Unica
maneira, isto é,

Ur (Giijji) = jiijj - f()1; (3.7)
onde jii é o estado den g-bits do primeiro registrador (i 2 f0; 1;:::;N  1g), jji
€ o estado del g-bit do segundo registrador { 2 f0; 1g) e € a soma mdédulo2.
Note que Us 2 c@"™ 2"").

Exercicio 3.2 Demonstre queUs € um operador unitario.

O operador Us foi de nido para simular quanticamente o papel da funcaof
(3.1). Para identi car o elemento procurado ig, bastaria aplicar Uy em cada estado
associado aos elementos da lista e manter o segundo registoa no estadojOi ou jli.
Quando o estado do segundo registrador fosse alterado, saf@nos que o elemento
buscado teria sido encontrado. Neste caso, o estado do primeiregistrador seria
jioi. No entanto, isso ndo proporcionaria ganho algum em relagaooacaso classico,
usando a fungéof . O que vai fazer diferenca é que podemos também aplicds;
em estados superpostos. Vejamos.

O proximo passo do algoritmo é aplicar o operadot); sobre o estadoj iji

resultante da inicializacdo (Figura 3.2). Ou seja,
| |
o 1 Xt
U (G iji )=U  p=  jii ji
N i
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jo — 2 -
1h

JOl_H T —

jli—H — —
J1

Figura 3.2: Aplicacdo do operador U; sobre o estadoj iji

Usando a distributividade do produto tensorial em relacdo a dicdo de vetores,
!

— 1 Xt
U ( iji )=U p=  Jiiji
N i=0
Da linearidade do operadorUs ,
— 1 Xt
Ut (j iji )= p= U (jijji ):
N i=0

Substituindo a de ni¢éo do estadoji , dada em (3.3), na expresséo acima, obtemos:

K 1

Sy

A oL
Ur (j 11) UfﬂI&§Mle

0
1

Us é§mmjnun

i=0

Novamente, da linearidade deUs ,

1 X1t
UMJW)=HW ﬂ?uumm Us (jiij1i)) -
i=0

Da de ni¢éo de Ut , em (3.7), temos:

U (j iji ) SUAROIN T FR O

_Gii @) j 1 f(@)i): (3.8)
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Da de ni¢éo de f, em (3.1),

poror 1 o= B BESE o

Substituindo a expresséo anterior em (3.8), temos:
0 1
1L X' L o 1o
U (j ij1 )= p= p= (i (joi j 1)) + p=(jiol (jLi j Qi)A:
N 2 2
i=0;i&ig
Novamente, da de nicdo deji ,

00 y 1 1 1
UG i ) = p- @@ jiiji A jioiji A
N i=0i6io
1 Lo
= P= ¢ D' Ojiiji

N i=0

Ou ainda, I
1 X! .
U G iii )= p= ( D'Ojii ji: (3.10)
N o
Note que o estado do segundo registrador ndo se altera (comasté acima, isso nao
quer dizer que ele seja desnecessario!). O estado do printeinegistrador continua
sendo uma superposicdo de todos os estados associados aemehtos da lista.
Entretanto, a amplitude do elemento procurado foi alteradade plﬁ para p%
Ap6és a aplicagdo do operadolJ; , um fato interessante ocorreu. Além da fungédo
f ter sido avaliada em todos os elementos da lista onde esté&ndo feita a busca,
com apenas uma aplicagdo déJ; (este fenébmeno é conhecido comparalelismo
guantico [16]), o estado associado ao elemento procurado foi iderdado como
sendo o Unico que teve sua amplitude alterada. No entanto, easnformacéo sé esta
disponivel quanticamente. Nao adiantaria fazer uma medida d primeiro registra-
dor, pois a probabilidade de se obter o elemento procurado é

2 ~ 1 .
pﬁ N
Antes de prosseguirmos, consideremos a seguinte questédo: @ieacdo do opera-

dor U; sobre um estado qualquer, no primeiro registrador, ainda matém o segundo
registrador no estadoji ? Vejamos.
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Sejajii, um estado qualquer da base computaciond] Oi;jli;:::;;jN lig. Usando
as de nicdes do operadoi); e do estadoji , temos:

Us (jilji ) Ur il p—z(JOIj 1i)

= U p—i(jlleI joiija)

= p—z(Uf (Jiijoi) Uk (jiij 1i))

= pl—z(jiijf(i)i joijr f(i):
Da mesma forma que zemos no calculo dé&J; (j iji ), obtemos:

Ur Giiji ) =( 1 Ojiiji
Ou seja,
sy jiji o sei =g;
UG )= i | sei 6 io:

Usando este resultado e aplicandd; sobre um vetor unitario qualquer

l’( 1
jvi = it + jojiol;
i=0 6= i

(3.11)

gerado pelos elementos da base computacion§lOi;jli;::;jN  1ig, no primeiro
registrador, e mantendo o estadgi , no segundo registrador, temos:

00 101 0 1
1 K 1
Uy @@ i+ jigiAji A = U @ i+ jioifi A
i=0i6io i=0i6io
K 1
= iUr (Jilji )+ iUr (jioji )
i=0i6io
K 1
= i iofioffi
|O:O;|&|0 1
w1
= @ it jiiAjio: (3.12)
i=0;i6=io

Concluséo: a aplicacao déJ; sobre o estadgviji néo altera o estado do segundo

registrador. Portanto, para simpli car os célculos, sempie que o estado do segundo
registrador for ji , como é o caso no algoritmo de Grover, omitiremos o segundo
registrador. E importante destacar que o estadgi ¢é fundamental no processo de

marcacao do elemento procurado.
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Exercicio 3.3  Veri que o0 que acontece se, ao aplicarmos o operaddy; , 0 estado
do segundo registrador nédo for o estadpi

Voltemos ao algoritmo. Com o elemento a ser buscado ja identiado quantica-
mente, 0 proximo passo sera aumentar a probabilidade de esskemento ser obtido,
ap6s uma medida.

O novo estado do primeiro registrador sera denotado poy 1i, isto &,

1
joai= 91: ( 1) Djii: (3.13)
N s
Olhando com mais cuidado o resultado da aplicagcéo dég; sobre o estadgviji ,
em (3.12), podemos obter uma interpretacdo geométrica do efo do operadorU;
sobre o primeiro registrador: a aplicacdo deJ; sobre um vetor unitario qualquer
gerado pelos elementos da base computacionflOi;jli;:::;jN  lig resulta numa
re exao desse vetor em relacdo ao subespaco ortogonaljigi, gerado por todos os
outros elementos da base computacional. Para visualizaresse resultado, podemos
considerar essa re exdo como uma re exdo em relagdo a projgg dejvi sobre o
subespaco ortogonal gigi. Denotando essa projecao pelo vetor unitariqui, temos:

1 X!t
N 1 __
i=0;i&ig

Exercicio 3.4 Demonstre que a projecéo d¢ i, de nido em (3.2), sobre o subes-
paco ortogonal ajigi pode ser representada por

jui = p—pﬂ i p—l_'i i (3.15)
J N lJ N lJ ol: .
Para completar a visualizacdo, calculemos os angulos entjei ejigi e entrejui
e jipgi. Usando o produto interno, temos:

XA o
h jigi = p—= hjigi = p=hiojigi = p—= (3.16)
N s N N
e
L 1 Xt
mj|0| = p: hJ|0| =0: (317)
N 1isiei,

Ou seja, 0 angulo entrgj i ejigi € menor do que=2rad (seN é grande, o dngulo
€ quase =2 rad) e o angulo entrejui e jigi é exatamente =2 rad. Usando os
resultados (3.16), (3.17) e a expressédo dada em (3.15), pades, nalmente, obter

uma representacdo geométrica para a acao do operaddf sobre o estadg i, dada
na Figura 3.3.



3.2. OPERADORES DO ALGORITMO 29

jio

>

jui

==¥--

J o2l = Usj i

dh

Figura 3.3: Acdo de U; sobre o estadoj i.

Induzidos por essa representacdo, poderiamos, entdo, réieo vetor j 1i em
relagdo ao vetorj i, para aumentar a amplitude do elemento procuradgjipi, em
relagdo a sua amplitude no estadg i (Figura 3.4).

jiol
A

=
1
c

Figura 3.4: Reexdo de j 1i emrelagédo aj i.

Uma observacdo importante: como todas as amplitudes dos estas envolvidos
no algoritmo de Grover sdo nameros reais, o produto internoempre resultara em
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um ndmero real. Isso possibilita a comparacao entre angulade dois pares de estados
quaisquer. A partir de agora, teremos em mente esse fato.

A projecdo dej ;i sobrej i é dada porh j ;1ij i: Motivados pelo losango
abaixo (Figura 3.5), vemos que o vetor resultante da re exaadej ;i em relacdo a
j 1 pode ser descrito como

(2h j 1)j 1] i (3.18)

j ol

Figura 3.5: Reexdo de j 1i emrelagédo aj i.

O que desejamos é obter um novo operador que produza essa reé®. Usando
a propriedade (1.14), podemos reescrever a expressao acjnatendo:

hjai)j 1] i =@ ih j)j 2 ) 10=@) ihj 1)j ai:
Ou seja, 0 operador que procuramos €
2 ihj 1 (3.19)

ondel é o operador identidade.
O estado resultante do primeiro registrador, apés a aplica&o do operadorUs ,
em (3.13), pode ser reescrito como

bab =] 1 pgiol; (3.20)
onde
1 X?1

ji=p= jii (3.21)
i=0



3.2. OPERADORES DO ALGORITMO 31

eip é o elemento procurado. Denotando poj i (Figura 3.6), o estado resultante
da aplicagcdo do operador?j ih j | sobrej ii, e usando (3.20), obtemos:

(2j ih j 1) a

@2jihj 1) ji pliol

j Gl

2hij i)ji pﬁh jiol jij i+ pﬁjloli (3.22)
Substituindo (3.16) em (3.22), temos:

.. _ N 4 . 2 ...

j gi= Tj i + pﬁjw: (3.23)
Esse €, entdo, o estado do primeiro registrador apos a aplicio dos operadores); e
2j ih j 1 (o estado do segundo registrador permanece inalterado). Aotposicao
desses dois operadores é chamada dperador de Grover G, isto é,
G=(2j ihj 1) 1)U: (3.24)

O segundo operador identidade aparece, porque o operaddr ih j | é aplicado
apenas no primeiro registrador (Figura 3.6).

ji J ol I Gl
: o Ur ! 2 ihj 1 !
o ik
jlii —{ H —

ji ji

Figura 3.6: Uma aplicacdo do operador de Grover (G).

Exercicio 3.5 Demonstre queG é um operador unitario.

De (3.23), obtemos a amplitude do estadgigi, apés a primeira aplicacdo do
operador G:

N o4l 2 N 4
N N N NN

Por exemplo, paraN =4, a probabilidade de se obter o elemento procurado, apés
uma medida do estadoj i, em (3.21), € 25% J& a probabilidade de se obter
0 elemento procurado, apés uma medida do estado gi, em (3.23), €100% No
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entanto, para valores grandes déN , essa probabilidade ainda é pequena. Até agora,
0 que podemos garantir € que, com uma aplicacdo do operad@r, a amplitude do
estadojipi € aumentada, em relacéo a sua amplitude no estadoi. E se aplicarmos
novamente o operadorG sobre o estadg giji ? A interpretacdo geométrica dos
operadoresU;s e2j ih j | nos induz justamente a isso (Figuras 3.3 e 3.4).

3.3 Custo Computacional do Algoritmo

Como demonstraremos nesta secdo, 0 estado resultante do meiro registrador,
ap0s cada aplicagdo do operado6, vai se aproximando do estadgjigi. Entdo,
para determinar o custo computacional do algoritmo de Grove temos que calcular
guantas aplicacGes deé5 serdo necessarias.
Inicialmente, demonstraremos que a aplicacdo d&k (k 2 N) produz um rotac&o

dej i emdirecdo gjigi, dek rad, no subespaco gerado pelos vetorgsi ejigi, onde

€ o angulo entrej i e Gj i (Figura 3.7). Para facilitar a leitura, dividiremos a
demostracéo emd proposicoes. A Proposicéo 1 diz quekj i pertence ao subespacgo
gerado porj i ejigi, paratodok 2 N. A Proposicéo 2 estabelece que o &ngulo entre
GXj i e G**1j i também ¢ , para todo k 2 N. Na Proposicdo 3, demonstramos
gue G rotacionaj i em direcdo ajigi: Finalmente, na Proposicdo 4, provamos que
o sentido da rotac&do produzida quanddG é aplicado sobreGKj i, para todok 2 N,
€ 0 mesmo obtido quandoG é aplicado sobrej i. O subespacgo gerado poj i e
jioi sera denotado por e o estado do primeiro registrador deG¥j i sera denotado
porj ¢«i: O estado do segundo registradorj( ) sera omitido, pois ele é constante
durante todo o processo.

jiol
G i

GY i

Gj i

Figura 3.7: Efeito da aplicacdo do operador G.

Proposicdo 1 G"j i2 , paratodon 2 N.
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Prova. A demonstracdo é por inducéo. De (3.23), sabemos que

Gj i= %’j i+ p%jioi: (3.25)
Com isso, temos o resultado paran = 1. Suponhamos que, para um dadd 2 N,

GKj i2
Isto €, existem ; 2 R tais que
GKji= i+ jioi: (3.26)
Temos que provar que
Gk+1j i2

Aplicando o operador G nos dois lados de (3.26), obtemos:

GKlj i= Gj i+ Gijii: (3.27)

Jéa sabemos quesj i2 . CalculemosGijipi: Da de ni¢cdo de G, em (3.24), temos:

Gjioi =(2j ith j 1) Ujioi: (3.28)
De (3.11),
Ugjigh = | gi: (3.29)
Substituindo (3.29) em (3.28) e usando (3.16), obtemos:
Gjiol = (2] ih j 1)(] ioi)
= 2h jigij i+ jigi
= p%j i+ jioi: (3.30)
Ou seja, Gjigi 2 . Como os estadosGj i e Gjigi pertencem a ; de (3.27),
concluimos que
Gk+lj i2 :

gue naliza a indugdo. m

Proposicdo 2 O angulo entreGXj i e GX*1j i é rad, para todok 2 N.

Prova. Usando a de nicdo de angulo entre dois vetores, dada n€apitulo 1, p. 12,
0 enunciado deste lema torna-se equivalente a

h gkj gksi =cos , 8k 2 N.
Reescrevendo, temos
h c«jGj i
hG*)Y j oi:

h ij Gk+1i
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Usando o fato de que
(G)i evi = (GG j i=] i
obtemos, para todok 2 N,
hijsi
= cos ;

h ] ke i

como queriamos demonstrar. m

Proposicdo 3 O operador G rotaciona j i em direcdo ajigi:

Prova. Inicialmente, calculemos o angulo entre os vetoresj i e Gj i. De (3.16)
e (3.23), temos:

cos = hjgi
N 4 . 2 ..
= Thj |+pﬁh1|0|
_ON 4,2 1
N N N
N 2
= N (3.31)
Calculemos, agora, 0 angulo entr&sj i ejigi. De (3.16) e (3.25), temos:
- N 4, . . 2 ...
h gjioi = Th jiol + pﬁhojlol
= N, 4,52
NN N
_ 3N 4
NON

Para uma lista com 2 elementos {l = 2), o algoritmo de Grover néo funciona (dé
uma justi cativa para isso). Vamos supor, entdo, queN > 2. Neste caso,

3N 4>pl__
N'W N’

ou melhor,
h Gjigi > h jioi:
Como a funcdoarccos é decrescente no intervald 1;1], a desigualdade acima &

equivalente a
arccosh gjioi) < arccosh jigi):

DaProposicao 1j gi2 e, de (3.31), sabemos que a rotagdo produzida p& é, no
maximo, de =2 rad. Portanto, usando a desigualdade acima, a Unica possiidade
€ que a rotagcdo dg i seja em direcdo gipi: m
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Proposicédo 4 A aplicacdo deG sobrej ni, para todon 2 N, mantém o mesmo
sentido de rotacao quanddG é aplicado sobrg .

Prova. Pelas Proposicbes 1, 2 e 3, ja sabemos que, quando epinos o operador
G sobre 0 estadg gn i, temos apenas duas possibilidadess (G"j i) € um estado
resultante de uma rotacdo de rad, em , no sentido horario ou anti-horario. Se
demonstrarmos que, para todon 2 N,

G(G"j i)8 G" 1j i;
poderemos concluir que a rotagdo mantém o mesmo sentido quadm G é aplicado
sobrej i. A demonstragdo serd, portanto, por indugéo. Inicialmente mostremos
que
G Gl i 6GY i;

ou seja,

Gj cig | i:
Usando (3.25) e (3.30), podemos calculaGj gi:

Gisi = G ¥ji+p%jioi
= %Gjup%ejioi
N 4 N 4 . 2 2 2.
= N le+9ﬁjlol +|é>ﬁ pﬁj i + jigi
N 4% 2N 8. 4. . 2 .
= N J|+ﬁj|ol le+{9ﬁjlol
N 42 4 . 4N 8
= N — jI+WJI0I.

Para N > 2, este estado é diferente d¢ i. Suponhamos agora que, para um dado
k2N,

G G i 8Gk1ji:
Como G é um operador unitario, podemos aplica-lo nos dois lados daxpressao
acima e ainda obter estados distintos, isto &,

G G*j i & GKj i:

Isso conclui a inducéo (dé um exemplo mostrando que a conclis da inducéo sé6 é
possivel, porqueG € um operador unitario). m

Conclus&o: a aplicacdo d&* sobrej i produz uma rotagéo dek rad em direcéo
a jiol, no subespaco gerado poy i ejigi, para todo k 2 N.

Consideremos, entdo, o custo do algoritmo de Grover. De fona mais precisa,
devemos calcular o numero de vezels que o operadorG deve ser aplicado para
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que o estadoGXj i torne-se o mais préximo do estadqioi. Dito de outra forma,
queremos saber que valor dé& faz com que o angulo entrgioi e G¥j i seja o mais
préximo de zero (Figura 3.8). Admitindo que k seja um nimero real, podemos
representar matematicamente o problema acima através da gainte equacéo:

arccosh jigi) k =0: (3.32)
jiol G i
k 1;
A G i
. G i
K Gj i
joi
Figura 3.8: AplicacBes sucessivas do operadoG.
De (3.31), ja sabemos que o angulo entrej i eGj i é
2
=zarccos ——— . (3.33)
N
Substituindo (3.16) e (3.33) em (3.32), obtemos:
1
arccos pﬁ k arccos =0:
Isolando k, temos:
arccos pi-
k= ——<——: (3.34)
arccos ~y=

Para sabermos a ordem de grandeza de, inicialmente, comparemos k com

N . Calculando o limite, temos:
k

lim — =0:

N1z N 0
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Ou seja, k € menor do queN, para valores grandes deN. Calculemos, entdo, o
seguinte:

lim k =1

Nt log,(N)

Neste casok € maior do quelog,(N), para valores grandes deN. Tentando um
valor intermediario , obtemos:

. k
N“!En pﬁ'Z'

Isso signi ca que, para valores su cientemente gr&rges d&, o nUmero de vezes
gue o operadorG deve ser aplicado é, no maximo, N vezes.

Esse é o resultado que tinhamos enunciado no inicio do capitu Na proxima
secdo, daremos um exemplo usando uma lista com 8 elementos.

Exercicio 3.6  Calcule os trés limites acima.

3.4 Exemplo: N=8

Apliguemos o algoritmo de Grover em uma lista comN = 8 elementos. O primeiro
registrador terd, portanto, 3 g-bits. A primeira pergunta é: quantas aplicacdes do
operador G devem ser utilizadas? Usando (3.34), obtemos:

arccos pl—g
=167
arccos 252

Para que o estado resultante da Gltima aplicacdo dé5 esteja 0 mais proximo de
jioi, devemos aplicar2 vezes o operadoiG (Figura 3.9). A idéia é arredondar o
valor de k para o inteiro mais préximo.

i i Sl j o oo

joi —{n = —— —{+F1
o —[] U Zing ey, 2 10

Figura 3.9: Duas aplicacBes do operadorG, para N =8 eip =101.
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Antes da aplicacdo deG, o algoritmo cria uma superposicaoj i formada por
todos os elementos da base computacional associada ao pebh. Isso € obtido
aplicando o operadorH (2.2) sobre cada g-bit do estado inicial(jO0G ) do primeiro
registrador, isto &,

—

Hjoi Hjoi Hjoi

pl—é(jOi + 1) pl—é(jOi + 1) pl—é(jOi + 1)

pl—g (jO0G + jOO1i + jO1G + jO11i + j100 + j101i + j110 + j111):
Em notacdo decimal, temos:
ji= p%(jOi + jli + j2i + j3i + j4i + j5i + j6i + j7i):

Supondo que o elemento procurado seja

jioi = j101 = j5i;
0 préximo passo é aplicar o operadot); sobre o estadg iji : O elemento procu-
rado é, entdo, o Unico que tem sua amplitude alterada:
jaii = UG i)
_ jOi + j1i + j2i + j3i + j4i | 5i+ 6 +]|7i
= p—
8
Em seguida, o operador2j ih j | é aplicado sobre o estadg i, produzindo o
estadoj gi:
i = (2jihj 1)jal

@hj 4)jij i

-g"i' i

—21 ] 1

= —(JOi + jLi + j2i + j3i + j4i + j6I + |71) + —|5i:
39—8(1 j ] ] ] ] i) ;9—81

Se medirmos este estado, a probabilidade de se obter o elert@procurado é

5 2
5 = 7812%
8 :

Entretanto, ja sabemos que devemos aplicar 2 vezes o operad®. Aplicando o
operador U; sobre o estadg giji , obtemos:

jo2dji = U (j Giji )
= — (jOi + jLi + j2i + |3i + j4i + |6 + |7i —|5i [
39—8(1 JU +j2i + j3i + jdi + ] J)EP—SJ j
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Novamente, o elemento procurado € o Unico que tem sua amplitedalterada. Apli-

cando o operador?j ih j | sobrej i, temos:
j el = (2] ih j 1)j ai
= (2hj2i)jij o
- 4 ij i
= 4J I o2

1 11 .. ..
—(JOi + jLi + j21 + |3 + j4i + j6i + |71) + —|5i (-
ZP—S(J JL +j2i + j3i + j4i + j6i + j7i) -

Figura 3.10: Duas aplicagcdes do operadorG, para N =8 eip =101.

Fazendo uma medida do estadg g:i, obtemos o elemento procurado com pro-
babilidade de
11 2
b= = 9453%
4 8
Na Figura 3.10, representamos geometricamente os passos digaitmo resul-

tantes de duas aplicac6es do operadds.

Exercicio 3.7 Usando a Figura 3.10, dé uma explicagdo para os sinais das ampl
tudes da superposicdo dada em goi.

3.5 Circuitos Quanticos para o Operador G

Nesta sec¢do, iremos decompor o operad@ em termos de portas de 1 g-bit e portas
CNOT. Essa decomposi¢do mostrara como poderia ser uma impleamtacao pratica
do operadorG.
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3.5.1 Circuito quéantico para o operador Us

Recordemos que a funcéd (3.1) age como um oraculo para identi car o elemento
procurado ig. De forma similar, o operadorU; também pode ser imaginado como
um ordculo. Nesse sentido, ele é um operador diferente do opelor 2j ih j |,
pois deve ser preparado para a identi cacdo do estadgioi. O operador Us pode
ser representado por uma porta To oli generalizada com n g-bits de controle, 1
g-bit alvo no estadoji e 2 portas X atuando noi-ésimo g-bit de controle, sempre
gue oi-ésimo digito binario deig for 0. Por exemplo, o circuito quantico para o
operador U; , usado no exemplo dado na Secao 3(4 =3 eip =101), tem a forma
apresentada na Figura 3.11. Se o elemento procurado fossellhenhuma porta X
seria usada. Caso fosse 000, 3 pares de portdsseriam usadas, um par em cada
g-bit de controle.

— X e dX —

3 4

i N i
J N T
Figura 3.11: Circuito quéantico para o operador U; (n =3 eio = 101).

3.5.2 Circuito quéantico para o operador 2 ihj |

Consideremos, agora, a decomposicao do operad®r ih j 1. Usando
ji=H "j0oi ehj=HjH ")Y;

temos, entao,

2 thj | 2H "(jOihO)(H )Y I

H "@j0ihGj))(H ")Y H "(H "y

H "(2j0h0j] 1)(H ")Y

H "(2j0h0] 1)H ": (3.35)

Observe queH " é uma matriz simétrica com apenas entradas reais. Portanto,
(H"Y=H "

Exercicio 3.8 Demonstre que o produto tensorial de matrizes simétricas éma
matriz simétrica.
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A equacdo (3.35) mostra que, para obtermos o circuito quantio do operador
2j ih j 1, basta considerarmos o operadofj0ih0j |. Esse operador faz uma
re exdo em relacédo ao estadqQi. O circuito para esse operador € dado na Figura
3.12. Na Tabela 3.1, representamos a a¢cdo desse operador sbrestadojQi.

8
— e X
il Ul
n : : : -
g-bits [ Ly
% g i 5
A S ]
i o oo o ol j o4 j s

Figura 3.12: Circuito quéntico para o operador 2j0ihQj 1.

Observe que a Unica porta que atua nos g-bits ao mesmo tempo, na Figura 3.12,
€ a porta To oli generalizada (Figura 2.5).

Exercicio 3.9 Teste a acdo do circuito da Figura 3.12 em outros estados da ba
computacional para perceber que, para qualquer entrad§ji, com0<j <N , a
saida sera semprejfi.

jool [ joal [ jo2b | oal j 4 j si
o |4 [0 [0 @ T)im | o
0| jni | g | i i i
o | jai | g | jai i i
joi jli ji i ji joi

Tabela 3.1: Acdo do operador2j0ih0j | no estadojOi da base computacional.



Capitulo 4

Algoritmo de Shor

4.1 Reducéao da Fatoracdo ao Calculo de Ordem

Neste capituldt, vamos descrever o algoritmo de Shor [21] que acha os fatorps-
mos de um numero compostdN . Comecaremos mostrando como a fatoracdo pode
ser reduzida ao célculo da ordem de um numerg menor queN, escolhido aleato-
riamente. Imagine queN é um ndmero grande, por exemplo com 300 digitos na
notacdo decimal, j& que tais nimeros sdo usados em criptogea Embora N seja
grande, o nimero de g-bits necessario para guarda-lo € muifgequeno. Em geral,
log, N n&o é um inteiro, entdo de nimos

n = dog, Neg

onde dog, N e € o menor inteiro maior ou igual alog, N .

Um computador quantico comn g-bits pode guardarN ou qualquer outro inteiro
positivo menor queN . Facilmente, vemos que o nimero de fatores primos dd &
no maximo n. Se o numero de g-bits e o nimero de fatores primos sdo meno@s
iguais an, entdo é natural perguntar se existe um algoritmo que fatoraN em um
ndmero de passos que é polinomial em. Mais precisamente a questao é: existe um
algoritmo de fatoracdo na classe de complexidade [17]?

A reducédo da fatoracdo deN ao problema de achar aordem de um inteiro x
menor queN pode ser descrita da seguinte forma. SeeN possuem fatores comuns,
entdo o MDC(x; N ) fornece um fator deN ; portanto, € su ciente investigar o caso
guando x é coprimo comN. A ordem de x, médulo N, € o menor inteiro positivo
r, tal que

x" 1 mod N:

Ser for par, podemos de nir y como sendo

r=2

X y mod N:

10s exercicios deste capitulo estdo embutidos no préprio texto , com excecéo dos trés Gltimos
na pagina 58.
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A notac&o acima signi ca quey € o resto da divisdo dex'=2 por N e, pela de nicéo,

0 y<N. Note quey satisfazy? 1 mod N, ou equivalentemente,(y 1)(y+1)

0 mod N, o que signica queN divide (y 1)(y+1). Sel<y<N 1, os fatores
y ley+1 satisfazemO<y 1<y +1 <N, portanto, N ndo pode dividir
y 1lnemy+1 separadamente. A Unica alternativa é que amboy ley+1
tenham fatores deN. Entdo, MDC(y 1;N) e MDC(y + 1;N) produzem fatores
ndo triviais de N. Se N tiver mais fatores, eles podem ser calculados aplicando
o algoritmo recursivamente. ConsidereN = 21 como exemplo. A sequéncia de
equivaléncias

2 16 mod 21
25 11 mod 21
26 11 2 1mod21

mostra que a ordem de 2, moédulo 21, é = 6. Portanto, y 2® 8 mod 21 De
y 1lresulta o fator 7 e dey + 1 resulta o fator 3 de 21. Resumindo, se escolhermos
aleatoriamente um inteiro positivo x menor queN e calcularmos o MDQXx; N ), ou
teremos um fator deN, ou caremos sabendo quex é coprimo comN . Neste Ultimo
caso, sex satis zer as condices (1) a ordenr é par, e (2)0<y 1<y +1 <N,
entdo o MDC(y 1;N) e MDC(y + 1;N) produzem fatores deN. Se uma das
condi¢Bes ndo é verdadeira, recomegamos até achar um caratiol x apropriado. O
método nao seria (til se estas suposi¢fes fossem restrittvdemais, mas felizmente
este ndo é o caso. O método sistematicamente falha, & for uma poténcia de
algum primo, mas nesse caso, um algoritmo classico e cien& conhecido. SeN for
par, podemos continuar dividindo por 2 até o resultado passaa ser impar. Resta-
nos aplicar o método para os inteiros compostos impares quéio sdo poténcias de
algum namero primo. E complicado provar que a probabilidadede acharx coprimo
com N satisfazendo as condi¢des (1) e (2) € alta; de fato, essa pathlidade €
1 1=2¢ 1 ondek é o nimero de fatores primos dé\. No pior dos casos Kl tem
2 fatores), a probabilidade é maior ou igual al=2 (veja a prova no Apéndice B de
[10]). A primeira vista, parece que acabamos de descrever ualgoritmo e ciente
para achar um fator deN . Isto ndo é verdade, ja que ndo sdo conhecidos algoritmos
classicos e cientes para calcular a ordem de um inteiroc médulo N. Por outro
lado, existe (depois do trabalho de Shor) um algoritmo quarito e ciente. Vamos
descrevé-lo a seguir.

4.2 Algoritmo Quantico para o Calculo de Ordem

Considere o circuito da Figura 4.1 que calcula a ordenn de um inteiro positivo x
menor queN, coprimo comN . V, é um operador linear unitario dado por

Vi (jjijki)=jji k+x ; 4.1)
ondejji e jki sdo os estados do primeiro e segundo registrador, respeetente.

As operacbes aritméticas sdo feitas moduldl, assim0 k + xI <N . O operador
DFT ( Discrete Fourier Transform ) sera descrito mais adiante.
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1 registrador : DETY
(t g-bits) )

2 registrador
(n g-bits)

o —————— +
1 ! t ! 1 !
ol i [EPYR I jai sl

Figura 4.1: Circuito quantico para achar a ordem de um inteiro
positivo x médulo N .

O primeiro registrador possuit g-bits, ondet deve ser escolhido de forma que
N2 2 2N 2, por razdes que cardo claras mais adiante [20]. Se a ordem é
uma poténcia de 2, entdo € su ciente tomart = n. Nesta secdo, vamos considerar
este caso especial e deixar 0 caso geral para a Secdo 4.4. @oaremos usando a
variavel t para generalizarmos nossa discussdo mais adiante.

Os estados do computador quéntico estdo indicados pgr ¢i atéj si na Figura

4.1. O estado inicial é o . _
o= 1090
t n

A aplicacdo do operador Hadamard

101 1
H=p5 1 1 °

em cada g-bit do primeiro registrador, resulta em

A T
j 1l = p= jjijoi: 4.2)
2t
j=0
O primeiro registrador esta em uma superposi¢ao de todos ostados da base com-
putacional com igual amplitude dada por p% Agora, note 0 que acontece quando
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aplicamosVx emj ;ji:

Vi j i
X1
Vi(jjijoi)
j=0
X1
jji X (4.3)
j=0

j 2l

1
P

1
P>

O estadoj i € interessante, pois, ja queVy € linear, ele atua simultaneamente em
todos os termosjjij0i para 2' valores dej. Logo, isto gera todas as poténcias de
X simultaneamente. Esta caracteristica € chamadgaralelismo quantica Algumas
dessas poténcias sdo 1, as quais correspondem aos estados
2t

jOij i sjrijdi;j2rijdi; - 1 r jli: (4.4)
Isto explica a escolha de (4.1) para/k. Classicamente, poderiamos calcular sucessi-
vamentex! , paraj comecando de 2 até chegarmosja= r. Quanticamente, pode-se
calcular todas as poténcias dex com uma Unica aplicacdo devx. No nivel quantico,
todos os valores dg§ que produzemx! 1 mod N sdo conhecidos. Mas esta in-
formacao ndo est4 totalmente disponivel no nivel classicdJma informacao classica
de um estado quantico é obtida através de uma medida e, nest@pto, nao ajudaria
se medissemos o primeiro registrador, j& que todos os estadda superposicao (4.3)
possuem igual amplitude. A primeira parte da estratégia paa determinar r é ob-
servar que o primeiro registrador dos estados (4.4) é periéeb. Entdo, a informacao
gue queremos é um periodo.

Para facilitar os calculos, vamos medir o segundo registramt. Antes de fazer isto,
vamos reescrever o estadp »i, fatorando os termos iguais do segundo registrador.
Como xI é uma funcgéo periédica com perioda, vamos substituir j por ar + b na
equacdo (4.3),onded a (2'=r) 1e0 b r 1. Lembre-se que supomos que
t = ner é uma poténcia de 2, portantor divide 2. A equacdo (4.3) é convertida
em 0 1

t
b=0 a=0

2t 4

S 1 XigX T :
jal=ps Ea) jar + HX X0 (4.5)
No segundo registrador, substituimos<® por x *® ja quex” 1 modN. Agora, 0
segundo registrador € medido. Qualquer resultada®, x*, ..., x" ! pode ser obtido
com igual probabilidade. Suponha que o resultado & . O estado do computador

guantico é agora 0 1

ro__ %( 1

i= | jar + i X x® (4.6)

a=0
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Note que depois da medida, a constante € renormalizada papag, j& que existem
2'=r termos na soma (4.6). A Figura 4.2 mostra a probabilidade de latermos os
estados da base computacional, medindo o primeiro registdmr. A probabilidade
forma uma funcéo periédica com perioda. Estes valores sdo zero, exceto para 0s
estadosjlyi, jr + boi, j2r + byi, ..., j2¢ 1+ byi.

Distribuicdo de probabilidades

0 bo r+ by 2r + by 3r + by Termos de j 3i
(1 registrador)

Figura 4.2: Distribuicdo de probabilidades de j ;i medido na base com-
putacional (para o caso by = 3 and r = 8). O eixo horizontal tem 2!
pontos, o nimero de picos €2'=r e o periodo ér.

Como podemos descobrir o0 periodo de uma fungéo e cientemes®? A resposta é
a transformada de Fourier. A transformada de Fourier de uma fincdo periédica de
periodor € uma nova fungédo com periodo proporcional &=r. Isto faz diferenca para
determinar r. A transformada de Fourier € a segunda e Ultima parte da estri&gia
usada por Shor. Todo o método depende de um algoritmo quantice ciente para
calcular a transformada de Fourier, que ndo esta disponivetlassicamente. Na
Secédo 4.5, mostraremos que a transformada de Fourier é calada e cientemente
num computador quantico.

4.3 A Transformada de Fourier Quantica Discreta

A transformada de Fourier de uma funcdoF : f0;:::;N 1g! C é uma nova
funcdoF : f0;:::;N 1g! C de nida por
1 Xt
F(k) = P eI=N E(j): 4.7)
j =0

Podemos aplicar a transformada de Fourier ou em uma funcdo oem um estado
da base computacional. A transformada de Fourier aplicada @ estadojki da base
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computacional fj Oi ;:::;jN  1lig é
1 Xt
DFT (jki) = j «i = P N i (4.8)
j =0
onde o conjuntofj ki : k =0;:::;N 1g forma uma nova base ortonormal. A

transformada de Fourier € um operador linear unitario; portanto, se sabemos como
ele atua nos estados da base computacional, também sabemasmo ele atua num
estado genérico

IX 1

ji= F(a)jai:

a=0
A transformada de Fourier dej i pode ser obtida através de (4.7) ou (4.8). No
resto do trabalho, vamos usar a dltima forma.

Para provar quefi ki :k=0;:::;N 1g é uma base ortonormal, i.e.,

h ko ki = kox;
podemos usar a identidade

1 X l(:‘,'Zijk:N _ 1, sek € um mdltiplo de N
= ' L (4.9
N . 0; caso contrario,

que é util no contexto da transformada de Fourier. E facil veicar que (4.9) é
verdadeira. Sek é um miiltiplo de N, entdo €N =1 justi cando o primeiro
caso da identidade. Sek ndo € um mdltiplo de N, (4.9) é verdade, mesmo sé&\
n&o for uma poténcia de 2. A Figura 4.3 mostra cada terma?® N (j = 0;:::;6)
para o casok =1 e N =7 como vetores num plano complexo. Note que a soma
dos vetores deve ser zero pelo argumento de simetria: a didiuicdo dos vetores é
isotropica. Usualmente, diz-se que a interferéncia é desttiva neste caso. Usando
essa identidade, podemos de nir a transformada de Fouriemversa, que é similar a
(4.8), porém com um sinal de menos no expoente. Note que DFE = DFTY, ja
gue DFT é um operador unitério.

Apresentaremos os detalhes de um circuito quantico para reialar a transformada
de Fourier na Sec¢éo 4.5. Agora, continuaremos o processo ddado da Figura 4.1.

Estamos prontos para achar o proximo estado do computador cantico: | g4i.
Aplicando a transformada de Fourier inversa no primeiro regstrador, usando a
equacao (4.8) e a linearidade da DFTY, obtemos

DFTY(j si)
r 3 0 ¢ 1
T X ' 1 ! 2if (ar+bg)=2" ::: bo
= ? @p? e <! ( )= ”|A X
a=0 j=0

j a4l



4.3. A TRANSFORMADA DE FOURIER QUANTICA DISCRETA 48

Figura 4.3: Desenho dos vetorese? = 7 (j = 0;:::; 6) no plano complexo.
A soma desses vetores é zero por argumentos de simetria. Este @m
exemplo da equacéo (4.9) paraN =7,k =1.

Invertendo a ordem do somatério, temos

0 2 t 3 1
¢ 2 1
. 1g¥Xltg 1 X7 2 B
joai= p—F%) QE en L 2ib o= jjlg xP (4.10)
j=0 a=0

Usando (4.9), vemos que a expressao nos colchetes é diferetiéezero, se e somente
sej = k2'=r comk = 0;:::;r 1. Quandoj assume tais valores, a expressio nos
colchetes é igual a 1. Entdo, temos

1 t
j4i:pl—_xe2‘5*b°k—2 xb (4.11)
M r
Para acharmosr, a expresséoj 4i tem duas vantagens sobre a expressap si
(equacéo (4.6)): r estd no denominador ddket e o parametro aleatdrioly foi movido
do ket para o expoente, ocupando agora um lugar inofensivo . A Figra 4.4 mostra
a distribuicdo de probabilidades dej 4i medido na base computacional. Medindo
o0 primeiro registrador, obtemos o valorky2'=r, onde ko pode ser qualquer nimero
entre 0 er 1, com igual probabilidade (picos na Figura 4.4). Se obtivermsky =0,
ndo teremos nenhuma informacéo sobre, e o algoritmo tem que ser rodado no-
vamente. Sekg 6 0, dividimos ko2'=r por 2!, obtendo ko=r. Nem ko nem r sdo
conhecidos. Se&q € coprimo comr, simplesmente selecionamos o denominador.
Sekg er tém fator comum, o denominador da fragc&o reduzid&y=r é um fator de
r, mas nao é o proprior. Suponha que o denominador €;. Sejar = rqr,. Agora, 0
objetivo é determinar r,, que é a ordem dex't, médulo N. Rodamos novamente a
parte quantica do algoritmo para achar a ordem dex":. Se acharmos, na primeira
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Distribuicdo de probabilidades

»
>»

0 2! 2 2 3 2 Termos de | i
(1 registrador)

Figura 4.4: Distribuicdo de probabilidades de j 4i medida na base com-
putacional. O eixo horizontal tem 2' pontos; apenas os termos n&o nulos
s80 mostrados. O nimero de picos & e o periodo é2'=r.

rodada, o algoritmo para; caso contrario, o aplicamos recuivamente. O processo
recursivo ndo é longo, porque o numero de itera¢cdes € menor mual a log, r.

Como exemplo, tomeN = 15 que é o menor nimero composto nao trivial. O
conjunto de nimeros menores que 15 e coprimos com 15 & 2;4;7;8;11; 13; 14g.
Os elementos 4, 11 e 14 tém ordem 2 e os elementos 2, 7, 8 e 13 téaem 4.
Portanto, em qualquer caso,r € uma poténcia de 2 e os fatores dd¥ = 15 podem
ser encontrados num computador quantico condog, 15 = 8 g-bits. Os autores
de [23] usam um computador quantico com 7 g-bits, pulando pdes do algoritmo
original.

4.4 Generalizagdo por meio de um Exemplo

Nas sec¢Oes precedentes, consideramos um caso especial qaamdrdemr é uma
poténcia de 2 et = n (t € o numero de g-bits no primeiro registrador, veja na
Figura 4.1, en = dog, N €). Nesta se¢éo, consideramos a fatoragdo dé¢ = 21, que

€ 0 préximo nimero composto nao trivial depois deN = 15. Devemos escolhet

tal que 2! esteja entreN? e 2N?, o que € sempre possivel [20]. Pardl = 21, o

menor valor det é 9. Este é o exemplo mais simples permitido pelos vinculos,as
€ su ciente para mostrar todas as propriedades do algoritmale Shor. O primeiro

passo é escolhex aleatoriamente, tal quel <x <N , e testar sex é coprimo com
N. Se néo for, encontramos facilmente um fator déN pelo calculo do MDC(x; N ).

Se for, iniciamos a parte quéantica do algoritmo. Suponha que& = 2 foi escolhido.
O objetivo € encontrar a ordem dex, que ér = 6. O computador quéantico é
inicializado no estado

j ol = j0ijOi;
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onde o primeiro registrador temt = 9 g-bits e o segundo temn = 5 g-bits. O
proximo passo € a aplicacdo déd ° sobre o primeiro registrador, gerando (veja
equacao (4.2))

R B o

i = p— ij0i:
J 1 95—12._ I
j=0
Em seguida, aplicandoVy (de nido em (4.1)), obtemos
X1

j o = 91: jji 2 modN
512, ,

p;:12 jOijdi +jlij2i +j2ij4i +j3ij8 + j4ijl6 + j5ij1li +
j6ijli +j7ij2i + j8ij4i +j9ij8 + jl0ij16 + j11ij1li +
122 + o

Note que a expressdo acima tem o seguinte padrdo: o estado dgsedo registrador
de cada coluna é o mesmo. Portanto, podemos rearranjar oetmos de forma a
fatorar o segundo registrador:

j 2 = 951212 jOi + j6i + j12i + :::+ j504 + j510 jii +
jL+ j7i + j13i + :::+ j505 + j511 j2i +
j2i + j8i + j14i + 11+ j506  j4i + (4.12)
j3i+ j9i + j15 + :::+ j507  j8i +
j4i +j10 + j16i + :::+ j508 160 +
j5i + j11i + j17i + :::+ j509 |11

Esta caracteristica foi explicitada na equacdo (4.5). Coma ordem nao é uma
poténcia de 2, aqui existe uma pequena diferenca: as primas duas linhas da
equagdo (4.12) tém 86 termos, enquanto o restante delas tenb3

Agora é feita uma medida no primeiro registradof, gerando um dos seguintes
ndmeros com igual probabilidade: f 1;2; 4;8;16;11g. Suponha que o resultado da
medida seja 2. Ento,

jai= pls—_G(jli + 7 +j13 + 11+ j505 + j511)j2i : (4.13)

Observe que o estadg 3i foi renormalizado para ser unitario. N&o importa o
resultado da medida; o que importa é o padrdo periédico de (43). O periodo

2Como a medida sempre pode ser feita no nal do algoritmo (veja [L 6], p. 186), este passo ndo
€ necessario; serve apenas para simpli car as expressdes seguintes.
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do estado do primeiro registrador € a solugdo para o problema a transformada
de Fourier pode revelar o valor deste periodo. Entdo, o prério passo € aplicar a
transformada de Fourier inversa no primeiro registrador dej 3i:

j ai = DFTY( 3i) |
1 X o
= DFTY p— jea+1li j2i
86 .
1 X o X -e,a# P 1 |
= p— p— e? s e ?ismijji j2; (4.14)
512, , ' 86,

onde usamos a equacéo (4.8) e rearranjamos as somas. A Ultirequacdo é similar a
equacdao (4.10), mas com uma importante diferenca. Na Se¢add4assumimos que
divide 2!. Isto ndo é verdade nesse caso (6 ndo divide 512); portantoia podemos
usar a identidade (4.9) para simpli car os termos nos colchies da equacao (4.14).
Esses termos nunca se anulam, mas a contribuicdo principal #&nda em torno de
j =0; 85, 171; 256 341; 427, que sado obtidos dé12ky=6 paraky de 0 até 5 (compare
com a discusséao logo apos a equagédo (4.11)). Para nos conwameos, fagamos o
gra co da probabilidade de dar o resultadoj (no intervalo de 0 até 511), medindo
o primeiro registrador do estadoj 4i. De (4.14), temos que a probabilidade é

Prob(')—;xse“g%z' (4.15)
)= 512 86 ‘ '

a=0
O grad co da Prob(j) € mostrado na Figura 4.5. Vemos 0s picos em torno die =
0; 85; 171, 256, 341, 427, indicando alta probabilidade de dar um destes valores, ou
algum valor muito préximo deles. No intervalo entre eles, a pobabilidade é quase
zero. A largura dos picos depende dé (nUmero de g-bits no primeiro registrador).
O limite inferior de 28 N? assegura uma alta probabilidade em medir um valor
dej carregando a informacado desejada. Uma andlise cuidadosa depeesséo (4.15)
é feita em [15], e um estudo meticuloso da forma do pico é feitam [9].

Vamos analisar os possiveis resultados da medida. Se o readb for j =0 (pri-
meiro pico), o algoritmo néo revela o valor der. Deve ser executado novamente. Es-
colhamosx = 2 e executamos novamente a parte quantica do algoritmo. A prodbi-
lidade de darj = 0 é baixa: da equacdao (4.15) temos que Pr@b) = 86=512 0;167.
Agora suponha que o resultado foj = 85 (ou qualquer valor no segundo pico). Di-
vidimos por 512, resultando85=512, que € uma aproximacao racional dé,=6, para
ko = 1. Como podemos obter de 85=512?

O método de aproximacao por fracdes continuas permite-nosxeair a infor-
macao desejada. Uma fracdo continua de um nimero raciongi=j, tem a forma

J_l = +
[P
ap
usualmente representada porfap; a;;:::; ap], onde ag € um inteiro ndo-negativo e
ap; i ap sdo positivos. Og-ésimo convergente @ ¢ p) € de nido como um
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0.154

Prob( )

0.05

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
i
Figura 4.5: Gra co de Prob (j) em fungdo dej. Compare o formato dos
picos deste grd co com o formato dos picos do gra co da Figura 4.4.

namero racional [ag; a;;::;; ag]. Isto € uma aproximagéo paraj;=j, e tem o deno-
minador menor quej,. Este método é aplicado facilmente pela inversédo da fracao,
seguido pela divisdo inteira com resto racional. Invertend 85=512, temos 512=85,
que é igual a6 + 2=85. Repetimos o processo cor@=85 até obtermos o numerador

1. O resultado é
85 1

=5 1
512 6+m

Assim, os convergentes d85=512 sdo 1-6, 42=253 e 85=512 Devemos selecionar
0s convergentes que tenham um denominador menor qué¢ =21 (ja que r <N )3,
Este método fornecel=6, e entdo,r = 6. Checamos que2® 1 mod 21, e a parte
guantica do algoritmo termina com a resposta correta. A orden r =6 é um ndmero
par, portanto MDC (262  1:21) fornece dois fatores n&o triviais de21. Um célculo
direto mostra que qualquer resultado no segundo pico (digans81 |  89) produz
0 convergente 1/6.

Considere agora o terceiro pico, que corresponde ky = 2 da férmula ko=6.
Aplicamos novamente o método de aproximacao por fracdes cdntas, resultando
em 1=3, para qualquerj no terceiro pico (digamos167 | 175. Neste caso,
obtemos um fator der (r; = 3), jaque2®> 86 1 mod 21. Rodamos a parte
guantica do algoritmo novamente, para achar a ordem de 8. Oldremosr, = 2.
Logo,r =rir, =3 2=6.

O quarto e quinto picos também fornecem fatores de. O Ultimo pico é similar

3A desigualdade r ' (N) segue do teorema de Euler: x’ (N) 1 mod N, onde x é um inteiro
positivo coprimo com N e' ¢é a fungdo totiente de Euler (' (N) fornece o ndimero de inteiros
positivos menores que N, coprimos com N). A desigualdade ' (N) <N segue da de nicdo de '
(veja [24], p. 492).
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ao segundo, resultanda diretamente.

A avaliacdo geral da probabilidade de sucesso € a seguinte. &ea abaixo de
todos os picos é aproximadamente a mesma: 0; 167. O primeiro e 0 quarto picos
séo diferentes dos outros eles ndo sao espalhados. Para aallar suas contribuicfes
para a probabilidade total, tomamos a base igual a 1. As areaswbaixo do segundo,
terceiro, quinto e Ultimo picos sdo calculadas, adicionanda Prob(j ), paraj rodando
em torno do centro de cada pico. Entdo, em aproximadamente 23 dos casos, o
algoritmo falha (1 pico). Em aproximadamente 33% dos casos, o0 algoritmo retom
r de primeira (2 e 6 picos). Em aproximadamente 50% dos casos, o0 algoritmo
retorna r na segunda rodada ou mais (3 4 e 5 picos). Agora, vamos calcular a
probabilidade de acharr na segunda rodada. Para o 3e 5 picos, o fator restante
ér, =2. O graco equivalente para a Figura 4.5, neste caso, tem 2 pis, entdo o
algoritmo retorna r, em 50% dos casos. Para o 4pico, o fator restante ér =3 e
o algoritmo retorna r, em 66,6% dos casos. Assim, 0 resultado 222 8% de
50%, que € igual a aproximadamente 22%. Resumindo, a probdiciade de sucesso
para x =2 € em torno de 55%.

45 Transformada de Fourier em termos de Portas
Universais

Nas secBes precedentes, mostramos que o algoritmo de Shor é algoritmo pro-
babilistico e ciente, assumindo que a transformada de Fouer poderia ser imple-
mentada e cientemente. Nesta sec¢do, decompomos a transfoada de Fourier em
termos de portas universais: CNOT e portas de 1 g-bit. Esta demmposicdo per-
mite avaliarmos o custo computacional (complexidade) da tansformada discreta de
Fourier e mostra como implementa-la em um computador quanto real.

A transformada de Fourier dos estados da base computaciond

1
DFT(jji):plﬁ e? k=N ki - (4.16)
k=0

Notando que o lado direito da equacao (4.16) tenN termos e a base computacio-
nal tem N estados, temos que o custo computacional do célculo da traftsmada
de Fourier classica dos estados da base computacional, usna equacao (4.16), €
O(N?) = 0O(22") 4. Um resultado muito importante em Computago foi o desenvol-
vimento da transformada de Fourier rapida (FFT), que reduz ocusto computacional
para O(n2") [6]. No nosso contexto, € mais conveniente mostrar esse ganha com-
plexidade, notando que o lado direito da equacéo (4.16) € umigo muito especial
de expansédo, que pode ser totalmente fatorado. Por exempl@, transformada de

40O(N2) signica que o custo é proporcional a N2. Essa notagdo é til no célculo do custo
computacional de algoritmos. Para maiores detalhes, veja a re feréncia [17].
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Fourier de {j0i, jli, j2i, j3i} pode ser escrita como

DFT(oi) = 1ot j0r il

DFT(j1) = Jﬂp‘i—l' J;p—0i+_2ijli

DFT(2) = 190l o 1 4.17)
> 2

DT () = jinjzli jin_zijli

Note que no exemplo (4.17), estamos usando a base 2 para fatorlado direito da
equacao (4.16). Agora, vamos fatorar a expressao geral. O preiro passo € escrever
(4.16) na forma

1 ><l ><l 2 ij Pn L. . . .
DFT (jji) = P € =t kel i) Kal (4.18)

x

n
k1=0 kn =0

onde oket jki foi convertido para a base 2, e usamos a expans#o= P ,”:l k2" 'no
expoente. Considerando que a exponencial da soma € o produias exponenciais,
(4.18) transforma-se em um produto (ndo-comutativo) dos sguintes kets:
.o s 1 ><l )<l ¥ 2 ii kLo
DFT (jji) = p? s e ki (4.19)
k1=0 kn=0 1=1

Fatorando (4.19), pela troca da soma pelo produto, obtemos:

1 Y X 20 .
DFT (jji) = p— e’ ki (4.20)
Zn 1=1 k|:O

Para nos convencermos de que a Ultima equacdo esta corretachmos o calculo
inverso: simplesmente expandimos o produto na equacao (QRe, entdo, colocamos
todos os termos da soma no comeco da expressao resultante pasbter (4.19).
Expandindo a soma da equacéo (4.20) e, entdo, o produto, obtes nalmente

DFT (jji) = p% joi + €217 2 j1j
1=1 | |
= JOI—+8252711| T JOLepzéz—Jll : (421)

O custo do calculo da equacao (4.21) para unjji € O(n), ja que existemn termos
no produto. O custo do calculo da transformada rapida de Fouer classica de toda
a base computacional ainda é exponencial)(n2"), ja que o célculo é feito em cada
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um dos 2" elementos da base, um de cada vez. Por outro lado, o computado
guéantico usa o paralelismo quéantico, e a transformada de Faier do estado

% 1
ji= F(a)jai;

a=0
gue tem um namero exponencial de termos, é calculada com umanita aplicacéo da
transformada de Fourier quantica. A transformada de Fourig de 2" elementos da
base é calculada simultaneamente. Entéo, o custo da transfimada de Fourier quan-
tica € medida pelo tamanho do circuito. Agora, vamos mostrar ge sdo necessarias
O(n?) portas.

i jii

i i ai

i — H MRy — - —{Rnsx 1 | ji

Jjien T Jjen

Jini

[ S

Jini

Figura 4.6: Parte do circuito da transformada de Fourier quant ica que
atua num g-bit jj;i. O valor de todos os g-bits ndo muda, excetojjii,
i = jOi+eZi en+t Tjii.

gue muda paraj >

Considere o circuito da Figura 4.6. E facil checar que o valodos g-bits jj mi,
m & |, ndo muda. Vamos veri car o caso mais dificil: jj;i. As matrizes unitarias
Ry sao de nidas como
1 0

Ra=" g exp 2i o

Cada porta Ry é controlada pelo g-bitjjk+; 1i. Sejk+1 1 =0, entdo Rx deve ser
trocado pela matriz identidade (sem agdo), e sgx+; 1 = 1, entdo Rk € acionada.
Isso signi ca que, para os calculos propostoRRx € controlado porjjk+| 1i, podendo
ser trocado pela seguinte porta de 1 g-bit:
" #
1 0

CRi = 0 exp 2i L; L

(4.22)

Para simpli carmos os calculos, note que

. ST
Hiji = ‘0'—+%2227‘1'= CRyj+i: (4.23)
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ondej+i = pL(jOi + j1i). Entéo, em vez de usar
j 1=CRp+1 1:::CR2 Hjyi;
que pode ser lido diretamente da Figura 4.6, usaremos
j 1= CRp+1 1:::CR2CRyj+i:

De nimos
V!
PRn+1 | = CRk; (4.24)

k=n+1 |

onde o produto estd na ordem reversa. Usando (4.22) e (4.24)bemos

1 1 0
PRpa1 1 = p_é 0 exp2i 2nj+£1 ‘+:::+J'§I
_ 1 1 0 )
- p_é 0 exp 2i z4— ' (4.25)

. P . —
onde usamog = ”le im2" ™ e o fato de que os primeirog 1 termos desta ex-
pansao nao contribuem eles sdo multiplos inteiros de2i em (4.25). Finalmente,
obtemos

j i = PRps (j*i
D
jOi + €' 7T 1
= | pr 1. (4.26)
2
. oivell s
i 1 pRr, Jl—epf—ll
j+i 1 PRy 1 |— ... joisel! am Ty
3
i+ =
2 dy
j+i _PR2 ]O|+ep§2 j1i
j+i 1 PR1 |— L;f’z;,l

Figura 4.7: Circuito intermediario para a transformada de Fo urier quan-
tica. A entrada é tomada como j+i, para executar os calculos propos-
tos, como explicado na equacéo (4.23). A saida tem a ordem invera da
equacéo (4.21).
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Note quePR;+1 | ndo pode ser implementado diretamente, atuando apenas no
[-ésimo g-bit, porque ele precisa dos valores de.; até jn.

O préximo passo € o circuito da Figura 4.7. Vamos fundir as pdas Ry, usando
a equacédo (4.24). As portasPRi (k de n até 1) sdo colocadas em seqiiéncia na
Figura 4.7. Entdo, a saida do primeiro g-bit é o Ultimo termo da equacéo (4.21),
correspondendo & acdo dd&°R, no j ii, controlado pelos outros g-bits, que ndo
mudam. O mesmo processo é repetido pelBR,, ; atuando emj 5i, gerando o
pendltimo termo na equacao (4.21), e assim por diante, até moduzir todos os
termos da transformada de Fourier. Agora, resta-nos invertea ordem dos estados
dos g-hbits.

Figura 4.8: Circuito de inverséo.

Para inverter os estados de 2 g-bits genéricos, usamos o aiito da Figura
4.8. Vamos mostrar por que o circuito funciona como desejadoTome a entrada
j"ij 1 =]j0ijli. O primeiro CNOT da Figura 4.8 ndo muda este estado; o CNOT
invertido muda para jlij li; e o Gltimo CNOT muda para jlij0i. A saida éj ij'i.
Se repetirmos 0 mesmo processo cojfij0i, j1ij0i ejlijli, concluiremos que o cir-
cuito inverte todos os estados da base computacional; portao, inverte um estado
genérico da formaj' ij i.

A decomposicdo ndo esta completa ainda. Resta escrever a iRy -controlada
em termos de CNOT e portas de 1 g-bit. Esta decomposicao € dadarfrigura 4.9.
A veri cacdo é direta. Basta acompanhar o que acontece na bascomputacional
fj 00 ;jO1 ;j1Gi ;j1lig em ambos 0s circuitos.

Re — Rk+1 [—

y
Rk+1

J Y

— Rk+1

S

Figura 4.9: Decomposic¢do da porta R -controlada em termos de portas
universais.
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2i L
FP—. joi+e 2 j1i
1 x — P
I — jOi+e2pi7_2L2-jli
2

DFT com

a saida

inversa L
i . jD|+92I 2n jli
JIn 1l —
lint - — Jo_ezp;]r_u

Figura 4.10: Circuito completo para a transformada de Fourier quéntica.

O circuito completo para a transformada de Fourier quanticaé dado na Figura
4.10. Agora, podemos calcular o custo computacional do ciré@ quéantico da trans-
formada de Fourier. Contando o nimero de portas elementaresas Figuras de 4.6
até 4.9, obtemos o termo dominantesn?=2, que implica que o custo é0(n?).

A essa altura, alguém poderia estar se perguntando sobre a d@mposicdo de
Vyx em termos de portas elementaresVy é a maior porta da Figura 4.1. Na ver-
dade, Shor declarou no seu artigo [21], em 1997, qi& é o gargalo do algoritmo
guantico de fatoracdo, devido ao tempo e ao espago consumglpara executar a ex-
ponenciagdo modular (veja [20], p. 10). O gargalo ndo € tao sito, ja que, usando
0 método classico conhecido por quadrado repetido e algbmos de multiplicagéo
de inteiros (veja [24], p. 69), o custo para calcular exponeariacdo modular é0(n?).
O circuito quéntico pode ser obtido do circuito classico, tocando as portas clas-
sicas irreversiveis pelas equivalentes reversiveid/y € um problema em chamadas
recursivas do algoritmo, quandox varia. Para cadax, um novo circuito deve ser
construido, o que é incobmodo no estagio atual do desenvolvanto da computacao
guantica.

Exercicio 4.1 Mostre que a decomposi¢céo da Figura 4.9 esta correta.
Exercicio 4.2 Faca o circuito da transformada de Fourier para o caso de 3 gits.

Exercicio 4.3 Faca o circuito da transformada de Fourier inversa para o cas de
3 g-hits.
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