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Prefacio

A teoria de fracoes continuas tem vasta aplicacio tanto na Matemadtica Pura quanto
nas chamadas Ciéncias Aplicadas. Sao ferramentas essenciais, por exemplo, na
teoria de aproximacao de nimeros reais por nimeros racionais.

Ao escrever o presente livro, nosso objetivo principal era oferecer ao estudante
de graduacao, e mesmo de pos-graduagao, da area de ciéncias exatas, um texto
introdutodrio sobre a teoria das fracoes continuas, destacando aquelas conhecidas
como fragoes continuas simples, isto é, aquelas que tém a forma

1
ap + 1 )
a + —————
! 1
ag + ——
as—+ ...
com a hipdtese de que aq, as, as, ... sdo nlmeros inteiros positivos e ag é um inteiro

qualquer. Além disso, apresentar algumas aplicagoes de fragoes continuas no estudo
de polinémios ortogonais, aproximagcao de funcées, aproximacao de nimeros irraci-
onais por racionais. Ao término de cada capitulo, incluimos uma pequena lista de
exercicios. Uma extensa bibliografia sobre o assunto foi anexada ao final do texto.

Queremos registrar aqui nossos agradecimentos aos alunos que participaram
dos semindrios sobre fragoes continuas e polinémios ortogonais, que vém ocorrendo
jd ha alguns anos no DCCE/IBILCE/UNESP, sempre sob a coordenagdo de um
dos docentes do Grupo de Pesquisa em Polinémios Ortogonais e Similares. Ao
final de cada ciclo de seminérios, os alunos preparavam relatorios sobre os assuntos
estudados, originando uma apostila que passou a ser utilizada pelos novos alunos
que ingressavam no grupo. Esta apostila foi sendo aprimorada ao longo do tempo
e foi a base para este livro.

Sao José do Rio Preto, setembro de 2005.
Eliana X. L. de Andrade
Cleonice F. Bracciali
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Conceitos basicos

Uma frag@ao continua é uma expressao da forma

b1

ap + b , (1.1.1)
2
aj +
b3
as +
2

as + ———

aq + ...
onde ag, a1, as,... € by,ba, b3, ... s40 numeros reais ou complexos, ou fungoes de

variaveis reais ou complexas. O nimero de termos pode ser finito ou infinito.
Podemos denotar a fragao continua (1.1.1) da forma

b b b
a+— = = , (1.1.2)
a; + a2 +as + ...
bi . . . ..
onde —, i = 1,2,..., sdo chamados de quocientes parciais. Chamaremos a; e b;,

a;
. . . o b
respectivamente, de denominador e numerador do quociente parcial —.
i
Consideremos a seqiiéncia {C), }22, construida da seguinte maneira:

OO = Qo

by
Ci = ag+ —

ay

b b
Cy = ao—l——l 2z
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C, = ag+ n (1.1.3)

C,, que é uma fragdo continua finita, é chamado de n-ésimo convergente (ou
aproximante) da fragdo continua (1.1.2).

Por se tratar de fragoes, é possivel que certos convergentes sejam indefinidos.
Por exemplo, C> nao tem sentido se ajas = —by. Contudo, se quisermos ainda
considerar a correspondente fragdo continua, fazemos uso da definigdo abaixo.

Definicao 1.1 Dizemos que a fracdo continua (1.1.2) converge para o valor K (fi-
nito) se no mdzimo um nimero finito de C,, é indefinido e

lim C),, = K.

n—oo
Caso contrario, dizemos que a fracdo continua diverge.
Se a fracdo continua converge para K, escrevemos

by by
ar + az + -

ag + =K.

Esta notagao envolve a mesma ambigiiidade que ocorre com séries infinitas

quando escrevemos »_ajr = S, de modo que Y aj denota tanto a série como a
sua soma.

Da relagéo (1.1.3) podemos escrever C,, = P n=20,1,2,..., onde

)

dn
Po = ao, qo = ]-7
p1 = apay + by, q1 = ai,
P2 = apaiaz + apbs + biaz, G2 = araz + b,

Notemos, por exemplo, que ps = agp1 + bapy € g2 = az2q1 + b2qo. Deste modo,
obtemos o resultado a seguir, facilmente demonstravel usando-se o principio da
inducgao finita.

Teorema 1.1 Sejam as seqiéncias {pn} e {gn} tais que

Pn
an

ApPn—1 + bnpn—?
AnQn—1 + ann72

n>1, (1.1.4)

comp_1 =1,py =ag, q-1 =0, ¢ =1 ea, #0 paran > 1. Entdo, o n-ésimo
convergente Cy,, dado por (1.1.3), satisfaz C,, = pp/qn, n=0,1,2,... .
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Demonstracao: Para n = 1, o resultado vale, pois

p1 = apa1+by = aipo+bip_i e
G = = aiqo +big_1.

Suponhamos, agora, que (1.1.4) seja vélido para n < k e mostremos que vale para
n==k+1.

by by b bpy1
Cry1 = ao+— — — +
ar + G2 + -+ + Gk + Q41
b b b
= ag _|_ 71 72 % — C;:’
ai + az + -+ + aj
b
onde aj, = ay, + AR C} é o k—ésimo convergente da fracao continua
Ak+1
b b b b
ap + 22 2 k k+2

ay 4 Gz 4 - + 0} + Grp2 + -

Podemos, entao, usar a hipétese de inducao para C}. Portanto,

br41
ag + —F2 1 + bepr—2
k41

appr—1+ brpr—2

Ck+1 = O* - =
g apqe—1 + brqr—2 bis1
ay, + Qr—1 + brqr—2
Q41
bi 1
arPr—1 + bppr—2 + Dk—1
k41

br41
akqr—1 + brqr—2 + ——qr—1
Q41

e+ (bkt1/ar1)Ph—1  Gry1Pk + Ory1Pr—1  Pr41

Qi+ (brs1/ar41)qh—1 Q1@ + bkr1@o—1 Qe

Segundo Chihara [11], as férmulas dadas por (1.1.4) s@o conhecidas por férmulas
de Wallis, onde p,, é chamado o n-ésimo numerador parcial e g, é o n-ésimo deno-
minador parcial da fragao continua.

Se multiplicarmos a primeira férmula de Wallis (1.1.4) por ¢,—1 e a segunda por
Pn_1, € subtrairmos uma da outra, obtemos

Pndn—1 — gnPn—1 = _bn (pn71Qn72 - qnflpn72)
(_bn)(_bnfl)(pn72(bz73 - Qn72pn73)

(=bn)(=bp—1)--- (=b2)(p190 — q1P0)
= (=1)""b,b,_q - boby.
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Dai, obtemos o seguinte resultado, envolvendo os numeradores e denominadores de
dois convergentes consecutivos:

Teorema 1.2 Os numeradores e denominadores dos convergentes de ordem n e

n — 1 da fragio continua (1.1.1) satisfazem a sequinte relagdo, conhecida como
Formula do Determinante:

Prln-1— GnPn_1 = (—1)"Ttbiby..b,, n>1. (1.1.5)
Dividindo ambos os membros da relagao acima por ¢,g,—1, obtemos

Zﬁ Pn-1 <—1)n+1b1b2...bn

dn dn—1 dn—14n
que nos fornece
n
—1)¥+1b1by..b
P o i L Y (1.1.6)
an P qk—14K

desde que ar # 0 e gx # 0 para 1 < k < n. Esta é a n-ésima soma parcial da série

o~ (= 1) 1bybo.. b
ap + Z M, conhecida por série de Euler-Minding.
qk—14k

k=1
Definicao 1.2 Duas fragoes continuas sao equivalentes se os respectivos conver-
gentes de ordem n, n > 0, sao iguais.

Definigao 1.3 Uma extensio par (impar) de uma fragdo continua é uma frag¢ao
continua cujos convergentes de ordem par (impar) sao os sucessivos convergentes
da fragdo continua original.

Definigao 1.4 Uma fragdo continua € uma contragdo par (impar) de outra fra¢ao
continua se seus sucessivos convergentes sio os convergentes de ordem par (impar)
desta outra fragao continua.

1.2 Aspectos histdricos

Citaremos, agora, alguns aspectos interessantes da histéria das fragoes continuas.
Mais detalhes sobre este assunto podem ser encontrados nas referéncias [10, 18, 24,
29].

Embora os gregos ji conhecessem o algoritmo de Euclides (325A.C. - 265A.C.,
aproximadamente) para o cdlculo do méximo divisor comum entre dois nimeros
inteiros (mdc), ndo hé evidéncias de que eles o usavam para construir fragdes
continuas.

Brezinski afirma, em [10], que fragoes continuas foram usadas durante séculos
antes de seu proprio descobrimento.
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O primeiro uso conhecido de fragoes continuas foi dado por R. Bombelli (1526-
1573) em 1572 na aproximacao de v/13 por

4 18
VIS =34 —— = =,

6+ —
+6

que é um caso especial da féormula

b b b b
Vat+b ~ a+ — . (1.2.1)

2a + 2a + 2a + 2a + ...

No século X VI ja se conhecia a aproximagao

b b
24b ~ — .
@+ T 5, 15,

Um segundo caso especial de (1.2.1) foi dado por Cataldi (1548-1626), cientista
italiano considerado o descobridor das fragoes continuas, que, em 1613, obteve a
seguinte aproximagao para v/ 18:

2 2
\/18:4&72 = 44+ —
8&72 84— =
8&—— 2
8 .

que ele abreviou como
4 &3 &3 &2 el
8. 8 8
Cataldi também discutiu a férmula (1.2.1).
A primeira expansao em fragao continua infinita é divida a Lord W. Brouncker

(1620 - 1686), 1° presidente da Royal Society of London. Por volta de 1959, ele
encontrou

4, r IR R
s 32 24+ 24+24+2+2+4 ...
52
72
92

, (1.2.2)

2+
2+

2+ .

mas nao demonstrou. Acredita-se que ele a tenha sido obtida através da férmula
produto-infinito para /2

m_2:2-4-4-6-6-8-8
2 1-3-3.5-5-7-7-9 ’
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dada por Wallis (1616-1703) em 1655, que marca o inicio do desenvolvimento da
teoria de fragbes continuas. Ambas as descobertas foram passos importantes na
histéria de 7 = 3.14159.... .

L. Euler (1707-1783) foi quem, em 1775, apresentou uma demonstragio para
a férmula (1.2.2). Em 1737, Euler iniciou a sistematizacdo do desenvolvimento da
teoria de fragoes continuas. Neste mesmo ano, encontrou o seguinte desenvolvimento
para o nimero e:

e =2+

1+
2+

1+

1+
4+
1+

1
14

ou,

11 1 1 1 1 1 1 1 1 1
e=2+- - - - - - - - - - - .

1+24+14+14+44+14+14+64+14+1484...

Em seu trabalho, ele tornou claro que fragoes continuas podiam ser usadas tanto

na teoria dos nimeros como em anélise. Uma outra contribuicao sua foi apresentar

uma solugao para a equagao diferencial de Riccati em termos de fragoes continuas.

J.H. Lambert (1728-1777) mostrou, em 1766, que

e —1 1
er+1 2 1
T 1
T S
T

Em 1768 ele encontrou expansdes em fragoes continuas para as fungoes log(1 + z),
arctg(z) e tg(x). Para tg(x) ele encontrou

tg(x) =

T

Lambert usou essas expansoes para concluir que
a) Se x é um numero racional diferente de zero, entdo e* nao pode ser racional;
b) Se  é um nimero racional diferente de zero, entéo tg(z) ndo pode ser racional;
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Assim, como tg(n/4) = 1, nem 7/4 nem 7 podem ser racionais.

J.L. Lagrange (1736-1813) contribuiu com muitos resultados da teoria de fragoes
continuas regulares. Ele mostrou que nimeros quadraticos irracionais sao exata-
mente os nimeros que tém expansoes em fragoes continuas periddicas (veja Teorema

2.10). Encontrou expansdes para (14 z)M e

/w dt
0 1+tn'

Como Euler, Lambert e Lagrange, em épocas diferentes, foram todos membros
da Academia de Berlim, imagina se eles sempre discutiam seus trabalhos sobre
fragoes continuas,




Capitulo 2

Fracoes Continuas Simples

2.1 Introducao

Uma forma mais simples de (1.1.1) é a fragdo continua simples ou fracdo continua
regular

1 1 1 1
a0+ 1 :a0+;+;+;+ 5 (211)
as =+
asz+ ...

onde aq,as,as,... sao numeros inteiros positivos e ag, um inteiro qualquer. Deno-

tamos (2.1.1), também, por [ag;a1,...,an,...].

Uma fragao continua simples finita é uma expressao da forma
1 1 1

ap + — =ao;a1,...,a,). (2.1.2)

a4+ as + ... + an

2.2 Convergentes de fragoes continuas simples

Consideremos os convergentes da fragdo continua (2.1.1)

a
Co = TO
1
Ci = ag+ —
a1
1 1
Cy = a+— —
? 0 a1 + az
1
Cn = a+— —
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Vejamos, agora, algumas propriedades algébricas desses convergentes. Como
conseqiiéncia imediata do Teorema 1.1, temos o seguinte resultado para os numera-
dores e denominadores das fragoes continuas simples:

Corolario 2.1 Os numeradores p,, e os denominadores q, de uma fra¢do continua
simples satisfazem

{p” = OnPn-1 o Pn-2 n=12,.. (2.2.1)

n = QpQn-1 + Qqn-2

com as condi¢oes iniciais

po = a p-1 = 1
@0 =1 -1 = 0
Observamos que p_; e ¢_1 ndao definem numerador e denominador de convergente.
De (1.1.5), obtemos a Férmula do Determinante para as fragdes continuas sim-
ples
Pn Pn-1
dn  Q4n-1
Como conseqiiéncia deste resultado, obtemos o seguinte

Pn

= Pnn—1 — Pn1tn = (-1)"7", n >0, (2.2.2)

Corolario 2.2 Todo convergente C,, = —, n > 1, de uma fragdo continua simples

n
é um racional irredutivel, isto €, mde(pn,qn) = *1, onde mde(a,b) significa o
mdzimo divisor comum entre a e b.

Demonstracao: Suponhamos que exista r inteiro tal que p,, = rp), e g, = rq,,, onde
pl, e q, € Z. Assim, de (2.2.2),

TDnn—1 = Pn—17qp = Pndn—1 — Pn—1dn
= (-1
Dividindo o primeiro e tultimo membros da expressao acima por r, obtemos
-1 n—1
Phln—1— Pn-1q), = % €Z.
Logo, r = £1, o que demonstra o resultado. [ ]

2.3 Expansao de nuimeros racionais em fragoes con-
tinuas

p . . . - . , .

Se = é um numero racional, ele possui uma expansao em fracdo continua simples
q

finita dada por

1 1 1
— =ag;a1,...,as). (2.3.1)

p_
S =ag+ — -
q ar +az + ... + an,
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Demonstrado este resultado no Teorema 2.1 adiante.
Veremos que, por meio de simples manipulacoes, podemos expressar um nimero
racional como uma fracao continua. Por exemplo,

U R P S
59 59 59 5 3
- +7
28 28

1 1
= 1+ T = 1+——F— = [1;2,9,3].
2+§ 2+—9+1
3 3

Observamos que o nimero % admite uma expansao em fragdo continua simples
finita.

A pergunta natural que se coloca é: qualquer niimero racional possui uma expan-
sdo em fracdo continua simples finita? Caso a resposta seja afirmativa, a expansao
é tnica?

Antes, vamos considerar mais alguns exemplos:

1)
87 x3 @_Hﬁ_pr Lo, 1
593 177 177 wr 2+g
84 84
1 1 1
= 14+ 1i:1_|_71 :1—{—71 = [1;2,9,3].
2+% 2+9+§ 2+—9+1
9 9 3
2)
59 1
= 1+ i
2+ —
9 —
T3
3)
87 28 28 59 31
—— = —l-= = —l-=4——1= -2+
59 59 59 759 59
1 1 1
= 2+ 45 = —2+1+§ = _2+1+L
31 31 31
28
1
B _2+1+ !
1+
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Logo,
87 1 1
“Fg = —2—1—71:—2—# 1
1+71 1+ 1
1+§ 1+9+1
3 3
= [-2;1,1,9,3].

A resposta a questao anteriormente colocada é dada pelo seguinte teorema.

Teorema 2.1 Qualquer fracao continua simples finita representa um numero ra-
cional. Reciprocamente, qualquer nimero racional pode ser representado por uma
fracao continua simples finita.

Demonstracido: A demonstragdo da primeira parte é imediata.
. . , . P .
Para a reciproca, consideremos um nimero racional = qualquer. Pelo algoritmo
q

da divisao, obtemos
p 1
- =ap+ R
q q

onde 0<r;<q e ap= {pJ . |a] significa maior inteiro menor que a.
q

P , i . . »
Se r; =0, = é um ndmero inteiro e, entao, o processo termina. Caso contrario,
escrevemos
p
- =a+—-, 0<r <gq.

. . q
Repetimos, agora, o mesmo procedimento com — e obtemos
1

T2
L= a+2, 0<m<n.
1 ™

Se ro = 0, entao o processo termina e, assim,

1
b= ap + — = [ao; a1].
q a1

. . -
Se ry # 0, repetimos 0 mesmo procedimento com a fragdo —.
T2
Observamos que o processo termina quando 7, = 0 para algum n, o que ocorre,

pois ¢ > r1 > r9 > ... é uma seqiiéncia decrescente de inteiros positivos. Temos,
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entao,
p 1
- = ap+ —, 0<r <g,
q q
r
L=+ 0 <ry <7y,
™ 1
Tn—3 Tn—1
E = Qp-2+ E ; 0< Tn—1 < Tp-—2,
Tn—2 Tn—2
Tn—2
"2 = o, =0
Tn—1
e, portanto,
P 1
S = aq+ i
q
aq + 1
ag + ———
az + .. 1
T+
An—1
= lao;a1,...,an-1],
o que demonstra o resultado. [ ]
1 ) ,
Como = , segue que [ag; ay, ..., an—1 — 1,1] é também uma

Ap—1 (a‘n—l _ 1) + I

N

~ p . 1 1s ’ . .
expansao de —. Ressalva feita a possibilidade de expressar um ntmero inteiro k

também como (k — 1) 4+ 1, a unicidade da expansao segue do algoritmo da divisao.
Por exemplo, podemos escrever a fragado continua

1
1+ T = [1;2,3,4]
T
4
como 1
14 T = [1;2,3,3,1].
SR B
3+ ——
4—-1+ -
Jr1

Suponhamos, agora, r, 11 = 0 para algum n. Procedendo como na demonstlzr?a(;éo
do teorema anterior, obtemos um método para encontrar a representacao de — em

fragdo continua simples, da seguinte maneira:

r
S:ao—kj = p=aoq+ri, 0<m<gq



2.3. EXPANSAO DE NUMEROS RACIONAIS EM FRACOES CONTINUAS 13

Mas, podemos escrever

P 1
P
q £
1
Repetindo o mesmo procedimento, obtemos
q T2
— = a1+ — = q=aar1+rz, 07 <7,
1 ™
T1 3
— = a2+ — == rp=ara+7r3, 0<7r3<rg,
T2 ]
Tn—2 Tn
= Qp-1-+ = Thn—-2 =0p-1Tn—1 1+ Tn, 0<r, < Tn—1,
Tn—1 Tn—1
Tn—1 TnJrl
= an+ = Tp_1=0apTn, Tnt1 =0.
Tn Tn
Este ¢é o algoritmo de Euclides para determinar o méximo divisor comum entre
p e q (que é r,) e pode ser sistematizado como
Qg ai e Ap—2 Ap—1 Gnp
Pl g | | T2 | | Tpoa n g1 =0

. . . ~ p
Demonstraremos, a seguir, que existe uma unica representacdo de — da forma
q

[ag; a1, ..., an], com a, > 2. Se a, = 1, a representagdo ndo é dnica, pois, como
1 1
an i
n

(an — 1)+ -
. ) ~ p
segue que [ag, ai,...,a, — 1,1], é também uma expansdo de =.
q

. . Ty
Do algoritmo de Euclides, temos que a, = =L Como Tn_1 > Tn, Obtemos

an, > 1. Sendo a, um inteiro positivo, segue quenan > 2. A unicidade da repre-
sentacao decorre do fato de ser unica a representacdo para [ag;ai,...,a,] através
do algoritmo de Euclides, com a,, > 2.

Neste texto, consideraremos a,, > 2 para frac¢oes continuas simples finitas [ag; a1,

ey g

Exemplo 2.1 Encontre a fracao continua que representa o numero 35 usando o

algoritmo de Euclides.
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Como
97 = 2-35 + 27,
35 = 1-27 4+ 8,
27 = 3-8 + 3,
8§ = 23 + 2
3 = 1-2 + 1,
2 = 21 + 0
ou seja,
2 1 3 2 2
97 | 35 27 8 3 2 1 0
temos 97 1
— =2+ = 12;1,3,2,1,2].
35 1
1+ —1
3+ 1
2+ —T
14 =
+ 2
. ) p -4 .
Propriedade 2.1 Sejam p > q¢ e — = [ap;a1,...,a,]. Entdio, — = [0;a0, a1,
q p
..,an]. Reciprocamente, se 4 _ [0;a0,a1,...,a,], entdo P [ap; a1, ..., an].
p q
- . - q 1
Demonstragao: Como, por hipdtese, p > q , entdo — =0+ -
LemoOnsiragao D D
q
Mas, Lo [ag; a1, ..., an] e, assim,
q
1
£=0—|— i = [0;a9,a1,...,a,].
p apn + 1
a+—
az + .. 1
4
Qnp
Verifiquemos que a reciproca também vale. Se, por hipétese,
1
£:[03a07a17"'7an]:0+ 1 s
p ao + 1
a +
az + .. 1
4
Qp

entao,
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p_ 1 _ ! o,
- q 1 1
p 1 x
a0+ 1
Cl1+

az + .. 1
=
(025
onde )
T =ag+ T = lag; a1, ..., ap)-
a1+

(L2+.. 1

s

an

2.4 Expansao de numeros irracionais em fracoes
continuas

Nesta secao, vamos estudar, além da expansao de nimeros irracionais em fragoes
continuas simples, outros tipos de expansoes em fragoes continuas para numeros
irracionais conhecidos como quadraticos. Veremos, também, alguns resultados sobre
convergencia.

2.4.1 Expansao de nimeros irracionais em fragoes continuas
simples
Para construir a expansdo de um ndmero irracional em fracdo continua simples,

utilizaremos substituigoes sucessivas, da forma que descreveremos a seguir.
Sejam 2 um numero irracional qualquer e ag = |x]. Podemos escrever z como

1 1
r=ag+—, onde 0<— <1.
Ty z1

Entao, z; = > 1 é um ntmero irracional.

T — ap
Da mesma forma7 podemos escrever

1 1
x1=a1+—, onde a;=|z1|/>1, 0<—<1
T2 T2
1 ) ) . o
e obtemos 9 = —— > 1, que é, também, um nimero irracional.

Ty —ax
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Repetindo-se esse processo, obtemos, sucessivamente, as equagoes

1
r = ayp+—, x1>1,

Z1
1

r, = a; +—, x2>17 al Z].,
Z2

1

T = an+ y  Tpg1 > ]-7 ap > ]-7

Tn+1
onde ag,ai,...,a,,... sao inteiros e x1,x9,...,T,,... SA0 irracionais.

Notemos que este processo nao termina, pois isto sé ocorreria se x,, = a, para
algum n, o que é impossivel, pois x,, € nimero irracional para todo n.
Fazendo substituicoes apropriadas, obtemos a fracao continua simples infinita

1 1 1
xr = a0+x7:a0+71:a0+71
' a1+ = art
T2 a2—|—;
3
1
= ... =ap+ T = [ag; a1, ag, .. .].
ay +
02+'._ 1
+7
ap + -

Exemplo 2.2 Ezpressar \/2 como uma fracio continua simples.

Note que [v2] = [1.414213...] = 1. Podemos encontrar a fragio continua da
seguinte forma

1 1
V2=14+vV2-1 = —=V2-1 =z = =V2+1.
T V2-1

Logo,
1 1 1

V2=1+ =1+ =14 —

V2+1 2+v2-1 9 L

Continuando, temos

V2=1l¢g —M—M— =1+
2+
2+
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Exemplo 2.3 Ezpressar —v/2 como uma fragdo continua simples.

Como |—v/2] = [~1.414213...] = -2, entdo ap = —2.

1 1 242
~V2=-2+4+(-V2+2) = —=-V2+2 =2 = _ Y2+
g1 —V2+2 2
= a1 = 1.
V2+2 V2+2 1 V242 1
=1+ -1 = —= —l=ay=—a—— =2
2 (—5 ) o 2 2T 242 )
2
1 1
= 1 — -
+24—24—
Logo,
1 1 1 1 1 1 1 1
—V2=—24+- —=-24- - - - - = )
14+ V2 1+414+2+24+24+2+4 ...

Exemplo 2.4 Ezpressar v/13 como uma fracao continua simples.

Note que |v/13] = |3.605551...] = 3. Logo, ag = 3.
1

V13 =3+ (V13 -3) = x—:\/13—3
1
] V1343 w1
1 \/ﬁ—?, 4 1 )
13+3 13+3 1 13+3
VIB£s L VBe3 1 VB3
4 4 To 4 /G
13+1
—_—> = 1 = =1
R E R 3 BT
4
13+1 1341 1 Vi3+1
VIBEL L VB G L VL
3 3 T3 3
= x3= ! —\/ﬁ+2:>a—1
d_\/ﬁ—f—lil_ 3 3 — 5
3
13+2 13+2 1 13+2
vis+2 . VB+2 0 1 VB+2
3 3 T4 3
Ty = 1 —\/ﬁ+12a—1
4_\/ﬁ—|—2 4 4 — 1,
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13+1 13+1 1 13+1
VIBEL L VIBEL 1 VBHL
4 4 Is 4
— L \/ﬁ+3:>a 6
5 = = 5 = 0,
1
%§+1_1
4
1343 13+3 1 V1343
QZGJF(Q,(;) — 7:7+f6
1 1 6 1
Te = L _\/ﬁ+3:>a_1
6_\/ﬁ+3_6_ 4 6= =
1
Entao,

ar = 1, ag = 17 ag = 1, ajp = 6, ail = 17 oo .

Logo,
11 1 1 1 1 1 1 1 1
VI3=34+- - - - - - - - - - .
1+1+1414+64+1+1+1+1+6+ ...
Quando os denominadores dos quocientes parciais se repetem, podemos usar a
seguinte notacao

V2 = [1;2,2,2,..] = [1;2].
Outros exemplos

V13 = [3;1,1,1,1,6].

V18 = [4;4,8].

V19 = [42,1,3,1,2,8].

VB3 = [7;3,1,3,14].

V82 = [9;18].

Exemplo 2.5 Ezpressar m como uma fracdo continua simples.

Note que |7| = |3.1415926535897932...| = 3. Logo, ag =3 ¢

= 7.06251331041...

1 1
S 0.141592 - -
oy OLALS9265358970... = 11 = e e 0T

= x1=7+0.06251331041...

Logo, a; = 7.

1 1
S 0.06251331041... = mp—— -
2 T2 = 0.06251331041...

= 2 =15+ 0.9965932606...

= 15.9965932606...
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Logo, as = 15.
1
— =0.9965932606... = =3 = 1.00341838495...
T3
= 23 =1+ 0.00341838495...
Logo, az = 1.

1
= 0.00341838495... = x4 = 292.535807004...
4
= x4 =292+ 0.535807004...
e, entao, ay = 292.
Continuando desta forma, encontramos,
as=1 ag=1, a7=1, ag=2,....
Assim,
L1 11 1 1 1 1 1 1 1 1
T+154+14+2924+14+1+14+24+1+3+14+14+ ...

Exemplo 2.6 Alguns exemplos de expansées em fragoes continuas simples

m™ =

2+1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
e = —_ —_ —_ —_ —_ —_ —_ —_ —_ —_ —_ —_ —_
1+24+14+14+4+1+14+6+14+1+8+1+1+
e—1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
e+1  246+10+ 14+ 18 +22 + 26 + 30 + 34 + 38 + 42 +
e—1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 T 1 464+104+14 4+ 18 4+22 4+ 26+ 30 + 34 + 38 + 42 +
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Ve = 1+- - - - - - - - - —_ - Z =
1+14+14+5+1+14+94+1+14+13+1+1+17+ ...

2.4.2 Outras expansoes para os nimeros irracionais

Quando z = v/N, onde N € N ndo é um quadrado perfeito, podemos, também,
encontrar expansoes em fragoes continuas, que podem nao ser simples, da seguinte
forma:

e encontramos a e b € N tais que N = a? 4+ b e calculamos

_a_(\/ﬁ—a)(\/]V—i—a)_N—ag_ b
VN a VN +a " VN+a 2a++vVN-d

e em seguida, substituimos o valor de vV N — a, que aparece do lado direito da
equagao acima, por todo o segundo membro e obtemos

VN —a = b b - b b ’
2a 2a +

_1_7
2a+\/ﬁ—a 24 + b
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e procedendo assim, sucessivamente, encontramos

2a + -

Exemplo 2.7 Expressar v/2 como uma fragdo continua.

Como 2 =12 4+ 1, entdo

¢§_1:(v§—1Xv5+1): 2-1 _ 1
V241 V24+141-1 24+v2-1
e obtemos
1 1 1
\/5—1 = = =
2+v2-1 1 1
2+ 2+
2++2-1 N 1
24++v2-1
Logo,
1 1 1 1
V2 = 1+ = 14+- Z = ’
9 1 24+2+2+
+ 1
2+
24 ..

que é a fracao continua simples encontrada no Exemplo 2.2.
Exemplo 2.8 Ezpressar v/ 18 como uma fracao continua.

Como 18 = 42 + 2, seguindo o mesmo raciocinio, encontramos
2 2 2 2

VI = 44—~ — 44> = Z )
+ 2 +8+8+8+...
8+ ——5—

8+
8+

Neste caso, conseguimos transformar esta fracdo continua numa fragdo continua
simples, pois b = 2 divide 2a = 8. Para isto, basta dividir numerador e denominador
de algumas fragoes intermedidrias por b. Assim,

=2 (2 2 =2 (2 2
V18 R D S
+:2{8+8+:2{8+8+...}}
2/2 2/2 2/2 2/2 2/2
V18 Rl A
TS24 8 £82+ 8 +8/2+ ...
1 1 1 1

1 1
— 44— - I L 2 =z
Tl 8 444+8 4448+ ...
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Exemplo 2.9 Ezpressar v/13 como uma frag¢ao continua.

Como podemos escrever 13 = 3% + 4, entdo

\/ﬁi?):(\/ﬁ—s)(\/ﬁm): 13-9 _ 4 .
V1343 VI3+3+3-3 6+V13-3
Seguindo o raciocinio anterior, obtemos
4 4 4
3=3+- - - .
Vi3 + 6+64+6-+ ...

Neste caso, nao conseguimos transformar esta fragao continua numa fracao continua
simples, pois b = 4 nao divide 2a = 6.

Exemplo 2.10 Encontrar uma fragdo continua para erpressar V6.

Analogamente, podemos escrever 6 = 22 4 2 e, assim, obtemos

2 2 2 2
6 = 2+- = = Z
Ve Tiiieaae

2/2 2/2 2/2 2/2 2/2

4/2 + 4 +4/2+ 4 +4/2+ ...

1 1 1 1
+ — — — —

244 +2+44 ...
Exemplo 2.11 Outros exemplos de expansoes de mumeros irracionais em fragoes
continuas (nao simples)

VSR GO N B GO T
T 2 £ 24+ 24+2 42+ 2 + ...
4w 2o oo
T 14249242+ 2 424+ 2 + ...

2 3 4 5 6 7 8 9

e—1 = 14+~ = = = - - =2 =

24+34+4+54+6+7+8+9+ .
1 1 2 3 4 5 6 7

e—1 = 14+~ =~ = = == = = _

14+24+34+4+5+6+7+8+ ..

r _ b2 3 4 5 6 7 8

e—2 24+43+4+5+6+7+8+9+.

2.5 Alguns resultados sobre convergéncia

Como ja vimos, os convergentes das fracoes continuas simples sao definidos por

11 1 _p >0
a1+a2+'~'+an dn

) ’



2.5. ALGUNS RESULTADOS SOBRE CONVERGENCIA 22

cujos numeradores e denominadores satisfazem as equagoes (2.2.1).
Consideremos, entdo, a fragdo continua simples

11 1 1

1
—1+4- - =~ = = 25.1
S S S, S S S (2.5.1)

Seus primeiros convergentes sao dados por

1
Co = Po = = =1 = 1
q0 1
b1 1 3
O — 2 — 1 — = - = 1.5
! q1 - 2 2 o
Cy = P2 a2p1+p0:2-3+1 _ 7 ~ 14
) azqr+q 2-2+1 5
2-7+3 17
C, = Pso_ wmp2tp 27+ = L = 1.4166667,
q3 asqa+q  2-5+2 12
2-17+7 41
€, — Pio_ wapstpr T 2 14137031,
qa asqgz+qz  2-12+45 29
2-41+1
gs asqs+qs  2-29+12 0

Observe que 2 = 1.41421356237... . No Exemplo 2.7, vimos que a fracdo
continua (2.5.1) pode ser obtida da expansio de v/2. Além disso, tudo indica que
os convergentes desta fracdo continua convergem para /2.

Para demonstrar que este resultado é verdadeiro para qualquer fracao continua
simples infinita, veremos, primeiramente, alguns resultados sobre os convergentes
de fragoes continuas simples infinitas.

Propriedade 2.2 Os convergentes de fragoes continuas simples infinitas satisfa-
zem

-1 n—1
C,—Ch_1= L, n>1, (2.5.2)
dndn—1
€ 2
n —-1)"=
GOy = @Dy (2.5.3)
qndn—2

Demonstracao: Para n > 1, dividimos ambos os membros de (2.2.2) por ¢,gn—1,
obtendo )
Pn_Pno1 _ (=D

dn qn—1 qndn—1 ’

de onde segue (2.5.2).
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Para mostrar (2.5.3), tomamos

C _ Pn Pn-2  Pndn-2 — Pn—204n
n = Yn-2— " — - .
dn qn—2 qndn—2
Mas,
Pndn—2 — qnPn—2 = (anpnfl +pn72)Qn72 - (anqnfl + Qn72)pn72
= an(pn—lqn—Q - pn—QQn—l) = an(*l)niz
Logo,
-1 n—2
C,—Cp = WD
qndn—2

Vamos, agora, demonstrar um resultado fundamental sobre os convergentes de
fragoes continuas simples infinitas.

Teorema 2.2 Os convergentes de ordem par, Co,, de uma fra¢do continua simples
infinita formam uma seqiiéncia numérica crescente, enquanto que 0s convergentes
de ordem impar, Coni1, formam uma seqiiéncia decrescente e todo convergente de
ordem par € menor do que qualquer convergente de ordem impar. Além disso, cada
convergente C,, n > 2, estd entre os convergentes C,,_1 € Cp_o. Os termos da
seqtiéncia {Cy} satisfazem

Co<Cy<Cy<...<ly <...<Cgpq1<...< (05 < C3 < (. (2.5.4)

Demonstracao: Lembrando que a,, > 0, paran > 1 e ¢, > 0, para n > 0, entao, de
(2.5.3), temos

a2n(_1>2n—2

Con —Copy = ————— >0 = (o2 < Coy, (2.5.5)
q2n42n—2
-1 2n—1
CQn-i—l —Cop_1 = M <0 = C2n+1 < Cyp_y, (256)
Q2n+192n—1

e, de (2.5.2), temos

(_1)2n71
CQn - C'277.71 = — <0 = CQn < Canl (257)
q2nq2n—1
(_1)2n
C'2n+1 —Cyy, = ———>0 = Oy < 02n+1- (258)
q2n+192n

De (2.5.5) e (2.5.6) podemos concluir, respectivamente, que {Cs, } é uma seqiiéncia
crescente e que {Cap4+1} é uma seqiiéncia decrescente. De (2.5.5), (2.5.8) e (2.5.6)
podemos escrever

Cop_o < Cop < an+1 < Cop—1. (2.5.9)

Portanto, C), estd entre C,,_1 e C,,_o.
Em (2.5.9), fazendo
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e n=1,otemos Cy< Cy < (C3<(].

e n = 2, temos Oy < Oy < Cy < Cs. Portanto, Co< Oy <Oy <Cs<(Cs<
C.

e n =3, obtemos Cy < Cg < C7 < C5. Logo, Cy < Co < Cy <Cs<Cr <
Cs < C3 < (.

Continuando desta forma, obtemos
Co<Cy<...<Cy9< Uy, <. <02n+1 <Oy <...< (O3 <,

e, assim, os resultados estao demonstrados. [ ]

Além disso, é possivel mostrar que

Teorema 2.3 Toda fracdo continua simples infinita € convergente e seu limite, I,
€ dado por
[ = lim an = lim an+1.
n—oo n—oo
Demonstracao: Sabemos que {C2,} é uma seqiiéncia crescente e que {Cay, 1} é
uma seqiiéncia decrescente. De (2.5.4), podemos, ainda, notar que

Con — ly, pois {Ca,} é limitada superiormente por ¢;

Con+1 — U, pois {C2,41} é limitada inferiormente por cq.
1 _
Mostremos que ly = l;. Sabemos que Cs, —Cs,_1 = ——. Assim,
. o o d2nq2n—1
Coy, — Cop1 — 0, pois os valores ¢, sdo inteiros, positivos e ¢ni1 < @¢n, UMa

vez que Gni1 = An+1Gn + ¢n—1 € N. Logo,

lim (Cyy, — Cop—1) =0,

n—oo
ou seja, I, — Iy = 0. Portanto, I;, = [y, o que demonstra o teorema. [ ]
Vamos, agora, mostrar o seguinte resultado:

Teorema 2.4 A segiéncia dos convergentes {Cp,}22, converge para um nimero
irracional.

Demonstracao: Suponhamos que limO C,=1= ﬂ, p,q € Z. Logo,
n— q

lim Pon _ P e lim Pmin P

n—oo (on q n—00 (op+1 q

Do Teorema 2.2,
P2n < pa < P2n+1 .
q2n q q2n+1
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Dali,
P2ny1 P >0 — P2n+19 — P92n+1 > 0.
Q2n+1 q Q2n+19
P2n+1 p s
Mas, pant14—pgent1 €7Z e P # e Logo, pan+1q¢—pGan+1 > 1. Dividindo
2n+1
ambos os lados por ga2,41¢ obtemos
P2n+1q4 —Pnt1 o 1
Gon+19 T Gen1q
1

ou seja, Pontt P > —— . Mas,

42n+1 q 42n+14

1
Pony1 P < Pont1 P2n = Copi1 — Con = 7
q2n+1 q q2n+1 q2n q2n+192n
. 1

ou seja, .

92n+194 q2n+192n

Portanto, ga, < ¢ para todo m > 1. Contradigao, pois {¢,} é uma seqiiéncia

crescente. |
Definicao 2.1 Considere a fragdo continua x = [ag;aq, ..., n, ...|. Definimos como

cauda de ordem n da fragdo continua x a fracdo continua

Ty = [an; Qpg1, Ango, -] - (2.5.10)

E facil verificar que x = [ag; a1, ..., Gn-1,2pn] € Tp = an + . Logo, a, < x, <

Tn41
a,+1 e
_ TnPn—1 +pn72

Tndn—1 + qn—2 .

Podemos, agora, demonstrar o importante resultado a seguir.

Teorema 2.5 Se um nidmero irracional positivo x € expandido em uma fracao
continua simples infinita [ag; a1, as,...], entdo

lim C, =z,

n—oo
onde {Cp} € a seqiiéncia dos convergentes da frag¢io continua [ag; a1, as,...].

Demonstracao: Seja

T =ag+ 1
a; +

a2+'.. 1

p—1 + ————
ayp + -
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Logo,
1
T = ag+ 1 ,
a +
as + -, ) 1
+
ap—1+ —
n
onde z,, ¢ a cauda definida por (2.5.10).
Ty = Qp + < ap+ )
Tn+1 Ap+41
Como Tp41 > apy1 =
1
an < Ty < Qp + a ,
n+1
ou, entao,
1 1 1
_>— >
n
Ap41

Observe que

1
° Co=a0<$0<a0+;201 = Cy<z<C(Cy.
1

1 1 1
° Clzao+—>x:ao+—>ao+71202 — Cy<z< (.
al X

(114**
as
1 1
° x:ao—l—il<a0+71:>9c<C’3.Portanto7CQ<x<Cg.
az + a1+71
as a2+*
as

Continuando desta forma, podemos concluir que
C2n<x<02n+17 n=0,1,2,....
Como, pelo Teorema 2.3,

lim an = lim CQnJrl =]l = l==.

n—oo

Desses resultados, podemos concluir que o limite dos convergentes da fracao
continua (2.5.1) é v/2, isto é, lim C, = v/2.
n—oo

Teorema 2.6 Seja x um irracional qualquer e {C,} a seqiiéncia dos convergentes
da fracdo continua simples associada a x. Entao,

‘I—Ck‘<‘$—ck_1|, k> 1.
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Demonstracao: Tomemos x = [ag; a1, ..., ak, Tpt+1], onde Trr1 = [Apt1; Agra, - -]
Sabemos que
_ Tp41Pk + Pr—1
 Thg1Qe + Q1
Dai, obtemos
T(Thy1qr + Qr—1) = Thy 1Pk + Ph—1,

que, para k > 1, pode ser escrita como

Pk—1
1 (Tqr — Pr) = —Qr—1 (T/ - ) .
qr—1

Dividindo-se a tultima equagao por zj1qy € calculando-se o valor absoluto, obtemos

Pk
r— ==

gk

_ Pr—1
qk—1

_ ‘_ qr—1
Tr+19k

Como xpy1 > 1 para k > 1 e, além disso, g > qx—1 > 0, segue que

qk—1

0< — < 1.
Tk+19k
Assim,
xfpi <‘ _ Pr—1 L k>,
qk k-1
0 que mostra o resultado. |

Teorema 2.7 Seja x um irracional qualquer e {C,} a seqiiéncia dos convergentes
da fracdo continua simples associada a x. Entao,

1 1
— <z - Cil < —, k>1 (2.5.11)
2qkqK+1 Qeqr+1 Q3

Demonstracao: Temos que

—1)*
Ck+1—ck:( ) k>1

Qe 1qr’
e, portanto,
1
|Cri1 — Ck‘ = , k>1. (2.5.12)
dk+19k
Logo, do teorema anterior, segue que
|t —Ck| = |2 —Cry1+ Cry1 — Ckl 2 |Crpr — Okl — |z — Cppa|
> |Cry1— Ck| — |z — Ci| = — |z — Ck|. (2.5.13)

qk+19k
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Como, do Teorema 2.2 e de (2.5.12), Cp < < Cgy1 ou Cii1 < z < Cf,

segue, imediatamente, que |z — Cy| < |Cr11 — Ck| =

Q+1qk
Portanto, da iltima desigualdade acima e de (2.5.13), obtemos

1
2qkqk+1

1 1
< =,
kde+1 G

< x—zﬁ

dk

<

POIS k41 > G- u

A seguir daremos um resultado sobre a convergéncia de fracdes continuas de um
tipo especial, ou seja, da forma

B B B

1-1-1-1-..."7
onde B, = (1 = gn—1)gn, 0 < go < 1e 0 < g, <1, n > 1. Para isso, mostraremos,
primeiramente, dois lemas.

Lema 2.1 Sejamg = 0. Entdo, o n—ésimo denominador parcial da fracao continua

1— 1 (1 — mo)m1 (1 - ml)mg (1 — mg)mg
1- 1 - 1 - 1 - ...

[N

gn=1=mo)(L=mq) - (1 =mp_1), n>1. (2.5.14)

Demonstragao: Usando as férmulas de Wallis (1.1.4) e sabendo que mgy = 0, obte-
mos

gn+1 = gqyv — (I —mny_1)mNgn-1
= (1—=mp)l—mq) - (1—my_1)(1 —mpn).

Assim, (2.5.14) vale para n < N. Como By =1 =1 — mg entéo, pelo principio de
indugao finita, (2.5.14) vale. [ ]

Lema 2.2 Seja a, = (1—=my—1)my, ondemg =0, 0 < my, <1 paran > 1. Entao,

a fragao continua
L o
1-1-1-1 - ...

converge para (1 — L)™1, onde

_oo mims -« My
L_Z(1,m1)(1,m2)...(1,mn)'

n=1
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Demonstracao: Seja p,/qn 0 n-ésimo convergente da fragdo continua dada e seja

p;+1:1_i:1_1 B On
¢y Pn 1-1-1-...-1"
dn

Pelo Lema 2.1, ¢}, 1 = (1 —mg)(1 —m2)--- (1 —my) > 0 e, assim, usando (1.1.6),
obtemos

n

p:;+1 - 1 Z Qo -+ Qg (ao _ 1)
Tt =0 Uelrgr

e
(1= mo)2(L—m)? - (L — my_1)? (L — my)

M=

k

Il
N

mims - - - My
(1 =ma) (1 =mg)-- (1 —my)

|
M-

k=1
Portanto,
. DPn . 1 1
lim — = lim — = .
n—oo ngroolipn_,’_l 1—|—L
Ung1

Teorema 2.8 Seja B, = (1 — gn—1)gn, onde 0 < go <1 e0< g, <1, paran > 1.
FEntao,
1 —
b P2 S J0 (2.5.15)

-2 P2 g4+ P
L1 -1, 9tirg

onde

_ - 9192 " 9n
G2 T -g) )

Demonstracao: O caso gg = 0 é dado pelo Lema 2.2. Consideraremos, entao,
go > 0. Seja C,, o n-ésimo convergente de (2.5.15) e seja C* o n-ésimo convergente
da fragao continua

_% B B

1-1-1-...
De acordo com o Lema 2.2, {C}:} converge para go(1 + 1/K), onde

- 9192 * " Gn—1 Jgo 1)
Z(1*91)(1*92)"'(1*971—1) 190( K

n=1

Como Cj 1 = 1— go/C,, segue que {C,} converge para go(1 4+ 1/K), o que de-
monstra (2.5.15). [
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2.6 Fracoes continuas periédicas

Quando a seqiiéncia dos valores a; apresenta repeticao, ou seja, algum “periodo”,
como nos Exemplos 2.2 e 2.4, a fracdo continua simples é chamada de fracdo
continua periodica e pode ser denotada por

[G'O; 1,02y ey Qf—1, Ak Q415 -+, a‘k+n—1]7

onde apyn, = aj € os valores ay, Qg1 .., Gg+n—1 formam o periodo que se repete.
A fracdo continua

[ao; ay, a2, ~~~7an71}

é chamada fracdo continua puramente periddica.

Chamamos irracional quadrdtico um nimero irracional z que é raiz da equagao
quadratica az? 4+ bxr + ¢ = 0, onde a,b,c sdo inteiros e b> — 4ac > 0 ndo é um
quadrado perfeito.

H4 dois resultados fundamentais sobre frages continuas periddicas e nimeros ir-
racionais quadraticos, que sao os teoremas de Fuler e Lagrange que demonstraremos
a seguir.

Teorema 2.9 Se x é um frag¢ao continua periddica, isto é, se

T = [G‘O; ai, az, "~7ak‘717ak7ak)+17 ~'~7ak+n71J7

entdo x € um numero irracional quadrdtico.

Demonstragao: De fato, vamos tomar = [ag; a1, ..., ax—1, x|, onde zy = [ag; arr1,-. ..
Assim,
Tk = [ar; Qpr1, -5 Qhgn—1, Tk
e, entao,
_TPtDP
TRG+q’
ou seja,
~ 9 ~ ~ ~
gzy, + (¢ — p)zx —p =0, (2.6.1)
P D - o
onde = e = sdo os dois dltimos convergentes de [a, Gg41,-- -, Gptn—1]. Mas,
q (9
_ TkPk—1 t+ Pr—2

Trqr—1 + qk—2

e, entao,
_ Pk-2 — Qk—27T
qk—1T — Pk—1 '

Substituindo-se o valor de zj, dado acima em (2.6.1) e simplificando-se, obtemos

Ty

ar’ +br+c=0,
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onde
a Gqr—y — (4 — O qr—2q6-1 — Pah_1,
b = 2(Ppr—1qr—1 — @Pr—2qx—2) + (¢ — D) (Pr—2qk—1 + Qk—2DPk—1),
¢ = qPi_y— (4= P)Pr—2Dr—1 — PPh_1

e, portanto, a, b e ¢ sdo ntimeros inteiros. Como x é irracional, entdo b —4ac > 0. W

Teorema 2.10 A fragdo continua que representa um irracional quadrdtico T €
periddica.

Demonstragao: Sabemos que um numero quadrético irracional satisfaz a uma
equagao quadratica com coeficientes inteiros, que pode ser escrita como

az® 4 bx + ¢ = 0. (2.6.2)
Se x = [ag; a1, az, ..., ag, ...], tomando-se zy, = [ag; agt1,...], entdo = = [ag; a1,
ey Ok—1, %] Além disso,
_ TEPr—1 + Pr—2

ThQk—1 + Qr—2

Substituindo-se o valor acima em (2.6.2), obtemos

Dkxi + Epxp + F, =0, (263)
onde
D, = api—l +bpr—1qr—1 + ng—u
Er = 2apr—1pk—2 +b(Dr—1qk—2 + Pr—2qk—1) + 2¢qk—1qr—2,  (2.6.4)
Fy, = api_o+ bpr—2qr—a + cqp_s.

Se Dy, =0, isto é, ap? | + bpr—1qr—1 + cq;_, = 0, obtemos

—bqr_1 £+ 4/ (b* — 4ac)qi_1

Prk-1 =
2a
—b+ Vb? — dac
= —5 . Qqk-1.
2a
—b+Vb? —4dac _
Logo, 5 — Dk L. Entao, a equagao (2.6.2) tem um ndmero racional
a k-1
Pr-1 como raiz, o que é impossivel, pois = é irracional. Portanto, Dy # 0 e a
k-1

equagao quadratica
Dyy® + Epy + Fp = 0,

tem zj como uma de suas raizes.
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De (2.6.4) e da Férmula do Determinante, obtemos

Ep —4DpF, = [2api—1pr—2 + b(Pk—1r—2 + Pr—2Gk—1) + 2¢qu—1qr—2)’
—4(api_y + bpr—1qe—1 + cqi_1)(ap_s + bpr—2dr—2 + cqi_»)
= (b% —4ac)(pr—1qr—2 — Ph—2qr—1)° (2.6.5)
= b% —4ac.

1
Pelo Teorema 2.7, temos que xqx—1 — px—1 > ——. Logo, existe um ntmero
qk
dk—1, com |d;_1] < 1, tal que

Ok—1

Dk—1 = Tqk—1 + .
qk—1

Portanto, da equagdo acima e de (2.6.2), obtemos

i1\ Sr
Dy, = a <9C(Ik1 + = 1) + bqx—1 <$Qk1 + = 1) + cqp_y
qrk—1 qrk—1
62
= (az® +bx+ )i, +2ax0,_1 +a 1;—1 + b6r—1
k-1
0y
= 2axdp_1+a—-— +bop_1.
k-1

Logo,
|Dg| < 2|az| + |a] + |b].
Mas, como Fy = Djy_1, temos que
|Ex| < 2|ax|+ |af + [b].
De (2.6.5), obtemos
E? < a|DypFy| + |b* — 4ac]
< 4(2lax|+ |b] + |c])? + |b? — 4ac|.

Observe que os valores absolutos de Dy, ) e F}j sao menores do que nimeros
que nao dependem de k. Como Dy, E}, e Fj sao numeros inteiros, existe apenas
um ndmero finito de triplas (Dg, Fk, Fy) diferentes entre si. Logo, podemos encon-
trar uma tripla (D, E, F) que ocorre pelo menos 3 vezes, digamos (Dy,, Fk,, Fx, ),
(Diys Fryy Fry) € (Diy, Egg, Fiy ). Portanto, de (2.6.3), xg,, Tk, € xp, sdo raizes de

Dy* +Ey+F =0.
E claro que pelo menos duas delas sao iguais, por exemplo, x, e xk,. Entao,
Aky = Qkyy  Aky+1 = Q415  Qko42 = Ak 42, -

e a fragao continua é periddica. [ ]

Observagoes:
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1. Dos Exemplos 2.2 e 2.4 observamos que a fragao continua para v N, onde N
nao é um quadrado perfeito, é periddica e o periodo comeca em a; e vai até
ar = 2ag, isto é,

\/N = [ao;al,ag, ey Qfe—1, 2@0].

Além disso, VN +ag = [2a0; a1, as, ..., ax—1] é uma fracdo continua puramente
periddica. Veja [24] para demonstragao.

2. Note, também, que as fragoes continuas do Exemplo 2.6 sao nimeros trans-
cendentais e suas expansbes em fragbes continuas simples ndo sao fragoes
continuas periédicas.

2.6.1 Seqiiéncia de Fibonacci

Veremos, aqui, uma fracao continua simples bastante interessante.

Exemplo 2.12 Considere a fracdo continua

11 1 1 1
=1+ = - - = . 2.6.
T I T+ T4+ 41+ .. (2:6:6)
Podemos notar que
1 1 1
I+ —F v
1
+ 14.--
ou seja,
, 145 1.61803398874989...
z*—x—1=0 =—5 = ou
—.61803398874989...

Como a fragao continua (2.6.6) produz um nimero positivo, temos

T = 1 +2\/5 = 1.61803398874989... .
Observe que
1 = ﬂ = 0.61803398874989... ,
z 2
isto é,
1 11 1 1 1
- =z-1==- - - - =
x 1+1+14+14+1+4 ...

O valor de x é conhecido como nimero dureo ou secdo durea e é denotado por
1
d = 1.61803398874989... . O valor — é denotado por ¢ = 0.61803398874989... .
x



2.6. FRACOES CONTINUAS PERIODICAS 34

De (1.1.4), temos que os convergentes da fragao continua (2.6.6) satisfazem

Pn = DPn-1 + DPn-2 n>2, (267)
Gn = Gn-1 + Qn-2
com as condigoes iniciais
Po = 17 b1 = 27
2.6.8
{ qo = 17 q1 = 1. ( )

A seqiiéncia dos denominadores {g,}°2, de (2.6.7), estd relacionada com a
seqiiéncia de Fibonacci, {Fp,}22, definida por

Fy=F, 1+F, 5  n>2, (2.6.9)

onde Fy = 1 e F; = 1. Os primeiros numeros da seqiiéncia de Fibonacci sao
1,1,2,3,5, 8,13,21, 34,55, ... .

A seqiuiéncia de Fibonacci pode ser originada do problema “quase real” do
ntmero de coelhos em um viveiro. Para este problema, devemos supor que:
- num viveiro coloca-se um casal de coelhos recém-nascidos, coelhos podem reproduzir-
se com 1 més de vida, uma coelha da a luz um casal de coelhos todo més, a partir
de seu segundo més de vida, e coelhos nunca morrem.

Quantos casais de coelhos havera no inicio de cada més?

A resposta a esta pergunta estd na Tabela 1, que fornece o niimero de casais de
coelhos no inicio de cada més.

més | no casais descrigao seqiiéncia de Fibonacci

1 1 primeiro casal Fo=1

2 1 primeiro casal Fi=1

3 2 1 + 1 que nasceu Fy=2

4 3 2 + 1 que nasceu F3=3

5 5 3 + 2 que nasceram Fy,=5

6 8 5 + 3 que nasceram F5; =38

7 13 8 + 5 que nasceram Fs =13

8 21 13 4+ 8 que nasceram Fr, =21

9 34 21 + 13 que nasceram Fs =34
10 55 34 4+ 21 que nasceram Fy =55
11 89 55 + 34 que nasceram Fip =289
12 144 89 4 55 que nasceram Fi1 =144
13 233 144 + 89 que nasceram Fio =233

Tabela 2.1: Seqiiéncia de Fibonacci, nimero de casais de coelhos

Comparando (2.6.7) e (2.6.8) com (2.6.9), concluimos que

Pn = Ln+1 € qn:Fna TLZO
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Pn ~ ; p ‘
Como os convergentes — da fragao continua convergem para o nimero aureo P,
n

vemos que
lim Fosy — lim 2% = & = 1.61803398874989... .
n—oo I, n—oogq,
Além disso,
lim I = 1 = ¢ = 0.61803398874989... .

oo Frpy @

Observe que

p _ B 1 — 1
qo Fy 1
noo_ B 2 - 9
a1 Iy 1
p2 _ B _ 3 - 15
q2 Iy 2
e j28 13
L2 — —_ = 1.625
s s 8 T
p6 F7 21
A —_ = 1.615384615384615
qﬁ F6 13
p7 Fg 34
= = =2 = — = 1.619047619047619
qr Fr 21
Ps Fy 55
= = 2 = — = 1.617647058823529
qs Fy 34
pg F10 89
= = = = — = 1.6181818181K81818
o Fy 55 =222
pas Fis 14930352
= = = = ——— = 1.618033988749890
Q34 F34 9227465
Exercicios

1. Mostre que as fragoes continuas abaixo sao equivalentes:

by by by by

ag+— — — —
a; + a2 +as +aqg + ...
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kiby  kikoby  koksbs  kskaby
0 kia1 + keoas + ksas + ksaqg + ...

Q )

onde k; # 0.
2. Mostre que se uma fragao continua é equivalente a

by by b3 by
ag+— — — —
ay +azx +az +aqg + ...

e, se a; # 0 para todo i, entdo ela tem a seguinte forma

4 k1by k1kobs koksbs kskaby
Q
0 kia1 + keoas + ksas + ksaqg + ...

)

com escolhas adequadas para k;.

3. Mostre que a fracao continua

A1 A2 A3 A4

rXr—C — T —C T —C3 T —C4 — ...

é equivalente a

ap(z)  a1(z) as(z) as(z)

1 -1 - 1 - 1 - ’
onde N \
1 n+1
- n - s >1
@o(z) r—cy’ (@) (cn — x)(Cpi1 — ) "=
4. Mostre que se
b b b b
ao—l——l 2 B Y4 =K +#0,
a1+a2+a3+a4+...
entao ) B . . .
0 1 2 3 0
ay+— — — — =a_1+ —.
! apg + a1 +as +az + ... 'K

5. Mostre que se a fragao continua

Jr1 1 1 1
1+1+14+1+ ...

converge, entdo seu valor é (1 ++/5)/2.
6. Sejam b; 11 > 1, a; > 1 para ¢ > 0. Mostre que
anfn—Q—l € Qanna

onde {f,} é a seqiiéncia de Fibonacci: fo =1, fi = 1e f, = fuo1 + fa—2
para n > 2.
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10.

11.

12.

Mostre que se a; > 1 para ¢ > 1, entao a fragao continua

1 1 1 1

a+—  — = =
a1+a2+a3+a4—|—...

)

converge.

. Sejam a; nimeros inteiros positivos tais que a fracdo continua

1 1 1 1

a+—  — — —
ay + as +az + aqg + ...

)
converge para o limite z.

a) Mostre que ag = ||, onde |x] denota o maior inteiro que nao excede x.
b) Mostre que duas fragoes continuas distintas da forma dada acima, onde os
a; sao inteiros positivos, convergem para limites distintos.

. Sejam a; > 0 e b; > 0. Mostre que

{b1 by -+ by, }
dn—19n
é uma seqliéncia decrescente. Como conseqiiéncia, mostre que (1.1.2) converge

> biby---b
lim 2 ndn
n—00 <a1a2~-~an)2

Sejam a; > 0 e b; > 0. Mostre que {Cs,}, a subseqiiéncia dos convergentes
de ordem par, é crescente e convergente. Mostre que {Ca,11}, a subseqiiéncia
dos convergentes de ordem impar, é decrescente e convergente.

1 1 1 1
Considere a fragao continua a9+ — — — —

ay +ag + a3z +aq4 + ...

n

a) Mostre que [p,| < M [ (1 + [axl), M = maa(1, |aol).

k=1
oo

b) Mostre que se Z |agx| converge, entdao {pay} converge.
k=1

o0
¢) Mostre que se Z lax| converge, entdao {pan}, {Pen+1}, {¢2n} e {g2n+1}

k=1
convergem.
o0
d) Mostre que se E |ax| converge, entdo a fracao continua dada acima diverge.
k=1

Use o Teorema 2.8 para mostrar que 1 —

(1++1—4a)/2 quando 0 < 4a < 1.

—le
=l e
—le

converge para
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Capitulo 3

Polinomios Ortogonais e
Fracoes Continuas

Entre os polinémios associados a relagao de recorréncia de trés termos estao os
polindmios ortogonais. As aplicagoes de tais polindmios & Anélise Aplicada séo
muitas e novas aplicagoes surgem a todo momento. Veja, por exemplo, Gautschi
[15]) e Bracciali, Li e Sri Ranga [9].

As aplicacoes dos polindmios ortogonais associados as chamadas medidas clédssicas,
como as de Jacobi, Hermite e Laguerre, tém, particularmente, papel fundamental
em muitos problemas das ciéncias e das engenharias. Ao contrario do que gos-
tarfamos, os polindmios ortogonais associados as medidas nao classicas ainda nao
gozam de semelhante privilégio. Isto se deve, em parte, as restricoes encontradas
para gera-los.

3.1 Polinémios ortogonais

Sejam (a, b) um intervalo real, —oo < a < b < 00, e ¢(x) uma funcio real, limitada,
nao-decrescente e com infinitos pontos de aumento em (a, b).
Se os momentos definidos por

b
ur:/ 2" dp(x) (3.1.1)

existem para r = 0,1,2,..., entdo d¢(x) é chamada distribuigao em (a, b).

Se dp(x) = w(z)dz, entdo w(xz) > 0 em (a,b), mas ndo identicamente nula, e é
chamada funcao peso.

Consideraremos, daqui por diante, apenas o caso em que do(z) = w(z)dz.

Definicao 3.1 Dizemos que a seqiiéncia de polindmios { P, (x)}22, € uma seqiéncia
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de polinémios ortogonais com relagdo a fung¢ao peso w(x) no intervalo (a,b) se

(i) Pn(z) € de grau exatamente n, n > 0.

b 0 sen#m (3.1.2)
Quando p, = 1 dizemos que a seqiiéncia de polinémios ortogonais é uma

seqiiéncia de polinémios ortonormais e denotaremos por { P} (z)}52,.
Notagao: Representaremos os polinoémios ortogonais P, (x) por

n
P,(x) = Zamixi, an,n # 0.
i=0

Quando ay, , = 1 dizemos que os polinémios sdo moénicos e os denotaremos por
R o
{Pn(x)} .
n=0

3.1.1 Propriedades

Daremos, agora, algumas interessantes propriedades dos polinémios ortogonais.
Como, pela definicao, os polindomios de uma seqiiéncia de polinémios ortogonais
tém graus diferentes, obtemos, imediatamente, o seguinte resultado.

Teorema 3.1 Sejam Py(x), Pi(x),. .., Py(x) pertencentes a uma seqiiéncia de po-
linomios ortogonais. Entao, eles sao linearmente independentes.

O teorema acima nos diz que os polinémios ortogonais Py (x), k =0,1,2,...,n,
formam uma base para o espago vetorial dos polinémios de grau menor ou igual a
n, Py.

Teorema 3.2 Seja {P,(2)}52, uma seqiiéncia de polindmios e w(x) uma fungao
peso no intervalo (a,b). Entdo, as sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(a) {Pn(2)}22, € uma seqiiéncia de polindémios ortogonais com relagdo a fungdo
peso w(x) em (a,b).

(b) (Pn,m) =0, VY 7(z)degrau <n—1.

b
=0, sem<n
9 m — m ) b
(¢) (z™, P,) 7/0, x Pn(x)w(x)dac{ 20, sem=—n,
Demonstragao: (a) = (b) Seja 7(z) um polinémio de grau < n — 1.
Como {P,(x)}22, é uma seqiiéncia de polinémios ortogonais, pelo Teorema 3.1
Py, Py,...,P,_1 formam uma base para P,_;. Assim,

m(z) = z_: Py ().
k=0
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Logo, por definic¢ao,

n—1
<’I’L7 :<n7 OéP >: o <Pn7P>:0
Z * k kZ:O kH/—k/

=0, k#n

(b) = (¢) Temos, por hipdtese, que (P,,7) =0 V m(z) de grau < n —1. Assim,
(P, z™) =0 se m < n.
Consideremos, agora, m = n. Entao, m(x) = z™ € P". Logo,

= Zaij(x), an, #0

Jj=0

(P, x™) Zaj =y (Pp, Pn) #0
=0, jyﬁn

(¢) = (a) 1) Consideremos m < n (m > n, andlogo). Seja
Po(z) =amo+ am1x + ...+ ammx™,  amm # 0.
Por hipétese,

(P, Pn) Zamk:cP =0.

ii) Seja m = n. Entao,

<Pn7 Pn> = Z Qn, k <xk7 Pn> = Qn,n <xn7 Pn> 7& 0.
k=0

Corolario 3.1 Sejam {Qn(2)}52, e {Pn(x)}22, duas seqiéncias de polindémios
ortogonais no intervalo (a,b) com relagao a fungdo peso w(x). Entao,

Q](I>:CJP](J:)7 j:071)"'7
onde c; € uma constante que depende apenas de j.

Demonstragdo: Seja Q;(z) € {Qn(x)}2%,. Como Py(x),Pi(x),...,P;j(z) formam
uma base para o espago vetorial dos polinomios de grau < j, podemos escrever
Q;(z) como uma combinacao linear desses polindmios. Entéao,

Qj(z) = Z c; Pi(x), (c; #0).
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Mas, (Q;,m) =0 V m(z) de grau < j — 1. Logo,
(Qj, Po) = (@, P1) =+ =(Qj, Pj—1) = 0.

Assim, para k=0,...,7 — 1,

J
0=(Q;, Pe) =Y ci(Pi, Pi) = ci Py, Pr) .
1=0

Como (Py, P;) > 0, entdao ¢, =0, k=0,...,5 — 1. Portanto,

Qj(z) = ¢;Pj(z).

Teorema 3.3 Seja P,(z), n > 1, uma seqiéncia de polindmios ortogonais no in-
tervalo (a,b) com relagdo a fungao peso w(x). Entao, os zeros de P, (x) sdo reais,
distintos e pertencem ao intervalo (a,b).

Demonstracao: Suponhamos que P, (x) nao tenha raizes em (a,b). Logo, P,(x) > 0
ou P,(z) <0, Vx € (a,b). Mas, por (3.1.2),

/ P, (z)w(z)dx :/ 1.P,(z)w(z)dx = 0. (3.1.3)

Sabemos que

/b P, (z)w(z)dx >0, se P,(z)>0,
‘ (3.1.4)

/b P, (z)w(z)dxr <0, se P,(z)<0.

Por (3.1.3) e (3.1.4) temos um absurdo. Assim, existe pelo menos uma raiz real
de P,(z) em (a,b).

Suponhamos que T, 1,%n2,...,Zn, (1 < n) sdo as raizes de multiplicidade
fmpar de P,(x) em (a,b). Entéo,

P, (z)=(z—xn1)(@—2pn2)...(x—2n,)Q(2),

onde Q(z) é um polinémio de grau (n—r) que tem somente raizes complexas ou reais
de multiplicidade par em (a,b). Logo, Q(x) ndo muda de sinal em (a,b). Porém,

b
/ (x —zp1)(@—2zn2)... (¢ — zpn,) Py(z)w(z)dr = 0. (3.1.5)

grau r<n
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Mas,
b
/ (@ —zp1)(@—2n2). .. (¢ — 2nr)Po(z)w(z)de =

b
:/ (= 1) (@ — Tpo)? ... (= 20,)2Q(x)w(x)dx # 0. (3.1.6)

Por (3.1.5) e (3.1.6) temos um absurdo. Assim, P,(x) tem r > n raizes de
multiplicidade {mpar em (a,b). Logo, r = n pois P,(x) é um polindémio de grau n.
Deste modo, P, (z) tem n raizes de multiplicidade impar em (a,b),

P,(x) = (z — xml)il (x — mn,g)iz oz — :cnn)l"

Como 1i1,19,...,17, sao indices impares e iy + i + ... + i, = n, temos que
i1 =g ="+ =1, = 1. [ ]

Teorema 3.4 Seja {P,(x)}52, uma seqiiéncia de polindémios ortogonais em (a,b)
relativamente a fungdo peso w(x). Entdo, os polinémios desta seqiiéncia satisfazem
a sequinte relacao de recorréncia de trés termos:

Poy1(2) = (412 = Bny1) Pr(2) — an1 Pooa(2), n >0, (3.1.7)
com Py(z) =1, P_1(x) =0, anpt1, Bn, m ER, n>1 e
anJrl n+1 <xPn7 Pn>
n = — Oa n = Tn+l"7H  \
Yrt1 - # Bn+1 = Ynt1 P, By
(3.1.8)
P,, P,
Oni1 = ’Vn-‘rl < ny L> 7£ 0.

Tn <Pn717 Pn71>

Demonstragdo: Temos que P, (z) = an,nx”+an7n_1x"_1 +...+ap12+an0. Como
2P, (z) é um polinémio de grau n, entao

n+1

z) = bPi(x)
=0

Igualando os coeficientes dos termos de maior grau em ambos os membros da

. . ) n,
igualdade acima, obtemos a, n, = bpi1ani1,nt1. Dal, bpi1 = nn

an+1,n+1 '
b
Porém, (xP,, P;) :/ P, (z)zPj(z)w(z)dr =0 para j<n-—2.

n+1

Mas, (zP,, P;) Zb (P;, P;) =b; (P;,P;) =0 paraj <n—2. Logo, bj =0
se j < n— 2. Assim, -
1 b by,
Poii(z) = r P, (z) 1Pn—1(x) - Py (),
bn+1 b’ﬂ+1 b”+1
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ou seja,
Pn+1($) = (7n+1$ - 5n+1)Pn($) - an+1pn71(1')7
1 bn bn—l
com Yn41 = r> ﬁ’ﬂ“rl = r € Qnt1 = b . Como
n+1 n+1 n+1
an,n Ap41,n+1
bnt1 = , temos vp41 = ———.
an+1,n+1

n,n

Calculemos, agora, os valores de ay,+1 € Bpt1. De

PnJrl(x) = ('7n+1-r - ﬁnJrl)Pn(x) - an+1Pn71<x)a
obtemos

0= <Pn+17pn> = Tn+1 <J,‘Pn, Pn> - ﬂn+1 <P7L7 Pn> — Qp41 <Pn—1ypn>
Dai,
(xPy, Pp)

ﬁn—i—l == ’Yn—&-lm.

Do mesmo modo,

0= <Pn+17 Pn71> = Yn+1 <xPnaPn71> - ﬁnJrl <Pna Pn71> — Op41 <Pn71a Pn71>
Logo,

_ (P, Poo1)
Qnt1 = %Hm.
Mas, como

Pn(x) = (’ynx - ﬂn)Pnfl(x) - Olnpnfz(l')

obtemos
2Pas(2) = - Poale) + PPy (@) + 2Py ()
n—1 Y n Y n—1 Y n—2 .
Porém,
b
(xPy, Pp_1) :/ P, (x)xP,_1(x)w(x)dx = (Pp,xPy_1)
e, entao,

n

1 O, 1
<Pn»xPn71>:7<Pn;Pn>+/6n<Pn7Pn71>+7<Pn7Pn72> :7<anpn>

Tn Tn
Portanto,

g1 = Yn+1 <PnaPn>
" Tn <Pn—15Pn—1>’

n>1.
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Para os polindmios moénicos, a relagao de recorréncia é da forma
Pn+1(x) = (x - Bn_l,_]) Pn(x) - dn+113n_1(x), n >0, (3.1.9)

com P_y(x) =0, Py(x)=1e

R <1‘Pn—1apn—1> <Pn7pn>
Op=—"F+—""—"""—""¢€ Gp1=—"—, n>1 (3.1.10)
<Pn717Pn71> <Pn717Pn71>
Para os polinémios ortonormais, temos
Ppii(z) = (412 — But1) Py (2) —aq i Pr_q(z), n >0, (3.1.11)

a*
com P*y(z) =0, Pi(z) = 0, v = ———, By =y (P, Piq) e any =
a’nfl,nfl
*
,)/n-‘rl

*

n>1.

A relacdo (3.1.9) pode também ser escrita como
2P () = dips1 Po_1(2) + Brs1 Po(x) + Prg(2). (3.1.12)

Fazendo n =0,1,2,...,m — 1 na equacao (3.1.12), obtemos, respectivamente,

aPy(z) = PBiPy(z)+ Pi(x)

2Pi(z) = &Py(x) + BoPy(z) + Pa()

ePy(z) = a3Py(z) + BsPy(z) + Ps(x)
acpm,1($) = OAéumfQ(«T) + Bmpmfl(tT) + Pm(m)v

ou, na forma matricial,

Py(z) /i 1 0 0 0 0 Py(z) 0

pl (.13) 6[2 /32 1 0 0 I:)l (Z‘) 0

Py(x) 0 a3 fs 1 0 0 Py(a) 0
z . = . ) . +

D, () 0 0 0 0 Bn“;—l 1 P2 () 0
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Sejam X, k, 1 < k < m, raizes do polinémio Pm(ac) Entao,

}:DO(l'm,k) B r 0 0 .. 0 0 ]:Do(xm,k)
1?1($m,k) Gy [ 1 - 0 0 Ifl(l“m,k)
P2($m7k) 0 dg 53 1 ... 0 0 Pg(xm’k)
LT,k . = . . . . . . .
P;m—2(33m,k) 0 0 0 0 ... gm—l A]- IE)m—Q(a:'rn,k)
mel(aim,k) 0 0 0 0o ... dm Bm mel(wm’k)
Vm,k G, Vim,k
Logo,

Tm kVmk = GmVmik, k=1,2,...,m.

Como, pelo Teorema 3.6, Pp,—1(Tm k) 7 0, 0 vetor vy, ; é ndo-nulo. Entao, <, k
¢é auto-valor da matriz G, e vy, 1 € 0 correspondente auto-vetor.

Observe que a relacao de recorréncia para os polinémios ortonormais pode ser
dada por:
Py (x) = A P (2) + 7 Py (2) + AL P (@),

onde A} 4 = 1/7;,—}—1’ Toil = 5:L+1/’Y:L+1 .
P (z)

n,n

Como podemos escrever P, (z) = , de (3.1.10), temos

Qpy1 = ()‘:1)2 e fnt1 = T’:;—'rl'

Assim, ©P}(@) = \/anp1 Py (2) + Bust P () + /ansa P (@).
Procedendo da mesma forma que para os polindomios ortogonais monicos, obte-
mos

Py (@m,k) B \/Aééz 0o ... 0 Py (@m,k)
Py (zm,k) Vo [ \/Adg . 0 Py (1‘.,”716)
P (Tmx) 0 Vas B35 ... 0 Pi (Zm1)
Tk : B : : : . : : ’
P o (k) 0 0 0 ... Vém P o (xm.r)
P 1 (Tm.k) 0 0 0 ... B P _1(%m,k)
Um,k I U k
(3.1.13)
isto é,

T kWmk = JmUmi, k=1,2,...,m.

Portanto, z,,; é também um auto-valor da matriz J,,, chamada matriz de
Jacobi de ordem m.
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Teorema 3.5 Seja { Py (x)}52, uma seqiiéncia de polinémios ortonormais. Entao,
eles satisfazem o sequinte identidade

ZH:PE(x)P;‘(y) - Prn(0)faly) = Pi(@)Pan W), (3.1.14)
k=0 Tn+1 r—=y

conhecida como Identidade de Christoffel-Darbouz.

Demonstracao: Da relagao de recorréncia de trés termos, temos que

Po(@)Pr(y) — Po(r)Piia(y)
= (17 = B P (@) — aq i Py (2)] P (y)
—B (@) (V1Y = B ) P (y) — g1 Pra (y)]
= (@ =y P (@) Py (y) +{Pr(2) Py ()
—Pp 1 (@) Py (y) g

Logo,
Pra(@)Pr(y) = Py(@)Pia(y) = (@ =y Pr@)Pr(y) + o { Py (2) Py (y)
— Pr_y(x)P(y)} -
Mas,
of = Tor1  (Pn Pp) _ Vnt1
nH T (P Proy) "
Assim,
Prg(@)P(y) — Pr(x) P (y) = Wijfl{PS(x)PZl(y)—Pﬁ1(x)Pﬁ(y)}
(@ = y) 11 Pn () By (y). (3.1.15)
Analogamente,
Pr(@)Py 1 (y) — Py (2)PL(y) = 77”1{ 1(@)Pp o (y) = Pro(x) Py ()}
(& =y P (@) P (y). (3.1.16)

Substituindo (3.1.16) em (3.1.15), obtemos
Pon(@)Pi(y) — Pu(@) P (y)

= 2 )P ) - PP )
o= P EAWPAW + @ - 0 PP
= ZELP @R o)~ Piae) P (o)
P @~ YIFL @ P ) + PP )
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Continuando, temos

w1 (@) P (y) — Po() Py (y) = 7;111 [Pr () P5 (y) — By () Py (y)

i@ =) Y Pi@)Pi(y).  (3.1.17)
k=1

Mas, Pj(z) = ai (r)+aiy e Py(x) = ag,. Entao,
Py (y) Py (x) — Py (2) Py (y) = ag a1 1 (z — y).

Substituindo em (3.1.17), obtemos

* n
* * * * ’}/n 1 * * * * *
Pra(2)Py(y) — Pr(@) Py (y) = ’yi ap001,1 N Z Pi(x)Pi(y)| (z—y).
1 k=1
a*
Como ~; = i’l e Pf(x) = P{(y) = a},, chegamos ao resultado desejado. W
) '

Se somarmos e subtrairmos P, | (x) P (x) ao numerador da Identidade de Chris-
toffel-Darboux (3.1.14), obtemos

P (o) — L @) (Pl (@) = Pl (v) — Pl (@) (Pi() — Pi(y))
;;)Pk()Pk(y)_V:LH Ty :

Fazendo y — x em ambos os membros da igualdade acima, chegamos a seguinte
identidade

S B@) = [Pi@) (P @)~ Pin() (P@)] > 0, va e R
k=0 Tnt1
(3.1.18)
Lembremos que f'(z) = lim fo) = Iy) e Z (P (x))* >0, pois Py(z) # 0.

e 2T k=0

- o0 oA . . A . . ~
Teorema 3.6 Seja {Pj(x)},, uma seqiéncia de polinomios ortogonais. Entdo,
entre dois zeros consecutivos do polindmio de graun — 1, P,_1(x), existe somente
um zero de P, (x).

Demonstragdo: Suponhamos, sem perda de generalidade, que os polinémios P;(z)
sejam ortonormais com a;; > 0. Sejam zp_11 < Tp—1,2 < ... < Tp_1,n—1 OS ZETrOS
de P,_1(z) em ordem crescente. Tomemos &1 € Tp_1k+1, kK = 1,2,...,n—2, dois
zeros consecutivos de P,_j(x). Substituindo esses zeros em (3.1.18) paran =n—1,
obtemos

Pn(xnfl’k)Pr/L—l(xnfl,w <0 e Pn(xnfl,k+1)Pr/z—1(mnfl,k%l) <0.
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Como P),_i(xn-1%) € P,_1(zn-1k+1) tém sinais opostos, entdo Pp(z,—1%) €
P, (zn—1,k+1) também. Logo, existe pelo menos um ponto em (Zn_1 k, Tn—1,k+1)
onde P,(z) muda de sinal. Portanto, existe pelo menos um zero de P,(z) entre
Tn—1,k © Tn—1,k+1-

Dois zeros de P, (x) estao em (a, Zn—1,1) € (Tn—1,n—1,b), respectivamente. Como
a;; >0,5=0,1,..., temos que P;(b) > 0. Logo, P,_;(n—1,n—1) > 0. De (3.1.18),
P, (zp—1,n-1) < 0. Portanto, P,(x) muda de sinal entre x,_1 ,—1 € b. De modo
andlogo mostramos que existe uma raiz de P,(z) entre a e x,_1,1. Basta lembrar
que sinal[Pj(a)] = (—=1)7. Como P, (z) tem n zeros o resultado estd demonstrado. W

3.1.2 Polinémios associados aos ortogonais

Definicao 3.2 Dada uma seqiiéncia de polinémios ortogonais ménicos { P, ()},
definimos o polinomio associado a P, (x) por

Qn(z) = /b P"(tz - f"(x)w(t)dt, n>0. (3.1.19)

Podemos mostrar facilmente que @, (x) é um polindémio de grau n — 1, cujo
coeficiente do termo de maior grau é igual a pyg.

Como conseqiiéncia da relacdo de recorréncia (3.1.7) e da definigdo acima, po-
demos demonstrar que os polindémios associados Q. (x) satisfazem & mesma relagao
de recorréncia dos polinémios ortogonais P, (z), ou seja:

Qni1(2) = (2 = Bry1)Qn(x) — Gn1Qnoa(x), n>1, (3.1.20)

mas com condigoes iniciais Qo(z) =0 e Q1(z) = po.
Além disso,

Pn+1(l‘)Qn($) — Pn(x)QnH(x) = —uo@g@g tee OA‘n«H 75 0. (3.1.21)

3.2 Fracoes continuas e polindmios ortogonais

Iniciaremos esta secao com dois exemplos sobre a ligacao entre fracoes continuas e
polindémios ortogonais.

3.2.1 Polinémios de Tchebyshev de 22 espécie

Os polindémios de Tchebyshev de segunda espécie Uy, (z) podem ser definidos por

sen[(n + 1) arccos x]

Unlo) = — =

ze[-1,1, n=0,1,2,....
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Facilmente encontramos que

Up(z) = 1,

Ui(z) = 2x,

Us(z) = 2%% -1,
Us(z) = 2%2% —4a.

Vamos, primeiramente, determinar duas propriedades:
a) a relagao de recorréncia de trés termos;
b) que sdo ortogonais no intervalo [—1,1] com rela¢do & fungdo peso w(x) =
V1—22
a) Usando a seguinte relagao trigonométrica:
sen[(n + 2)0] + sen(nd) = 2 cosfsen[(n + 1)0]
para x = cos f, encontramos
Uns1(z) = 22U, (2) — Up—1 (),
vélida para n > 0 se tomarmos U_1(z) = 0.
b) De
s
/ sen(k@)sen(j0)dd =0
0

para k e j inteiros e k # j, obtemos

/ " senlln+ 10) senllm + 10 g sendap = / 1 Un(2)Un (2)V/1 — 22da = 0,
0

sent senf 1

para m # n. Para m = n a integral acima é igual a 7/2.

Uma conexao natural desses polinémios com fragoes continuas é através da
relagdo de recorréncia, de onde segue que U,(z) é o denominador do n—ésimo
convergente da fragdo continua

-1 -1 -1 -1
20 4+ 2x + 2T 4+ ...+ 2o ...

O polinémio U, (z) é de grau n e o coeficiente do termo de maior grau é 27",
Assim, o polinémio de Tchebyshev moénico pode ser escrito como

Un(x) =27"U,(x), n > 0.

Logo,,
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e, em geral, se U'_l(x) =0, temos

N N 1 -
Upii1(z) = 2Up(z) — vy no1(z), n>0.
Os polinémios de Tchebyshev moénicos sao, entao, os denominadores dos conver-

gentes da fracao continua

2 4 4 4 . (3.2.1)
T 4+ T 4+ T 4+ ...+ T + ...

Ainda temos a ortogonalidade, pois
1
/ Un(@) On(a) VT — a2z = 5 2 0m405,,
-1

O simbolo §,,, é o delta de Kronecker que tem o valor 0 se m #n e 1 se m = n.

3.2.2 Polinémios de Legendre

Os polinémios de Legendre P, (z) sdo dados por

e, em geral,
(n+ 1)P,y1(x) = (2n+ 1)aP,(z) —nP,—1(z)

para n > 0, se P_1(z) = 0. Facilmente encontramos os primeiros polinémios

3 1
PQ(ZC) = 51)2 - 5,

5 3
Py(z) = §x3 — 5%

35 15 3
P4(1') = §$4— Z$2+§

Os polinémios de Legendre sao ortogonais no intervalo [—1,1] com relagdo a
funcao peso w(x) = 1. Na verdade, temos

n
n+1

Omn.-

/11 P, (z) P,(x)dz =

A relacdo de recorréncia de trés termos pode ser escrita como

2n+1 (@) n
n—+1 Thnl® n+1

Poii(z) = Po_i(z). (3.2.2)

Se, na fracdo continua (1.1.2), tomarmos ag = 0, by # 0 arbitrario,

n 2n —1
ap4 = ———1, n>1,

by = ———
n+1 TL+17 n
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obtemos
1 2 3 n
by 2 3 4 Cn+1
__n+l . 3.2.3)
3 5 7 5+ 1 (
o+ S+ 2.0+ L4420+l 4
2 3 4 n+1

A relagao de recorréncia (3.2.2) é exatamente a relagdo de recorréncia para os
numeradores p, = p,(x) e denominadores g, = ¢, (x) dos convergentes C,, = Cy, (),
n > 1, da fragdo continua acima. Como ¢o(z) = Po(x) =1 e q1 = Pi(x) = z, entdo
a seqiiéncia { P, (x)}, -, é aseqiiéncia dos denominadores dos convergentes da fragao
continua (3.2.3).

Se multiplicarmos o numerador e o denominador de uma fracao por um fator
diferente de zero, nao alteramos o valor da fracao. Faremos isso com a fragao
continua acima. Usando o termo 2/3 para o numerador e denominador da segunda
fragdo, 5/3 para a terceira e, assim por diante, obteremos a fragdo continua, equi-
valente a (3.2.3),

12 22 32
b 1.3 3.5 5.7 . (3.2.4)
T 4 T + T + T + ...

A relagao de recorréncia para os denominadores é dada por
~ n ~

Pria(z) = xpn(:r) -

e os valores iniciais sao

Facilmente encontramos que

- 1

Py(z) = 2?— 3

- 5

Py(z) = - 3%

- 6 3
Py(z) = 2*— 63:2 + 35

e, em geral,

P, (z) = 2™ + termos com poténcias menores do que n em x,

isto é, P,(x) é um polinébmio ménico. A ortogonalidade, é claro, é preservada.
Assim,

1
[1 P, (x) P, (x)dx = 0, m # n.
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3.2.3 Caso Geral

Consideremos, agora, os polindémios ortogonais moénicos P, (x) com relagdo a uma
fungéo peso w(z) em um intervalo (a,b). Consideremos, também, a fragdo continua
dada por
Ho (%) a3 Ay

t—fi—a =B — Py = —a—fu—
onde (3, e Gpy1, n > 1, sdo os coeficientes da relacao de recorréncia para os po-
linémios ortogonais na forma monica, dados por (3.1.10).

O n—ésimo convergente da fragdo continua (3.2.5), é dado por:

, (3.2.5)

c, = M0 a2 as_ n _ _Pnp>1 0 (3.2.6)
t—p —x—Pr—ax—Ps = —x—0p n
600:0.
pn(z)

Observe que, neste caso, C,, = Cy,(z), ou seja, Pn _ .
Utilizando as férmulas de Wallis (1.1.4), obtemos

o) = 2@ _ (@ = B)puca (@) — dupua(®) o)

q’ﬂ(aj) (-T - Bn)Qn—l(x) - ann—Q(x)

onde &3 = —pg, p—1(z) =1, po(x) =0, g_1(x) =0 e go(z) = 1.

Observe que a relagdo de recorréncia de g, (x) é exatamente a mesma que a do
polinémio associado ao ortogonal @, (x), n > 2. Além disso, go(z) = Qo(z) =0 e
q1(z) = Q1(z) = po- Logo, gn(r) = Qu(x),n > OA-

Do mesmo modo, concluimos que p,(z) = P,(z), n > —1. Assim, o n—ésimo
convergente da fragdo continua (3.2.5) é dado por

C?n(ff) _ _Ho Qs Qs s
Py(z) z-p—az-Pr—a—F3— —x—[

A fragdo continua (3.2.5) é conhecida como fracdo continua de Jacobi ou J-

fracdo (ver Chihara [11]) devido & sua conex@o com as matrizes de Jacobi dadas em

(3.1.13).
Observe que as fragoes continuas (3.2.1) e (3.2.4) sdo J-fragoes.

Exercicios

1. Os polindémios de Tchebyshev de 12 espécie T, (z), n =0, 1,2, ..., sdo ortogo-
nais no intervalo (—1,1) com relagdo & fungao peso w(x) = 1/v/1 — 22 e sado
definidos por

T,(x) = cos(nd), x=cos(d), n=0,1,2,... ,0<b<7.
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Mostre que eles satisfazem as seguintes identidades:

1 I(Smnv
a)/ Ty ()T ()22 = ) 2

m, sem=mn=20.

sen>0

2. Os polinémios de Hermite H,(z), n =0,1,2,..., sdo ortogonais no intervalo

—2° Pela Férmula de Rodrigues,

(—00, 00) com relagao & fungao peso w(z) = e
sao definidos por:
o2 A% 2
H,(x)=(-1)"e dx—n{e ], n>0.

Mostre que eles satisfazem a seguinte equacao diferencial de 22 ordem:
y" — 2xy + 2ny = 0.

3. Os polinoémios de Legendre P,(x), n =0,1,2,..., sdo ortogonais no intervalo
(=1,1) com relagao a funcédo peso w(x) = 1. Podem ser definidos, através da
Férmula de Rodrigues, por:

P, (z) = il dam (1—2*)"], n>0.

Usando a formula acima e integracao por partes, mostre que eles satisfazem

1
2
2
/_1[]3”(%)] e 2n+1 n=0

4. Demonstre as relagoes (3.1.20) e (3.1.21) para o polinémios associados aos
ortogonais @, ().

5. Seja P,(z) = 2", n > 0. Mostre que {P,(z)} ~, nao é uma seqiiéncia de
polinémios ortogonais.

6. Seja {P,(z)},, uma seqiiéncia de polinémios ortogonais em (a, b) com relagao
a uma fungio peso w(z). Entédo,

/ab P2(z)w(x)dr < /ab i (2)[w(z)dz,

para todo polindémio 7(z) # P,(z) de grau n.
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7.

10.

Seja 7(x) um polinémio tal que
b
/ m(z)zFw(z)de =0, k=0,1,2,... .

Entao, w(z) =0.

. Para os polindémios de Tchebyshev de primeira espécie T, (x), obtenha a se-

guinte férmula de recorréncia:
Tni1(x) = 22T, (x) — Th—1(x), n>1,

com Ty(z) =1e Thi(z) = =.

. Considere os polinémios de Legendre P, (z). Mostre que

1.3 ... (2n+1)

T (x4 1) P, (z),

Poyi(x) + P(z) =

~ oo

onde {Pn(x)} denota a seqiiéncia de polinémios ortogonais monicos em
n=0

(—1,1) com relacao a funcao peso w(z) =1+ x.

Seja { P, ()}, , uma seqiiéncia de polindémios ortogonais em (a, b) com relagao
a funcao peso w(x). Denotemos por &, 1 < Tp2 < -+ < Tp,p 08 zeros de P, (x)
€ Yn—11 < Yn—-1,2 < --+ < Yn—1,n—1 0s zeros do polinébmios associado @, (z)
de grau n — 1, n > 2, em ordem crescente. Mostre que

Tnk—1 < Yn—1k-1 < Tnk, k= 2,3,...,n.



Capitulo 4

Aplicacoes

4.1 Expansao de funcoes em fracoes continuas

Muitas das fungoes especiais que ocorrem em aplicagoes da Matematica sao definidas
por processos infinitos, tais como, séries, integrais, iteracoes. A fracao continua é
um desses processos infinitos. Para mais informagoes sobre esses assuntos, referimo-
nos a Abramowitz e Stegun [1], Khovanskii [20], Kincaid e Cheney [21], Perron [25]
e Wall [38].

Um exemplo de expansao de funcoes em fragoes continuas, que nao é unica, é o
da funcao exponencial, dada por:

R I R .
1-243-245-247-2+4 ...
Euler obteve a seguinte expansao para a fungao exponencial

1 —2z x? z? x? z?

S roror .
€ 1424046 +10+14+18+ ...

Os primeiros convergentes sao dados por

(4.1.1)

po _ 0

qo 1

P 1

q1 1

P2 _ (24 2)p1 + (—22)po _2+x

q2 (2 + $)Q1 + (—2x)qo 2—x

ps  bpa+a®pr 12+ 6z + ?

g5  6ga+22¢1 12— 6z + 22

D4 10ps + 22po 120 + 60z + 1222 4 23

qa 10g5 + 22g, 120 — 60z + 1222 — 23
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ps  l4ps+a’ps 1680 + 840 + 1802 + 2027 + 2

g5 14qs +22qs 1680 — 840z + 18022 — 203 + x4’

Note que os convergentes sao fungoes racionais que podem aproximar valores
para a funcdo e®. Podemos, por exemplo, aproximar o valor de e~! através desses
convergentes. Vamos compara-los com os valores obtidos pela expansao em série de
Taylor:

2 3 4 n
T _ T T
e —1+m+2!+3!+4!+ +n!+ . (4.1.2)
Queremos aproximar o valor e~! = 0.367879441171... . Fazendo 2 = —1, obtemos
os seguintes valores:
ne termos | convergentes Taylor
1 0 1
1 0

0.3333333333  0.5000000000
0.3684210526  0.3333333333
0.3678756477  0.3750000000
0.3678794561 0.3666666667

SOk W N

A fragao continua

o1y ® T2 /6 22 210 /2 z/l4 /2 (4.13)
l1-1+1 -1+ 1 -1+ 1 -1 + ...

também é uma expansao da fungao exponencial.

Definicao 4.1 Dizemos que uma fra¢do continua corresponde a uma série de poténcias
se os convergentes de ordem n+ 1 da fragdo continua, quando expandidos em série
de poténcias, coincidem com os n primeiros termos da série.

Por exemplo, a fracao continua (4.1.3) corresponde & série (4.1.2) pois,

po_ 1_,
qo 1

1
T e
q1 1 1
D2 pr+(—2/2)pp 1+ (1/2)x 1, 1,4
Q2 a1+ (—z/2)qo 1—(1/2)x 2 4

14 (2 1 2 1 1 1

ps _ p2At(x/6)p 1+ (2/3)x+(1/6)x SENPRIE SCUNE SR SR
qs a2+ (z/6)q 1—(1/3)x 2 6 18
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Observe que, para n > 3, os convergentes de ordem n da fragao continua (4.1.1),
quando expandidos em série de poténcias, coincidem com 2n — 1 termos da série
(4.1.2) pois,

% = ;i—i:1+x+%x2+ix3+...

zz B %:1+x+%x2+é$3+ix4+ﬁx5+...

T et gt g gt g+
+ﬁx7+...

T
+?%6x6*'5&20x7+Uﬂé20I8+'8«%200x9+"'

Para calcular a expansdo de uma funcao em fracdo continua, podemos também
utilizar substituigoes sucessivas. Seja f uma funcdo. Calculamos 11,75, ..., Ty 41, -
tais que

..y

[ =ao+ T,
b1
T =
! a1 +Ts
7, =2
as + T3
b; )
T, =— 2 2<i<n,
a; +Ti11

onde by, a;, b; sao escolhidos arbitrariamente e podem ser funcgoes dos argumentos
de f. Deste modo, temos que

hoob b b
ar+ax+ ... a1+ oo Fan+ T
Continuando este processo de substituicoes sucessivas, obtemos a fragao continua.

f=ao+Ti =ao+

1
=ap +
a1+T2 0

Exemplo 4.1 Considere a expansio em série de Taylor em torno de xqg =0
da funcao e*,

2 .’23 £U4 .’25 .’26

e :1+$+?+F+ﬂ+m+%+.”.
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Tomando ag = 1, obtemos

e$:ao+T1:1—|—T1 = leew—l.

Assim,
T O S A
- [ T T A
! 26 24 120 ' 720
B x
B x z2 28 xt 0 -t
T T A T S N N
(+2+6+24+120+720+ )
Como
1+x+x2+x3+x4+1’5+ _17 1
2 6 24 120 720 N 2 23 ozt 2P ’

T
+2+ 6 +244_1204_720+

fazendo essa divisdo, obtemos

x x
ho= z 22 gzt B z z2  zt '
l- -4+ ==+ l—-z4+|-4+—=—-—=—+"---
2 12 720 2 12 720
b 2 4
Portanto, T1:al_:TQ,ondeescolhemosbl:J:, a1=1—9€€T2=g+%—%0+
Mas,
x T a3 T 1
T, = = 2 i
2 2( % 360 " ) 2 PR -1
1 -
( +6 60+ )
_ @ 1 _ =
2 ) x+x2 x3+ _2 N 2x+x2 x3+ '
_T T 2 —z el S R
6 36 540 3 1 270
2 2 3
Logo, Ty = @TQE,’ODde escolhemos by =z, a9 =2—x e 13 = %+%—2x70+--~ .
Porém, podemos escrever T3 como
2 2 2 1
T3 — —r 1+£,L+ = —X 1
3 12 180 3 x 22
<+12 180+ )
2 1 2x
- s _
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b3
Assim, T3 = ,onde b3 =2z, a3 =3—x e
YT e+ Ty ° °
3 z 3 1
7, = ° (1 -z ...):,
4 17 +20+ 4x(1+$+“.>1
20
3 1 3z
= - = .
4 (1_£ ) dx
Portanto, Ty = ———, onde by =3z, ay=4—=z ¢ T —éx(l—k )
) 4_a4+T5’ 4 — ) 4 — 5_5 .

Se continuarmos deste modo, encontraremos b; = (1 — 1)z, a; =i —x €

_ - k
Tz‘+1—i+1<1+zekx>a

k=1
0 que novamente sugere escolhermos b;11 = iz e a;41 = (i + 1) — z. Logo,

n T x 2z 3z 4x
l—-z+2—-2+3—-x4+4—z+5—xz+ ...

e’ =1

Exemplo 4.2 Considere a expansdo em série de Taylor em torno da origem da
fungao In(1+ z),

Fazendo ay = 0, obtemos, analogamente ao exemplo anterior, a seguinte expansao
em fracao continua para esta série

x xz/2 x/6 /3
In(l4+a)=2 %= 20 _
R T R R R

Um outro exemplo de expansao de fungoes em fragoes continuas, devido a Lam-
bert, é o seguinte:
z? 42?2 922 1622

L34+ 5 4+ 7+ 9 + ...

g~ (z) = % 2l < 1. (4.1.4)

Note que o n—ésimo convergente desta fragao continua, para n > 2, é dado por:

C(x)—f aﬁ 42 (n—1)%22
1434+ 5+ 4+ 2n—1

Além disso, Cy(xz) =0 e Cy () = x. Assim,
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0
Co(z) = 1
T
Cl (.’IJ) = I
3
G = w
423
o _ 415
3(@) 922 + 15 (4.15)
5523 + 1052
C =
1(@) 927 + 9022 + 105
64x° + 7352 + 9452
Cs(z) = 1 2
225z 4+ 1050x2 + 945
Cola) 22072° + 1218022 + 12285z
x =
6 22526 + 5175z + 1627522 4+ 12285
A equagao (4.1.4) é definida por meio de
tg™ (z) = lim C,(x), |z|<1. (4.1.6)

n—oo

Se considerarmos que esta equagao é vélida, obtemos, entao, um método alterna-
tivo para calcular valores da fungao tg~!(x). Se o método é pratico, depende de quao
rapidamente a equagado (4.1.6) acima ird convergir. Para verificarmos isto nume-
ricamente, vamos calcular tg~'(1/v/3) = /6 ~ 0.5235987756 usando a seqiiéncia
C,(1/+/3) para n > 2 e comparar com os valores obtidos pela série de Taylor para
a fungao arctg(x)

x> 25 2T

tg_l(x):x—g—i-g—?—i-“-.

Fazendo x = 1/4/3 em (4.1.5) e em (4.1.7), obtemos os seguintes valores:

(4.1.7)

ne termos | convergentes Taylor
1 0.577350269  0.577350269
2 0.519615242  0.513200239
3 0.523891910  0.526030245
4 0.523577450  0.522975481
5 0.523600319  0.523767457
6 0.523598903  0.523551464

Esta tabela mostra que obtivemos seis casas decimais de precisao no sexto conver-
gente e apenas quatro na série de Taylor com seis termos.
Daremos, agora, um outro procedimento pelo qual uma fragao continua pode

ser obtida a partir de uma série.
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Teorema 4.1

) 2
1 1 x? x2 x2 Ty 4
— = — L 2 3 — (4.1.8)
— T Ty — X1+ T —To+T3 —T3+T4— ... —Tp_1+Tp — ...

Demonstracao: A demonstracdo deste teorema pode ser feita por inducéo e a dei-
xamos como exercicio para o leitor. ]

Para ilustrar como este teorema pode ser usado, vamos construir a fragao continua
de tg=1(x) a partir de sua série, isto é,

1 2 2® 27
tg” () = xf§+€*7+“~
1 1 1 1
- 1 + —3x3 + 535 + —Tx7 o
1 @y (3092 (50722
T ozl 14 (=3273) — (—3273) + (52 75) — (5z=%) + (—Tz~7) — ...
T —x2 —9z2 — 2522

1+22-3+ —3224+5 4522 -7~ ...

Observe que a fragao continua de Lambert (4.1.4) para tg~!(x) nido é a mesma
que a obtida acima a partir de sua série. Além disso, o algoritmo para se calcular
aproximacoes para tg~1(x) a partir desta fragdo continua é bem mais complicado
do que aquele baseado no célculo das somas parciais da série e produz a mesma
seqiiéncia de aproximagoes. Fica a cargo do leitor verificar esta afirmacao.

4.1.1 Avaliagcao de uma funcgao racional

Considere a fungao racional

() ™+ a2 4 a1+ ag

R
(=) qn () bpx™ + byl 4 -+ bz + by

onde a;, i =0,1,...,m, e bj, j =0,1,...,n, sdo nimeros complexos e, além disso,
m < n. Para avaliarmos esta funcao em um dado ponto z, observe que precisamos

executar m(m * 1) + n(n * 1)

+ 1 multiplicagoes.

Podemos usar o algoritmo de Horner para diminuir o nimero de operagoes de
multiplica¢do na avaliagdo de R(z), ou seja, podemos escrever R(x) da forma

(- (amT + am—1)x + -+ a1)x + ag
(- (bpx+bp_1)x+ -+ b1)x+ by

R(z) =

e, assim, executar apenas m + n + 1 multiplicacoes.
Porém, o uso de fragoes continuas pode diminuir ainda mais essa quantidade
de multiplicagoes. Um fungao racional pode ser expandida em diferentes fragoes
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continuas. Vejamos isso com um exemplo. Seja

33 4+ 1022 + 12

R = — 4.1.9
(@)= 35 o 1o (4.1.9)
Assim,
4
R(z) = 1+ 2+ 1 (4.1.10)
. 3 x2
1
= 1+- . (4.1.11)
4 6 22
12
= 14 R (4.1.12)
3%—2‘*‘72
T

A fracdo continua em (4.1.10) é conhecida como ménica, pois os polinémios envol-
vidos sdo monicos, a (4.1.11) como simples, pois os numeradores parciais sdo iguais
alea (4.1.12) é chamada de regular, pois os coeficientes das poténcias de z sao
ndimeros inteiros.

Para obtermos a fragao continua simples para uma fungao racional, podemos
usar o Algoritmo de Euclides, procedendo da mesma forma que para nimeros raci-
onais na Segao 2.3.

Seja, entdao, R(x) = m, com pp, € Py, Pny € IPn, € ng > ny. Suponhamos

P ()

que p,, nao divide exatamente p,,,. Assim, podemos escrever

= ag(x pnz(l‘)_a z 1
= 0( )+ = 0( )+pn1($)

D,y ()
Pns ()

Pno ()
P ()

)

onde py, (x) € IP,, e ny > ny. Analogamente,

Pna (T) — o (x Pns(T)
@)~ O @)
onde pp,(x) € IP,, e ng > ng3. Logo,
Pno () 1
Prol) _ o) +
Pny (2) ar(z) + Pns (2)
Pn, ()

Continuando, obtemos a fragdo continua finita

R T
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Pni (7)

onde ay,, (z) = 3 € Pnyy, (z) é um polindmio de grau 1 ou divide exatamente

p7lk+1 (I
pnk(ac)7 uma vez que ng > ni > Ng > - > N > Mgy

Para obtermos o niimero de operagoes de multiplicagao necesséarias para avaliar
esta fragdo continua, tomemos a fungao racional (4.1.9). Usando o algoritmo de
Horner para fazer as avaliagoes dos polindomios do numerador e denominador, vamos
executar 07 operagoes de multiplicacdo no total, ao passo que usando a fragao
continua (4.1.10), obtida pelo algoritmo de Euclides, necessitaremos de apenas 03.

Utilizando a forma (4.1.11) serdo necessarias 04 multiplicagoes.

4.2 Aproximacoes racionais para nimeros irracio-
nais

Notamos que os convergentes das fragoes continuas simples (2.5.1) e (2.6.6) for-
mam aproximacoes racionais para os valores irracionais v/2 e ®, respectivamente.
Nesta secao, consideraremos o problema de encontrar aproximacoes racionais para
nimeros irracionais.

~ , . a . . . ~
Definicao 4.2 Chamamos o numero racional 3 (irredutivel) de melhor aproximagao

ractonal para o numero irracional x se

|bx — a| < |qz —p|, (4.2.1)

a

b

para qualquer racional P # —, tal que 0 < q <b.

E facil ver que (4.2.1) implica em

a p
- = - =. 4.2.2
’x b‘ < ‘x q‘ ( )
De fato,
1 1 1 1 a p
b= - < -—=|-(bx — —(gx — :‘—f‘ —-=.
qg< b<q ’b(a? a) <‘q(qx p)‘ z= <‘x q‘
<. . 179
Por outro lado, (4.2.2) nao implica em (4.2.1). Por exemplo, |7 — =7
22 )
™= ~|, porém |57 — 179] > |Tm — 22|.

Parece mais natural utilizar (4.2.2) para definir melhor aproximagio, mas uti-
lizamos a Definicao 4.2 por ser mais facil para caracteriza-la. Por exemplo, va-
mos mostrar que qualquer melhor aproximacao para x é um convergente da fragao
continua simples associada a x e, como uma excec¢ao trivial, qualquer convergente
da fracao continua associada a x é uma melhor aproximagao para x, definida pela
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Definigao 4.2. Por outro lado, se utilizarmos (4.2.2), uma melhor aproximacgao pode
ou ndo ser um convergente.
Para simplificar, denotemos por dj a k-ésima diferenga

dk = g4k — Pk, k > 1, (423)

comd_; =—1edy=x—ay={zx}, onde {x} significa a parte fraciondria de x.

Primeiramente, vamos investigar as relacoes entre x, os convergentes Pk e
qk
di = qrT — pk-
Como py, e g, satisfazem as relagdes de recorréncia (1.1.4), segue que

di+1 = ag41di —di—1, k >0. (4.2.4)
Tomando x = [ag;ay,...,ak, Txt1], €Nt Tp11 = [ak41; Gkr2, - - .| €, assim,

po— TRHIPE PR (4.2.5)

Thp1GQk + Qh—1 o

Portanto,
. % _ _(_1)k—1
@ q(qrTrer + qr-1)

Assim, o k-ésimo convergente aproxima x com erro

o b (=1)*

- . (4.2.6)
9k 2 qk—1
qj, <3«"k+1 + )
qk
Logo, da equagao (4.2.6), temos que
(=D*
dy =qpx —pp = ——————. 4.2.7
QkTk+1 + qr—1 ( )
1 - .
Como 41 = a1 + ——, da equagao acima, obtemos
Tk42
—1)k —1)k
. (1) )
gk + +
Qk+19k + Qr—1 + Qk+1Zk+2 + Gk
T42
e, de (4.2.7),
dg
dip41 = — . (4.2.8)
TE4-2

Assim, a seqiiéncia {dj} tem sinais alternantes e a seqiiéncia {|dy|} tende para zero
monotonicamente. Como agy1 < Tgy1, de (4.2.7), temos que

(=D*

Tr+1qk + Qk—1

1 1

= <
0k+19k + Qk—1  Qr+1

. k>1, (4.2.9)

N |

|di| =
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pois g3 = ajas + 1 > 2. Note que esta propriedade é andloga a (2.5.11).
Além disso, como xpy1 < apy1 + 1, obtemos

(=D*

Tk+19k + k-1

1 1
@r(aps1 + 1)+ qr—1  Q + Qes1

\dy| = (4.2.10)

Veremos, agora, resultados sobre os convergentes da expansao de x em fragao
continua simples e aproximagoes racionais para x.

Teorema 4.2 Seja x um numero real. Qualquer melhor aproximagdo racional de x,
definida pela Definicao 4.2, é um convergente da expansao de x em fracao continua
stmples.

Demonstragao: Seja x = [ag;a1,as,...]. Se x é racional, exigimos que a, > 2,
onde a, é o denominador do ultimo quociente parcial. Como os convergentes sao
aproximagoes de z alternadamente por cima e por baixo (Teorema 2.2), podemos
observar que

2 1
ao:@<g<...<x<--~<&<g<ﬂo+l-
do0 q2 as a1
. - a _
Suponhamos, por absurdo, que a melhor aproximacao 3 nao é um convergente.
. . . a ~
Primeiramente, consideremos b < p—o. Entao,
do

|bm—a|:b‘x—%’2‘m—%‘>|x—ao|,

. a . ~
o que contradiz o fato de — ser uma melhor aproximagao.

a
Agora, suponhamos — > E. Como b1 > x, temos que
b ¢ ¢
a a 1 1 1
|bx,a|:b’x,,‘2bﬂ772b7:7: )
b @b b a1 a

1 .-
Mas, como |z — ao\ < —, chegamos novamente a uma contradigao.
ai

. a ‘ Po D1 = =
Finalmente, se — estd entre — e — e nao é um convergente, entao deve estar

b o0 @
entre dois convergentes de valores consecutivos, digamos os de ordem k e k + 2, ou

seja,
Do b2 Pk+1 < ... DPk+42 a Pk p1

— < = < - < <z < - < < - <= <<=
qo q2 qdk+1 qk+2 b gk q1

Assim, de (1.1.5) e das desigualdades acima, temos

1
qkqk+1

1
qib’

a Pk

b qr

Prtt D

qk+1 gk
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e, entao, b > qx11. Mas,

11
Qot2b Qg2

Pk+2 a

Gr+2 b

\bx—a|:b‘x—%‘>b

1 a . . -
Como, por (4.2.9), |gx+12 —pr+1| < —, 5 Do pode ser uma melhor aproximagao
k42

e o teorema esta demonstrado. [ |

Vamos, agora, mostrar que todo convergente é uma melhor aproximagao, com
uma excegdo. Suponhamos que z seja um numero do tipo x = ag + 1/2. Entéo,
|x—(ap+1)| = |x—ao| e, neste caso, seu convergente nao ¢ uma melhor aproximagao.
Temos, entao, o seguinte resultado

Teorema 4.3 Seja x diferente da forma ag + 1/2. Entao, todo convergente da
expansdo de x em fragdo continua simples € uma melhor aprorimacdo para x.

Demonstracao: Consideremos ¢, dado e B um valor para b tal que 0 < b < ¢,
e |bx — a] é minimizado (se h& vérias escolhas para B, entdo tomamos a menor
delas). Seja A o correspondente valor para a e suponhamos que A é tnico. Nestas

condicgoes, B é uma melhor aproximagao e, pelo Teorema 4.2, é um convergente

&, para algum k < n. Se k < n, sabemos, de (4.2.10), que
dk

1 1
g — Pk| > Z )
| | dk + qk+1 = dn—1 1+ qn

enquanto que ¢,z — a,| < . Mas, se |qxx — ag| sdo menores do que |¢,z — a,|,

An+1 A
devemos ter ¢, +1 < ¢n+Gn—1, 0 que é impossivel. Assim, k =ne 5 é o convergente
Pn

an
Agora, consideremos a situagdo em que A nao é unico. Entdo, Bx deve ser do
1 1 1+2A
tipo A+ 3 onde A é um inteiro positivo. Logo, Br— A = 3 © entao, x = ;B .

2A 4B -1

Observe que se = 2, teremos A =

¢ 7Z. Logo, se (14 2A4,2B) =

m > 1, entdo (1+2A,2B) nao pode ser 2 e, neste caso, (2B/m)t— (1+2A)/m =0,

o que contradiz a defini¢ao de B.
1+24

2B
que termina quando x = p—", comp, =14+2Aeq, =2B = angn_1 + gn_2, onde

Assim, o racional x = tem uma expansao em fragdo continua simples

n
an >2. Sen=1ea, >2,ousen > 1, temos ¢q,_1 < B. Logo,

1
— <|Br—4A=1,
q, 2B 2

Pn
dn—1—" — Pn-—1
n

|Qn—1x - pn—1| =
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o que contradiz a definicao de B. Como excluimos o caso em que n =1 e a, = 2,
a demonstracao estd completa. [ ]

Exemplo 4.3 Considere a expansdo de w em fragdo continua simples

1 1 1 1 1 1 1

1 1
:3 . — —_ —_— —_ —_ —_
TSt 511428 +1 4141424

1 1 1
1+34+14+14+ ...

Seus primeiros convergentes sao dados por

3
o = 2 = 2 - 3 - 3
) 1
1 22
o = PLo— 342 = = = 3.142857142857
q1 7 7
P2 a2P1 + Po 15-22+4+3 333
2 0 asqi+qo  15-7+1 106 .
1333 4 22 355
g = b3 P2t + = 22— 3141502920354
qs3 asqs + q1 1-1064+7 113
292 - 355 + 333 103993
¢ = i P3P RGN — 3141592653012
a0 asga +qo 292113+ 106 33102

Observe que m = 3.141592653589... .
. 355, . . . .
Temos, entao, que 13 é a melhor aproximacao racional para m com denominador
menor do que 113, isto é, |113w — 355| < |¢gm — p| para ¢ < 113.

Além disso, é possivel mostrar o seguinte resultado

Teorema 4.4 Seja L #* Phi , com 0 < g < qry1. Entao,
dk+1

q

|@k+17 — prta| < |grw — pi| <z —p|.
Demonstracdo: A primeira desigualdade é conseqiiéncia de (4.2.8).

Para mostrar a segunda desigualdade, consideremos a equacao

qr —p = m(qey1T — prs1) + n(qez — pr)
= (Mmgr41 + ngr)r — (Mprg1 + npg).

Tgualando os coeficientes dos termos de mesmo grau em x, obtemos duas equagoes
lineares nas incégnitas m e n:

p = mpg+1 + npg
q = Mmgpy1 + NGk

)
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cujo determinante da matriz dos coeficientes é pr1qr — qrr10x = (—1)*. Logo, m

, . p Pk+1
e n devem ser nimeros inteiros. Como = # —
g  grk+1

, n nao pode ser zero. Se m = 0,
entao
gz — pl = |n(qex — pi)| = |nllgrz — pi| > larz — pl.
Suponhamos, agora, que m # 0. Como ¢ < qr4+1 por hipdtese, m e n devem ter
sinais opostos. Mas, qx4+1% — Pk+1 € qx® — pr, também tém sinais opostos. Logo,

lgz — p| = |m(qrs12 — pry1)| + |n(qrex — pr)| > gk — prl.

E assim o resultado esta demonstrado. [ |

355
Portanto, do exemplo anterior, podemos observar que —— é a melhor aproxi-
1137 —355| <

magcao racional para m com denominador menor do que 33102, isto é,
g — p| para ¢ < 33102.

. . ~ . a
Consideremos, agora, o problema de encontrar uma aproximacao racional 3 para

um nimero real z, tal que |bx — a| < % e cujo denominador b satisfaca b < qn1,
onde gy+1 é o denominador do convergente cyy1, para algum N > 0. Vejamos

alguns resultados preliminares.

Algoritmo de Ostrowski
Embora nossas observacoes sobre melhor aproximagao sejam verdadeiras para
numeros racionais e irracionais, suponhamos, por simplicidade, que x ¢é irracional.
Sabemos que a seqiiéncia {qi} satisfaz

l=gp<qu<gp<g<--.

Logo, para qualquer niimero natural m, ha um indice N tal que ¢y < m < gn41-
Escrevendo m da forma m = |m/qn|qn + R, o resto R satisfaz 0 < R < gn. Se
R >0, como R < gy, entao q; < R < qg+1, com k < N.

Assim, podemos escrever R como

R=|R/qx]qx + R1, com 0<R;<g.

Se Ry = 0, entdao m = |m/qn]qn + |R/qx]qr. Caso contrério, repetimos o
procedimento anterior até que o resto seja igual a zero.

Este processo de decomposicao é conhecido como algoritmo de Ostrowski e nos
permitird expressar um inteiro m como uma soma de multiplos dos elementos gy
para 0 < k < N, que chamaremos de representacao de Ostrowski de m:

N
m= Zak+1qk. (4.2.11)
k=0

Note que a construcao de a1 mostra que eles sdo Unicos e satisfazem 0 < a1 <
apt1, parak>1e0<a; <aj, poisqgy=1eq; =ay.
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Exemplo 4.4 Considere a expansdo de m em fragdo continua simples

34 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
T = — —_ —_ —_— —_ —_ —_ —_ —_ —_ —_ —_
T+15+1+292+1+14+14+24+1+3+1+14+ ...
Escreva m = 2000 como soma de multiplos dos denominadores qi dos convergentes
da fracdo continua acima, utilizando o algoritmo de Ostrowski.

Os primeiros convergentes sao

ko 1 2 3 4

Dk 3 22 333 355 103993

o | 17 106 113 33102

Como 2000 < g4 = 33102 entao escrevemos 2000 = 17 - 113 + 79. Agora, observe
que 79 < go = 106 entao escrevemos 79 = 11 -7 + 2 e, assim

2000 =17-113+0-106 +11-742-1,

ou seja,
2000=17-qg3 +0-g2 +11-¢1 +2-qo.

Vamos, agora, analisar ||mz||, onde ||z|| significa a distancia ao inteiro mais

proximo de x. Como a distancia ao inteiro mais préximo nao muda por translagao
inteira, tomando

N N
m = g apr1qr ¢ A= E Ok 41Pk;
k=0 k=0

como di = qpx — pi, temos que

N N
Z Qk4-19KT — Z Qk+1Pk

k=0 k=0

|lmz[| = [jmz — Al =

N
> akgady
k=0

Se a dltima soma (envolvendo os valores dj) é suficientemente pequena (menor do
que 1/2), entdo a distancia ao inteiro mais préximo é o valor absoluto da expressao.
Para analisar o valor de ||mz||, precisamos ainda do resultado a seguir.

Lema 4.1 Seja a1 0 primeiro coeficiente agr1 # 0 em (4.2.11), tal que 0 < n <
N. Entao,

N

Z g1,

k=0

‘(Oén+1 — 1)dn — dn+1| < < ‘an+1dn — dn+1|.

Demonstracao: De (4.2.8) sabemos que dj, alterna de sinal. Entao, se retirarmos
todos os termos dj, 12, dp44, ... com o mesmo sinal que d,, e incluirmos os maiores
multiplos possiveis para os termos com sinal contrario, obtemos

| p1dn +0ngodnt1+- - +ani1dn| > |anp1dn+(anyo —1)dnp1 +anpadnys+--- .
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Mas, de (4.2.4), podemos escrever cada termo ay11dg como uma diferenca. Assim,
obtemos

N
Z ak+1dk > |an+1dn - dn+1 + (dn+2 - dn) + (dn+4 - dn+2) + e |
k=0

= [(any1 = Ddp — dnta],
como esperado. Para encontrar o limitante superior, procedemos de maneira similar
e obtemos

N

Z Op41dg

k=0

<lant1dn + anisdny2 + anisdnya + -,

0 que conclui o resultado. [ ]

Teorema 4.5 Seja x um numero irracional e m > 1 um inteiro positivo. Considere
a representacdo de Ostrowski de m dada por (4.2.11), com aj41 =0 para 0 < k <
n <N eapt1 > 0. Entao,

1. sen>2, ||mz|| =

N
E apr1dy|;

k=0

2. se{x} <1/2,

N

Z ag41dk

k=0
b) ||mz|| > |d1|, se a1 > 0;

a) ||mz|| = , se o =0¢e as>0;

3. se {z} >1/2, a1 =0 para qualqguer m e

a) [[mal| = [lz|], se az>1;

b) ||mz|| > da, se az=1.

N
Demonstracao: Para simplificar, denotemos por S a soma Z ag41dg |-
k=0
1. Do Lema 4.1 e de (4.2.9), obtemos
1
S < |an+1dn - dn+1| < |an+1dn - dn+1| = | - dn71| < | - dl‘ < §
Assim, ||mz|| = S.
2. a) Para demonstrar este item, vemos que
1
S < |O€2d1 —d2| < ‘U,le —d2| :|—d0| =r—ag < <

2
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e, novamente, ||mz|| = S.
2. b) Como a3 < a1, temos que

|—d1| < ‘(Oél—l)do—dl‘ <S< |Oéld0—d1| < |(a1—l)d0—d1| e |—d_1—d0| < 1.

Mas, dy = {x} e, assim, 1 — a1 {z} < ||mz|| < 1 — {z}, de onde segue o resultado.
3. a) Como a; =1, entdo a1 =0 e

|d1| < ‘dl —d2| <S< |042d1 —d2| < |(l2d1 —d2| = | —dol < 1.

Assim, 1 — {z} < S < {z}, como esperdvamos.
3. b) Novamente, a; = 1 e, entdo, ;3 = 0. Do Lema 4.1,

|7d2| <S< |d17d2|.
Como | — dz| = ds e |dy — do| = da — dy, o resultado é valido se 1 — (dy — dy) > da,
o que equivale a 1 4+ d; > 2ds.
Note que z = [ag; 1, 2] € 2 < 2az. Assim, z < [ao; 1,2a2] e 2a2 > (2a2+1)(z —
ap). Como dy =x —ag e d; = (x —ag) — 1, obtemos 1 — 2dy > (2a2 — 1)d; e, entdo
1+ d; > 2as2d; + 2d0 = 2d2,

que demonstra o resultado. [ ]

Note que, da demonstragao do Teorema 4.5, pode-se concluir que |max — A| < 1,

N N
onde m = g apr1qr € A = g Qk+1Dk-
k=0 k=0

.. . ~ . a
Vamos utilizar esses resultados para encontrar uma aproximagao racional 7 para

um numero real x, com |bx — a| < % e cujo denominador b satisfaz b < qn1, onde
qn+1 € o denominador do convergente cy 41, para algum N > 0.
Vimos que existe uma tnica representacao de Ostrowski para b, dada por

N
b= Z Okt1qk
k=0
e o nimero A, definido como
N
A=Ab) =Y arnpr,
k=0

pela demonstragao do Teorema 4.5, satisfaz

|bx — A < 1.
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Assim, o ntmero inteiro a definido por

A, se |bx—A| <1/2,
a=ab)=¢ A+1, se bxr—A > 1/2,
A—-1, se bx—A < —1/2,

. . . ~ . a
satisfaz [bx — a| < 1/2. Desta maneira encontramos a aproximacao racional 7 para

um numero real z, com |bz — a| < % e b # q, para todo k > 0.

Exemplo 4.5 Considere a expansio de m em fragdo continua simples

3_~_1 1 1 1 1 1 1 1 1
= - = T = = =
T4+ 15+1+292+1+1+4

1
1+3+14+14+ ...

1 1
142+
Encontre a melhor aproximacgao racional % para ™ com b = 57.

Os primeiros convergentes sao

k 0 1 2 3 4

gk

7 106 113 33102

pe | 3 22 333 355 103993
1

Como b = 57, pelo algoritmo de Ostrowski obtemos
b=8-q1+1-qo=8-T+1-1=57

e, entao,

que satisfaz |br — A| < 1/2 e, assim, a = 179. Logo, a melhor aproximacao racional
179

% para 7w, com b =57, é =

4.2.1 Modelo para construcao de calendario

A construgao de um calendéario anual cotado em dias, que dependem da rotagao
da Terra em torno de seu eixo, deve determinar, o mais precisamente possivel, as
estagoes, que dependem da revolucao da Terra em torno do Sol e é conhecido como
ano tropical. A duracdo do ano tropical é de aproximadamente 365.24219878125
dias. Note que 0,24219 do dia equivale a 05h 48m 46s.

No ano 46 A.C., Julio César reformou o calendéario romano para uniformizar os
diferentes calendarios usados pelos territérios ocupados pelos romanos. Introduziu
o que hoje é conhecido como calendario juliano, de doze meses, no qual, a cada trés
anos de 365 dias, seguia-se outro de 366 dias (ano bissexto). Assim, o ano juliano
tinha em média 365,25 dias. Para acertar o calenddrio com a primavera, foram
adicionados 67 dias aquele ano. Além disso, o primeiro dia do més de margo de 45
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A.C. no calendério romano, passou a ser primeiro de janeiro no calendario juliano.
Este ano ficou conhecido como ano da confusao.

O calendario juliano usou a aproximagao 365% dias para um ano. Depois de
16 séculos de uso, havia uma grande diferenca entre o calendario juliano e o mo-
vimento real da Terra em torno do Sol. Os fendémenos astronémicos como, por
exemplo, a ocorréncia do equindcio da primavera, estavam ocorrendo 10 dias apos
a data prevista. No equinécio, a duragao da noite é a mesma que a duracao do dia,
aproximadamente 12h cada.

Em 1582, o Papa Gregorio XIII proclamou uma revisao do calendario baseada
na aproximagao de 1 ano por 365% dias. O novo calendério foi implementado de
modo a omitir anos bissextos a cada século exceto em séculos multiplos de 400, ou
seja, os anos seculares (com final 00) seriam bissextos sé de 4 em 4 séculos. Por
exemplo, 1600, 2000, 2400 sao bissextos, mas nao o sao 1700, 1800, 1900, 2100, 2200
e 2300. Este calendario é conhecido como calendario gregoriano.

Para que o equindcio da primavera, que estava atrasado em relacao ao calendério,
voltasse a ocorrer em 21 de margo, foi publicado um decreto no qual o dia apds 04
de outubro de 1582 deveria ser 15 de outubro de 1582. Esse ano ficou com apenas
354 dias.

Paises catélicos (como Portugal, Espanha, Itélia e Polonia) passaram a utilizd-
lo imediatamente. Mas, a Inglaterra, por ser protestante, resistiu por quase dois
séculos. O Japao o introduziu em 1873, quando se abriu para o Ocidente. China,
Bulgaria, Russia, Roménia e Grécia s6 adotaram o calendario gregoriano no inicio
do século XX.

O ano civil gregoriano ainda é maior que o ano tropical. Mas, a diferenca serd
de mais 1 dia somente depois de 3236 anos. No momento, isso ainda nao tem
importancia pratica.

No ano de 1956, a Conferéncia Internacional de Pesos e Medidas definiu o se-
gundo da efeméride como 1/31556925.9747 do tempo que a Terra necessitou para
dar uma volta completa ao redor do Sol, comegando as 12h00 de 4 de janeiro de
1900. Isto valeu até que a 132 Conferéncia Geral de Pesos e Medidas, em 1967,
definiu o segundo como sendo o nimero de vezes que um atomo de Césio-133 oscila
durante um segundo da efeméride.

Usando o valor de 1/31556925.9747 para o segundo da efeméride, e como um
dia tem 86400 segundos, podemos concluir que o ano tropical tem

315569259747

= 2421 125 dias.
364000000 365 9878125 dias

Assim, para a construgao de um calendario, é necessario obter uma aproximacgao
apropriada para

315569259747 7750361
_ LA — 17070 0.2421987812
864000000 365 32000000 0 9878125
.t 1111 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
44+ T743454+64+1+1+3+14+74+14+1+1+1+2

Os primeiros convergentes de ¢ sao:
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kl]o 1 2 3 4 5

Dk 0 1 7 8 31 163

o | 1 4 29 33 128 673

Podemos, entao, observar que o calendério juliano é a implementagao do primeiro
convergente de c. Mas, nao ha evidéncias de que foram utilizadas fragoes continuas
na construgao dos calendarios juliano ou gregoriano.

Para construir um calendario baseado em um ciclo b diferente do denominador
de um convergente de ¢, precisamos encontrar a quantidade a de anos bissextos que
devemos incluir durante o ciclo de modo que |bc — a| seja o menor possivel. Para
isso utilizamos o mesmo raciocinio do Exemplo 4.5.

No caso do calendario gregoriano, b = 400 torna-se

b=3-q+0-93+0-g2+4-q1+0-qo

A=3-ps+0-ps+0-po+4-p+0-po=3-31+4-1=097,
que satisfaz |bc — A| < 1/2 e, assim, a = 97 como esperdvamos. O erro resultante é

97
_ 2L~ . 122
¢~ o0 = —0:00030122,

o que significa um ganho de 3 dias a cada dez mil anos. Observemos que o calenddrio
gregoriano é aproximagao de ¢ por — dias.

400
Utilizando b = 300, encontramos

b=2-q4+1-¢3+0-q2+2-q¢1 +3-qo

A=2-p4+1-p3+0-p2+2-p1+3-pp=2-31+1-842-1+3-0="72.
Logo, bc — A ~ 0.6596 > 1/2 e, assim, a = A+ 1 = 73. O erro resultante é

3 o 0.00113455,

“7 300

maior do que para b = 400.
Tomando b = 500, obtemos

b=3-q+3-93+0-q2+4-q1+1-qo,
A=3-pa+3-p3+0-p2+4-p1+1-pg=3-31+3-84+4-1+1-0=121
e |bc — A| < 1/2. Logo, a = 121. O erro resultante é

c— 2 0.000198781
500 ’

que equivale a uma perda de 2 dias em 10 mil anos.
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Exercicios

1. Mostre que

v v v
—1+2(- - -
Ve +<1+1+1+...)’

onde v = 1(z —1).

2. Para a fracdo continua dada acima, mostre que o convergente

c, =P
Pn+1
3. Se
4 6 2n

2
f"(x)_f+§+§+... +n+az’

como podemos obter f,11(z) a partir de f,(x)?.
4. Suponha que a fragao continua

1 1 1 1
20 + 2x + 2x + 2x + ...

convirja. Obtenha uma expressao para ela em termos de x.

122% + 1223 + 522 + 12
5. Seja R = .
cda K@) = s T
para esta funcéo racional.

Obtenha a fracao continua simples

6. Usando a série de Taylor da funcdo cos(x), obtenha a correspondente fragao
continua.

7. Construa aproximagoes racionais para o valor 365,24219878125 com denomi-
nador igual a 800. Como se define um calendario neste caso?

8. Construa a melhor aproximagao para m com denominador igual a 201.
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