








Estudamos, tambem, a eficiéncia do novo metodo, em camparagén a de me
todos analonos, como o de Francis (QR) e o de Rutishauser (LR), programan
do-se 0s varios metodos envolvidos e efetuando-se exaustiva analise compa
rativa dos mesmos.

Obs.: Este trabalho é uma extensao e complementagan & Dissertagdo de  Mes
trado de L.N. Kobayashi (referéncia [2]) e foi, inicialmente, proposto pe
lo Prof. Odelar Leite Linhares.

11 - 0 METODD ASSEMELHADD AD DE FRANCIS:

Seja A uma matriz quadrads, nao singular, de ordem n (n 3 2;n inteiro)

Consideremos a matriz A' A {onde At & a transposta e A) e a  matriz
aumentada (ﬂt A | ﬁt), com n linhas e 2n colunas.

Apliguemos = esta matriz o algoritmo de Cholesky de modo a triangula-
rizar At A, transformando-a em uma matriz §, triangular superior, nao sin
qular. R transforma entao, em uma matriz Dt. Isto &,

(A 5 | AY) Cholesky , (g | 2%

A possibilidade da aplicacan do método de Chnlesky em (at | aby fi
ca assegurada, uma vez que, sendo A naoc singular, At A & simbtica positiva
definida e, portanto, decomponivel no produto 5t 5, isto g, L BRI

As provas dos teoremas a sequir, por serem muito longas, serao omiti
das,

JTeorema 1: A matriz [}, obtida pela aplicacan a (at | HL), do algoritmo de
Cholesky, & ortogonal.
Teorema 2: As matrizes § e 5, 5 triangular superior e [] ortogonal, obtidas

t

através do procedimenta (AT A | A%y Cholesky , (g | Qt), san tais que

A = 0.5

Construimas, & partir de A, sequéncia A , k=1,2,... de matrizes, da

ket

sequinte maneira:

Hl = A
t ty Choles o t
(A A | A Cholasky (Jk | ij
n/ k=1,2,... onde ﬂk = Qk Sk 2]

define-se ﬂk+1 2 Sk Qk
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0 método acima definido foi chamado de "Método Assemelhado ao de Franp
cis", (MAF).

Mostra-se, facilments, que as matrizes Ak e A sao similares e, por

k+l
tanto, tem os mesmos auto-valores.

0 teorema a seguir nos garante a existencia e unicidade da decomposi-

cao ortogenal-triangular(0R).

Tearema 3: Para gualquer matriz A (de ordem n), existe uma matriz ortogonal
1, tal gue A = OR, onde R & uma matriz triangular superior com elementos -
diagonais resis e nAac-negativos. Além disso, se A & nao-singular, Q & Oni
ca.

prova: ver referéncia [1].

Ds teoremas 4 & 5 abaixo garantem que, sob certas condigoes impostas
a matriz A, o MAF converge.
Teorema 4: Seja A uma matriz nao-singular com auto-valores distintos em mg
dulo. Entdo, o MAF converge, isto &, a sequencia de matrizes similares A
converge para uma matriz triangular superior, ao longo de cuja diagonal
principal, estao os auto-valores de A.
Teorema 5: Seja A uma matriz simétrica positiva definida. Entao, a sequén
cla de matrizes Ak do MAF converge para uma matriz diagonal.
Propriedade 1: Mo MAF, =e A £ de Hessemberg, entao todas as matrizes ﬂk tam
bém o sao.

II1I- ANALISE COMPARATIVA DA EFICIENCIA DO MAF:

0 estudo da eficiéncia do novo métodn, o MAF, em comparagao com ou
tros metodos como o de Francis e o de Rutishauser, foi feito programando-
se ns varios métodos envolvidos e efetuando-se exaustiva analise comparati
va dos mesmos.

Verificamos que a redugdo prévia da matriz A & forma de Hessemberg e
0 processo de deflagan, aceleram sohremaneira a convergencia de todos  os
métodos considerados.

Associando-se redugdo prévia da matriz A & forma de Hessemberg ao pro

i : 2 ; Wk
cesso de deflagao, resultou em ainda maior velocidade de convergencia.
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Tabela de CUmparacEq

Caracleristicas das matrizes usadas para teste:

- auto-valores de modulos distintos

- ordem 10

- precisan - 1.000E-1

]

N R e
MAF LR (RUTISHAUSER) OR (FRANCIS)

TME(minutos) [11:00 04230 25:00

= | wMI 315 320 170
MO 1678950 633600 1113500
TME(minutos) [10:00 2:30 8:00

o | NMI 315 160 100
MM 1686635 324490 662700
TME(minutos) |D4:00 01:45 20:00

2| umI 310 315 160
NMD 1652310 625710 1048010

] TME{minutos) [D6:00 p2:0o0 O6: 30

| wmr 320 160 100

N MO 1713295 324500 662710

NOTAGAD: TME -
MM -
MO -
Mio-
Mz -
M3 -
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DESENVOLVIMENTO DE UM METODO EFICIENTE DE RESOLUCAO DE

EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS PARA SISTEMAS ‘STIFF’

Evaristo C. Biscaia Jr.

Humberto Molinar Henrique

COPPE - UFRJ
CIDADE UNIVERSITARIA - BLOCO G /SALA G-115
ILHA DO FUNDAO - RIO DE JANEIRO - RJ

CEP - 21945

Frequentemente encontram-se sistemas dindmicos que
matematicamente correspondem a sistemas de equagodes
diferenciais ordinarias com uma grande diferenca entre a
magnitude dos valores caracteristicos da matriz jacobiana.

A integragdo numérica destas equagdes usando métodos
convencionais (métodos Runge-Kutta explicitos) gera uma
instabilidade, acarretando um excessivo tempo de
computagao. Para este tipo de problema, encontra-se na
literatura meétodos consagrados, como o Runge-Kutta
semi-implicito de terceira ordem e o método de Gear [1].
Estes métodos apesar de serem estdveis para problemas
"stiff", tem falhado em certos exemplos aplicativos a
Engenharia Quimica.

Objetivando a resolugao deste tipo de problenas,
desenvolveu-se uma estratégia de calculo que resolve o
problema da rigidez numérica e gque, ao mesmo tempo, &

rapida e eficiente guando acoplada a algoritmos explicitos.
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Esta estratégia & baseada no fato de os sistemas "stiff"
apresentarem um elevado valor de algumas das derivadas do
sistema de EDO. A finalidade é diminuir o valor numérico do
médulo da derivada para que possa ocorrer a estabilizagao
do algoritmo numérico.

Seja o sistema de EDO :

dy
— =f (y) com y ( tn ) = yn (1)
dt

Linearizando o sistema de equacdes acima em torno do

ponto yn, tem-se :

f (y)=f=fn+ A (yn) [y - yn] (2)
onde

A (yn) e a matriz jacobiana

afi

Aij =
dyi yn

O sistema de EDO linearizado fica

dy

— =fn + A(yn) [y - yn ] com y (tn) = yn (3)
dt

Definindo y* como a solugdo do problema linearizado, a

solugdo analitica de (3)

A h 1

y¥=yn + ( e - 1) A fn (4)

y " ; v A : z
Uma aproximagao da matriz de transicdo, e h, e entao
efetuada, segundo o procedimento desenvolvido por Biscaia e

Neitzel (ref.[2]), resultando em :
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(o, B) i
L (1,0} o . (1,0) (1,0}
Pn(l) {(n+l]!nt(n T é (=1} (n+1-i) [n7n+1—i + ”yn_i]
i=1

fl

a‘n' + (-1)””:&“‘%””} Q(h) = ) (n-i+1)! 7070 AR
i=0
(5)
onde :
{0,1)
Pn : polinémio de Jacobi de grau n com a« = 0 e 8 = 1
" ;:F! (n-i)-ésimo coeficiente do polinémio de Jacobi de

grau n com o = 0 e 8 =1
A(yn) : matriz Jacobiana no passo h
Q(h) : valor aproximado de eA B

h : passo de integracgao

Manipulando a equagao acima consegue-se calcular o termo
[Q(h) = 1I] A" sem aumentar o esforco computacional.
Definindo-se y(t) como a solugdo do sistema original em

variavel desvio, isto é :

y(t) = y(t) - y*(t) ou (6)

y(t) = y(t) + y*(t) (7)

=l

onde y*(t) = yn + [ Q(t-tn)- I ] A fn

Em t = tn , tem-se : y*(tn) = y(tn) assim ¥(tn) =0

Subtraindo (1) de (3) e rearranjando os termos chega-se a :
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—=f(§+y*)—[fn+A(y*—yn)] (8)
dt

comy (0) =0

dy
Note que —— = 0 e que a matriz jacobiana do
dt |[t=tn
sistema expresso na forma (8) , em t = tn , é a matriz

nula. Este sistema é resolvido por um algoritmo explicito .

Exemplos aplicativos de interesse a Engenharia
quimica, foram efetuados demonstrando-se a adequagdo do
algoritmo , tanto do ponto de vista do tempo de computacao

como do ponto de vista de estabilidade.
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