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INTRODUGAO

Utilizando a teoria de autovalores e autovetores da Algebra Linear, este
trabalho tem o objetivo de investigar a propagacdo de uma caracteristica
herdada em sucessivas geragdes calculando poténcias de matrizes.

Apresentamos aqui a maneira pela qual os genes dos pais sdo passados
para seus descendentes através da hereditariedade autossomica. Para isto, foi
suposto que a caracteristica a ser considerada ¢ governada por um conjunto
de dois genes, denotados por 4 e a. Através de modelos matriciais obtemos
os provaveis genotipos dos descendentes a partir do genotipo dos pais, e
utilizando esses modelos acompanhamos a distribuicdo genotipica de uma
populagao através de sucessivas geragdes.

Na hereditariedade autossomica cada individuo de cada sexo possui dois
genes, onde os possiveis pares sdo A4, Aa e aa, este par de genes ¢
denominado genotipo, e determina como o carater controlado por este genes
se manifesta no individuo, que ao herdar um dos genes de cada par de genes
de seus pais, forma seu proprio e particular par. Pelo que sabemos, ¢ uma
questdo de sorte qual dos dois genes os pais passam aos filhos, por exemplo,
se um dos pais € do gendtipo 4a, € igualmente provavel que o descendente
herde o gene 4 ou o gene a daquele genitor.

Na tabela abaixo segue as probabilidades dos possiveis gendtipos dos
descendentes para todas as combinagdes de gendtipos dos pais.

Gendtipos dos Pais
Genotipo do D« d
AA-AA AA - Aa AA -aa Aa-Aa Aa-aa aa - aa
AA 1 0.5 0 0,25 0 0
Aa 0 0,5 1 0,5 0,5 0
aa 0 0 0 0,25 0,5 1
Tabela 1

Exemplo: Distribuicdo dos Genétipos numa Populagédo

Suponha que um agricultor tem uma grande populagio de plantas consistindo
de alguma distribui¢do de todos os trés possiveis genotipos 44, Aa e aa. O
agricultor deseja implementar um programa de criagdo no qual cada planta da
populagdo ¢é sempre fertilizada por uma planta do gendtipo aa. Vamos entao
deduzir uma expressdo para a distribui¢do dos trés genotipos na populagido
depois de um numero qualquer de geragdes.

Paran=0, 1, 2, ......., vamos denotar

a, = fragdo de plantas do gendtipo 44 na n-ésima geragao

b, = fragdo de plantas do gendtipo 4a na n-ésima geragao

¢, = fragio de plantas do gen6tipo aa na n-ésima geragio

Assim, a,, b, e ¢, especificam a distribuigdo inicial dos gendtipos. Temos
também que

a,+b,+c,=1,paran=0,1,2, ...

Através da Tabela 1, podemos determinar a distribui¢do de gendtipos em
cada geragdo a partir da distribui¢do na geragdo precedente, pelas seguintes
equagdes:

a,=0

b,=a,;+b,, =152 w0 (D)

Cn = Cnl A bn-I
A primeira dessas trés equagdes afirma que nenhum dos descendentes de uma
planta fertilizada por outra de genotipo aa, serdo do gendtipo A4.
A segunda afirma que todos os descendentes de uma planta do gendtipo 44
serdo do genotipo Aa neste programa de criagdo e metade dos descendentes
de uma planta do genétipo Aa sera do gendtipo Aa.
E a terceira garante que todos os descendentes de uma planta do genotipo aa
serdo do genotipo aa, e metade dos descendentes de uma planta do genotipo
Aa sera do tipo aa.
As Equagdes (1) podem ser escritas em notagdo matricial como

xM=Mxt-D | p=1,2,... ?2)
onde . 00y
X = ] X0 = [b::: e M= |lo
< o 0ol
2

Note que as trés colunas da matriz M sdo iguais a terceira, quinta e sexta
colunas da Tabela 1.
A notagdo matricial pode ser reescrita as seguinte forma:

X = M x-D) = M 2x0-2) = = M x©) 3)

Consequentemente, se encontrarmos uma expressdo explicita para M",
poderemos entdo encontrar uma expressdo explicita para x(. Para isto,
primeiramente diagonalizamos M, ou seja, procuramos uma matriz
invertivel P e uma matriz diagonal D tais que

M=PDPpP! “)
Por meio desta diagonalizagio, podemos obter

M2 = (PDP-!) (PDP-!) = PD(P'P)DP-! = PDDP-! = PD?P!
M3 = (PDP-)M? = (PDP)PD?P-! = PDD 2P-1= PD3 P!

M# = (PDP)M 1= (PDP-!) PD 1 P = PDD "I = PD nP-!

Assim

onde

Para obtermos a diagonalizagdo de M ¢ necessario encontrarmos os
autovalores e seus correspondentes autovetores. Para este calculo, foi
utilizado o recurso computacional Scientific WorkPlace.

Autovalores: 4=1, 2- 4=0

1
30

0

Autovetores associados: v, = H ,Vp = {"
1

Assim, na Equag@o (4) temos
A4 0 0 1
04 0= 0
00 2 0

00 1
P=[v/v,/v3]= {0 -1 —2}

D=

oni-o
o

111

Segue-se que: x(" =P D" p1x(0) = F ,01 ,'zJ l
11 1

<

a 0 0 0 a,
ou entdo: XM = |b|= A’L)’ [l\" 0 N:

Estas sdo formulas explicitas para a fragao dos trés genotipos na n-
¢ésima geragdo de plantas em termos das fragdes de gendtipos iniciais.
Como (ﬂ tende a zero quando n tende ao infinito, segue que destas
equagdes que

a,=0

b~ 0

c,- 1
quando n tende a infinito. Isto mostra que no limite todas as plantas da
populagdo serdo do genotipo aa.

CONCLUSAO

Dessa forma vimos que a Algebra Linear pode ser vista como
objetos matematicos de vida propria, tornando suas teorias familiares
ao serem ligadas a problemas do qual se tem conhecimento, € uma
grande variedade de aplicagdes.
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