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Modelo para um Bit Quantico e

sua forma Polar

o O Bit Quantico (g-bit) é a menor
unidade de informagao para a
Computacdo Quéantica.

¢ O g-bit pode se apresentar nos
estados

=[] - wef]

o E num estado que é a combinacdo
linear (neste contexto, chamada de
superposigio) dos estados |0) e 1), isto
[

) = a0) + B1) @
onde a e 3 € C sdo chamados
amplitudes e |¢) € C*(C).

o Porém, o processo de medida
perturba inevitavelmente o estado do
g-bit produzindo um colapso
nao-deterministico de [¢)) para |0) ou
[1}-

o Ap6s uma medida, obtemos o |0)
com probabilidade |a/? ou |1) com
probabilidade |3|

¢ Sendo |a|? e | 3|* probabilidades,
temos que

lof*+ (8] =1 @
e, conseqiientemente,
4]l =1.

eEscrevendoa=a+ibe 3 =c+1id,
onde a, b, c,d € R, temos

la| =vVa>+t*e |8 =V + VP, e como
|a>+ 8% = 1, temos
A+ ++d =1 (3)

o A partir da Eq. (3), interpretamos o
g-bit como um vetor unitario
(a,b,d,c) € R' e a esfera unitéria S° de
R* como o lugar geométrico dos
g-bits.

e Sabendo que as amplitudes a e 8 da
Eq.(1) sdo ntimeros complexos,
podemos expressa-las em
coordenadas polares, isto é,

8= 18]

onde 0 < Arg(z) < 27 é o argumento
do complexo z e |z| 0 seu médulo.

e Podemos, ainda, definir Arg(a) =y e
Arg(B) = v + ¢, onde as operagdes
entre angulos devem ser
consideradas em aritmética médulo
2. Assim, temos

[¥) = le e [0) + 18] '

eSendo |a] 2 0, |6] > Oelaf’ + |3 =1,
podemos definir £ por meio das
equagdes

a = |a] el @ ¢

i(7-+¢) Il)

cos(¢) =la| e sen(§) =8|,
onde( <& < 7.
e Fazendo 0 = 25, temos
[) = e”[cos )|0) +ez¢ben( D], (4)
e Com

6 = 2arccos(|or|) = 2arcsen(|3]),
¢ = Arg(3) — Arg(a),

7 = Arg(a),
onded € [0,7], ¢ € [0,27) ey € [0, 27).

A Esfera de Bloch

o Note que, se tentarmos modificar o
g-bit expresso pela Eq. (4) através de
um operador unitario, o fator ¢’ nao
se altera:

Uly) = e"’U[cos( )|0) + e’d’sen( )|1>]

onde U é o operador unitario de 1
(um) g-bit (isto é, uma matriz unitdria
2 % 2).

¢ Observe também que, o fator ¢'” nao
altera a probabilidade de se obter |0)
ou |1) no momento da medida, pois

4
2!

|e”u)s )| = \e””cos )| = | cos(

assim como,

sy - 0
| %) cos(= | = |c”||c’¢’cos(2)\

= | e cos(= \

e Devido a essas proprledades, para
fins de representagao, podemos
desprezar o fator ¢'” (chamado fator de
fase global) e escrever a Eq. (4) assim:

|) g = cos(%)\()) + e sen(gﬂl). (5)

e Escrevendo

[¥)p = 00@( )|0) + cos(¢) qPH( -+

+isen(¢) %en( )1,

isto €, o vetor |¢) g pertence a um
subespaco vetorial (V) de C*(R) de
dimens@o 3 e base {|0),]1), |2)}. Como
este subespago estd definido sobre o
corpo dos reais, ele é isomorfo a R3
(Veja [2]).

o Considerando este Isomorfismo,
pode-se encontrar uma representagdo
para os g-bits em R* A Esfera de Bloch.

o Considerando a forma polar de um
q-bit, expressa na Eq. (4), dizemos
que o Vetor de Bloch é dado por

cos(¢) sen(6)

sen(¢)sen(d) [,  (6)
cos(6)

Blg)p =

onde ¢ € [0,27) e 0 € [0, 7].

Esfera de Bloch

o A partir da Eq. (6), podemos escrever

o seguinte algoritmo em Maple:
bloch_vector:=proc (alpha, beta)
local X, Y, Z, arg_alpha, arg_beta,

abs_alpha;
arg_alpha:=argument (alpha);
arg_beta:=argument (beta) ;
abs_alpha:=abs (alpha) ;
X:=cos(arg_beta-arg_alpha)

«sin(2+arccos (abs_alpha));
Y:=sin(arg_beta-arg_alpha)

*sin(2+xarccos(abs_alpha));
Z:=cos(2x =*arccos(abs(alpha)));
Vector([X,Y,2]);
end:

«E, utilizando o pacote Maplets (veja
[1]), conseguimos a interface gréfica
vista na figura a seguir.

Interface Grafica - pacote Maplets do Maple.
o Através dessa visualizagdo, podemos
observar algumas propriedades da
Esfera de Bloch, assim como,
podemos utilizar o programa para
executar a aplicagao de portas
quanticas de um g-bit (veja [4], p. 17).

Propriedades da Esfera de
Bloch

1" Propriedade: Quaisquer dois
vetores de Bloch que pertengam ao
mesmo plano, paralelo ao plano XY,
representam g-bits que tém
probabilidades iguais de produzirem
|0) ou |1), ao serem medidos.

Vetores com 0 mesmo 6.

© 2% Propriedade: Quaisquer dois
vetores de Bloch antipodas sdo
representantes de dois g-bits
ortogonais.

Vetores de Bloch antipodas.

© 3* Propriedade: Considere dois g-bits
[v) e [¢), entdo podemos dizer que:

[v) = e®ly) se e somente se [ih)
e |[¢') tem Vetores de Bloch iguais,
Vs € [0, 2x).

Portas Quanticas de um Q-Bit

e Das matrizes de Pauli, surge uma
outra classe de matrizes, as Matrizes
de Rotagio sobre os eixos &, g e Z,
definidas como

R,(O)Ec’%, Ry(G)Ec’%
e RZ(G):E’%.
onde
o1 0=
xz[w}, Y:L 0],

10
z:[ofl],

sdo as matrizes de Pauli.

® A partir das matrizes de Rotagao, que
representam rota¢des em torno dos
€ixos , y e z na esfera unitaria do R?,
podemos observar o comportamento
de portas quanticas de um g-bit
utilizando os seguintes resultados:

e Seja U um operador unitario de um
q-bit, entdo
U = e Ri(0), @

onde o,0 € Red = (ng,ny,n,) € R*é
um vetor unitério.

o (Decomposigao Z-Y) Seja U um
operador unitario de um g-bit, entdo
existem «, 3,7, 0 € R tais que

U= R(O)Ry(7) R:(0)- (8)

o (Decomposigao X-Y) Seja U um
operador unitdrio de um g-bit, entdo
existem «, §, 7,4 € R tais que

U=e" Ro(B)Ry(7) Re(0).  (9)

o A partir desses resultados podemos
concluir que as portas quanticas de
um g-bit se comportam como um
conjunto de rotagdes na Esfera de
Bloch. Vejamos um exemplo com a
porta de Hadamard.

Exemplo com a Porta de
Hadamard

o A Porta de Hadamard, definida por

1111
s { L
é uma das mais usadas na
Computagdo Quéantica. Como a porta
de Hadamard é um operador
unitdrio, podemos escrevé-lo na
forma da Eq.(7). Assim,
H = ¢ Ry(r),

1
onde n = (ﬂ, 0, ﬁ).

¢ Ou seja, a porta de Hadamard, na
Esfera de Bloch, se comporta como
uma rotagdo de 180° em torno do

= _ (1 1
vetor n = (ﬁ,o,ﬁ).

o Também podemos escrever a porta [/
em funcao das matrizes de rotacao
em torno dos eixos z e y, segundo a
Eq. (8). Assim,

H = & Ry (0)R,(3) Ro(m),
ou, tendo em vista que
R.(0) = LH = ¢': Ry(3)R.(), 0 que,
na Esfera de Bloch, caracteriza uma
rotagdo de 90° em torno do eixo y
seguida de uma rotagéo de 180° em
torno do eixo z, como mostra a figura
a seguir, que foi obtida através do
programa.

Aplicagdo da porta de Hadamard no vetor
) = f\()) f\ 1). A esquerda, temos a representacéo
deste vetor na esfera, i.e., B(|1))),jd a direita temos a
representagdo de H ([1)).

e Em nosso trabalho, também
observamos as portas S (Phase Gate)
e §, além da porta de Hadamard.
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