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Resumo. O presente trabalho investiga o processo
de transferéncia de calor por conducdo em algumas
geometrias. Primeiro investiga-se a conducdo de
calor em uma parede plana, em regime permanente.
Apoés estuda-se a conducdo em uma parede plana
sem geracdo de energia e com geracdo de energia

uniforme no seu interior. Outro problema
investigado ¢ a condugdo em uma placa
bidimensional de largura (L) e altura (W)

explorando diferentes condigdes de contorno.
Quando possivel obtém-se a solucdo analitica
através da integracdo das equagdes ou através do
método de separagdo de variaveis. Os métodos
numéricos de diferengas finitas e volumes finitos
sdo utilizados para resolver as equagdes diferenciais
e os resultados comparados entre si e com a solucao
analitica.

1. Introducao

Ao ouvir falar no termo transferéncia de calor,
muitas vezes as pessoas ndo se dao conta de que este
assunto estd muito presente em suas vidas. Seja
tomando um banho de sol na praia, ou esquentando
uma chaleira de agua sobre o fogdo. Pode ser num
dia frio de inverno, onde o calor do interior da casa
¢ transferido e perdido para o exterior, através das
paredes. Em todas essas situagdes e muitas outras o
calor ¢ o personagem principal que pode ser
transferido por trés modos: condugdo, convecgdo
e/ou radiagdo. A abordagem deste projeto estd na
condugdo, que necessita de um meio sélido, liquido
ou gasoso para se propagar [1].

Os problemas estudados visam as condig¢des de
regime permanente (o tempo ndo influi na
transferéncia de calor), em coordenadas cartesianas
(X, ¥, z). Ainda, abordou-se no presente trabalho a
condu¢do em uma e duas dimensoes.

Estes problemas sdo modelados por equacdes
diferenciais, que podem ser resolvidas na forma
analitica e/ou numérica. Posteriormente, a solucdo
dessas equagdes foi implementada no Matlab ¢ no
Ansys, de modo a obter a representagdo grafica para
a solucdo. Estes graficos mostram a forma como se
da a distribuigdo do calor no problema em questdo.
Por fim, compara-se a solugdo analitica com a
numérica de cada problema, verificando-se nos
métodos numéricos o numero de iteragdes
necessario para a convergéncia, a estimativa de erro
adotada e o refino de malha.
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2. Equacées Governantes

A equacdo diferencial ordinaria de segunda ordem que
expressa a condu¢do de calor em coordenadas cartesianas
é:
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onde 8T/0x é a componente do gradiente de temperatura

()

na dire¢do x, 0T/dy é a componente do gradiente de
temperatura na dire¢do y, 07/0z é a componente do
gradiente de temperatura na dire¢do z, 0T/0t é a taxa de
variagdo da temperatura com o tempo, c, ¢ o calor
especifico [J/kg°C], p é a massa especifica [kg/m’], k é a
condutividade térmica [W/m°C] e q € a taxa de geracdo
de energia [W/m®] [1].

Ainda pode-se ter uma expressdo simplificada quando
a condutividade térmica é constante, escrita na forma de
derivadas parciais de segunda ordem, como:
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Na equagdo (2) percebe-se a presenca do termo a,
chamado de difusividade térmica. Quanto maior o valor
de o mais rapidamente o calor ird se difundir através do
material. De posse da equacdo diferencial da condugdo
de calor partiu-se para a andlise das simplificacdes que
podem ser adotadas em cada problema.

Se a condugdo for em regime permanente tem-se
oT/ot = 0, quando for em um dominio unidimensional,

por exemplo, com a temperatura variando apenas na
direcdo x tem-se 62T/6y2 =62T/6z2 =0, quando o

dominio ¢ bidimensional, por exemplo, com a
temperatura variando nas diregdes x e y tem-se
2 2

o°T/az% = 0.

3. Paredes Planas

Os problemas estudados no presente trabalho referem-
se a paredes planas, com e sem geragdo de energia no seu
interior, e a placas bidimensionais de espessura
desprezivel. Primeiramente as paredes planas serdo
investigadas analiticamente e numericamente e seus
resultados apresentados.

Na Figura 1 é apresentada uma parede plana, sem
geragdo de energia interna, sendo composta de um unico



material. Este ¢ um problema que pode ser resolvido
pela equagdo da conducdo de calor unidimensional
expressa por:

0°T/ox* =0 ©)

Neste problema, a parede possui uma temperatura
T, mais baixa em x = 0, ¢ mais alta, Ty, em x = L.
Sendo assim, essas sdo consideradas as condi¢oes de
contorno deste problema.

L

Figura 1: Parede plana uniforme

A solugdo analitica é obtida integrando-se duas
vezes a equagdo (3) e usando as condigdes de
contorno:

T(x)= [%jx +T, (4)

A solugdo numérica foi obtida via Método da
Diferengas Finitas (MDF). Para isso expandiu-se a
temperatura nos pontos i + [/ e i - / em torno do
ponto i via série de Taylor, usando discretizagdo
estruturada, conforme apresentado na Figura 2 [2],
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Figura 2: Discretizagdo unidimensional para o
MDF.
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Assim a partir das duas equagdes anteriores
obtém-se:

d°1T| T, 4T, -2,
dx? | - Ax?

1

)

Substituindo a equagdo (5) na equagdo (3) e

simplificando obtém-se:

7 =T 4T
' 2

(6)

A solugdo através do Método dos Volumes Finitos

sera omitida para este problema.

Se a parede plana possui geragdo de energia a equacio

(3) fica:
o’T/ox? =—q/k,

cuja solugdo analitica é,
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Para obter as constantes de integracdo da equacdo (8)

pode-se investigar
conforme ilustrado na Figura 3.
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Figura 3: Aspecto da distribui¢cdo da temperatura ao
longo de paredes com gerag@o interna de calor.

3.1 Condig¢oes de Contorno Assimétricas
Utilizando as condi¢des de contorno assimétricas
apresentadas na Figura 3a a solug@o analitica é:

L 2k

7(x)= [£+1(L—x)}x+Ta

)



onde AT =T, -T,.

A equacdo (7), para as mesmas condigdes de
contorno, sera resolvida a seguir pelo método de
diferencas finitas usando como ilustragio uma
malha formada por 6 pontos nodais, conforme
apresentado na Figura 4 [3].
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Figura 4: Malha usada em Diferencas Finitas.

Através do MDF a discretizagdo para os pontos
nodais internos ao dominio fornece os seguintes
valores para os coeficientes nodais e para o termo
fonte:

A, = k/Ax (coeficiente nodal na face leste)

A,, = k/Ax (coeficiente nodal na face oeste)

A, = A, + A, (coeficiente nodal central)

S = q.4x (termo fonte)

Logo a equagdo discreta pelo MDF para 2 <i<n-
1, é:

T,=(4,T,, + 4,7, +S)/ 4, (10)

et i+l

O Método dos Volumes Finitos (MVF) também
foi utilizado para obter a solugdo numérica. Existem
duas maneiras de se obter as equagdes aproximadas
via MVF. A primeira forma ¢ a realizagdo de
balangos da propriedade em questdo nos volumes
elementares ou volumes finitos, e a segunda forma
¢, partindo-se da equacdo diferencial na forma
conservativa integra-la sobre o volume elementar,
no espaco e no tempo (se o regime for transiente).
Ambos processos sdo equivalentes ([4], [5]).

Usando a malha estruturada apresentada na
Figura 4 o armazenamento via MVF sera feita de
forma diferenciada conforme apresentado na Figura
5.
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Figura 5: Malha usada em Volumes Finitos.

Usando o MVF deve-se observar na Figura 5 que
a distancia do ponto nodal central 1 a face oeste e do
ponto nodal 5 até a face leste ¢ a metade do
espagamento da malha. Assim, os volumes 1 e 5
terdo coeficientes A, e A, respectivamente
diferenciados, bem como o termo fonte sera
diferente dos pontos nodais internos na malha. Sdo

estes dois volumes os responsaveis neste problema pelo
transporte das condi¢des de contorno para o interior do
dominio. A discretizagdo pelo MVF ¢ apresentada a
seguir para os pontos nodais internos ao dominio.
Integrando a equagdo (7) no volume de controle P,
detalhado na Figura 6, tem-se,
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Figura 6: Detalhe de um volume interno, P.
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Usando a interpolag¢do Diferenga Central para obter os
fluxos difusivos nas faces leste e oeste e considerando a
condutividade térmica constante tem-se:

(P
Ax Ax

Assim arrumando a equagdo os coeficientes ficam,
S, = 0 (parte do termo fonte)

S, = q.Ax (parte do termo fonte)

A, = k/Ax (coeficiente nodal na face leste)

A,, = k/Ax (coeficiente nodal na face oeste)

A, =A4.+ A,- S, (coeficiente nodal central)

e a equagdo discreta fornecida pelo MVF para os
volumes de controle onde 2 <i<n-1, é:

T,=(A4.T, +A4,T;,+S,)/ 4, (11)

whi

J& para o volume de controle 1, apresentado na Figura
5, tem-se:

A, = k/Ax

A, =0

S, = -2k/Ax;

A, =4, +4,-85,

S, = q.Ax + 2kT/Ax

T;' =(AeT;'+l +Su)/Ap (12)

Para o volume de controle 5, apresentado na Figura 5,
tem-se:

A4.=0
A, = kAx
S, = -2k/Ax;



A, = A, +4,-S,
S, = q.Ax + 2kT/Ax

T} :(Aw]—;'—l +Su )/Ap (13)

3.2 Condicoes de Contorno Simétricas
Utilizando as condi¢des de contorno simétricas
apresentadas na Figura 3b a solugdo analitica ¢:

T(x):—zq—k(Lx—xz)+Ta (14)

A Figura 3c apresenta apenas a metade do
dominio de célculo da Figura 3b representando
assim o mesmo problema de condugdo de calor.
Nesta figura tem-se uma parede onde o plano
mediano ¢ adiabatico, ou seja, ndo ocorre troca de
calor nesta face. As condi¢des de contorno sdo
oT /6x)x:0 =0 e T(L) = T, e a solugdo analitica

sera,

T(x)=%(L2—x2)+Ta (15)

Doravante sera apresentada a solugdo numérica
tanto em diferencgas finitas como em volumes finitos
apenas para as condi¢des de contorno da Figura 3c,
conforme segue, para a malha numérica apresentada
nas Figuras 4 e 5, respectivamente. Para o ponto
nodal 2 da Figura 4, via MDF tem-se:

A, = k/Ax
A, =4,
S =g
A,=0

T, = (AToes + S)/A, (16)

Para os demais pontos nodais exceto para 1 e n
tem-se:

A, = k/Ax

A, = k/Ax

A=A, + A,

S=q.Ax

Ty = (AT + AuTos + S)/A, (17)
T1:T2

T,=T,

Usando o MVF na Figura 5 tem-se para o volume
de controle 1,

A, = k/Ax
A,=0

S,=0
A,=A4,+A4.-8,
S, =q. Ax

T, = (AT ) + S)/A, (18)

Para o volume de controle 5 tem-se:
A, =0
A, = k/Ax

S, = -2k/Ax
A,=A,+A,-8,
S, = qAx + 2kT,/Ax

Ti = (AwTi—I + Sl()/Ap (19)
Ja para os demais volumes de controle tem-se:

A, =k Ax

A, = k/Ax

S,=0

S, =q. A

A,=4.+4,-5,

Ti = (AETHI + AwTi»I + Su)/Ap (20)

3.3 Condic¢odes de Contorno de Conveccao

Utilizando as condigdes de contorno: adiabatica e de
convecgdo, nas faces esquerda e direita, respectivamente,
conforme ilustrado na Figura 3d, a solugdo analitica fica:

T(x):—i(L2 —x2)+%+Tinf 1)

2k

Resolvendo a equacdo (7) para as condigdes de
contorno apresentadas na Figura 3d tem-se através do
MDF a seguinte soluggo para o ponto nodal 2,

A, = k/Ax
A,=0
S, =q.Ax
AP :Ae

T, = (AT + S)/A, (22)

O ponto nodal 6 sera o responsavel pela transferéncia
de calor por convecgao através do dominio,tendo:

A,=0

A, =1

A, =1+ hAx/k

S =h.Ax Tinf/k

Ti=(A,T.; + S)/A,

Para o ponto nodal 5 tem-se

Ae =10

Aw = k/Ax

Ap = Aw

S=q.4c- T, - Ty

T; = (AT + ATy + S)/A4,

(23)

24)

Para os demais pontos nodais tem-se:
A, = k/Ax
A, = k/Ax
A,=4,+4,
S=qA
T, = (AT) + A,Tos + S)/A, (25)
4. Placas Bidimensionais
O outro problema investigado no presente trabalho
refere-se a condugdo de calor em placas bidimensionais.
Primeiro fixou-se a temperatura em cada um dos quatro
lados, conforme ilustrado na Figura 7.
Considerando regime permanente, placa uniforme
(condutividade térmica constante), sem geragdo interna
de energia, a equacdo (1) fica:
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Figura 7: Placa bidimensional.

A solugdo analitica do problema ilustrado na

Figura 7 ¢ mais simples através da

. . . T-T, .
adimensionalizagdo, 6=—--. Assim, as

L -1
condigdes de contorno sdo
0(0,y)=0;0(L,y)=0;0(x,y)=0,0(x,w)=1 ¢ a
equagao (26) se transforma com a
adimensionalizagdo na equagao (27),
2 2
d—f + d—f’ =0 27
dx dy

Usando o método analitico da separacdo de
varidveis, tem-se a solucdo parcial para as duas
equagdes diferenciais ordinarias:

Y(y)=Ce? +Cre™ (28)
X(x)= C; cos(Ax) + C,sen(Ax) (29)
Aplicando as condigdes de contorno, nas

equagdes (28) e (29) tem-se a solucdo analitica:
T(ey)=(r,—1)y " 2 CV 1 (nm) (12 g
’ Ve gy [n/Z'WJ L L !
senh -

5. Resultados Analiticos e Numéricos

As solugdes analiticas e numéricas obtidas sdo
apresentadas nesta se¢do. A Fig. 8 mostra que a
temperatura varia linearmente com x quando o
problema de condugdo de calor unidimensional em
regime permanente em uma parede plana sem
geracdo de calor e com condutividade térmica
constante ¢ resolvido. Nota-se que para uma malha
numérica pouco refinada, formada apenas por 6
pontos nodais (MDF) e 5 volumes de controle
(MVF) a solugdo numérica ¢ igual a solucdo
analitica.
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Figura 8: Distribui¢@o de temperatura analitica e
numérica em uma parede plana sem geragao de calor.

Na Fig. 9 ilustra-se o comportamento da distribuicdo
de temperatura em uma parede placa com geragdo
uniforme de energia térmica por unidade de volume, ¢ =

500 W/m’, e as superficies estdio mantidas as
temperaturas T, = 200 K e Tg = 100 K. Nota-se nesta
figura que ao usar a parede plana de chumbo, onde a
condutividade térmica é 35,3 W/m.K, a temperatura tem
um acentuado aumento no interior da parede se
comparado com uma parede de aluminio puro, onde a
condutividade térmica ¢ 237 W/m.K, isto ocorre porque a
temperatura obtida ¢ inversamente proporcional a
condutividade térmica, conforme equagdo (10), assim
como a condutividade térmica do chumbo ¢ menor tem-
se este comportamento.

A Fig. 10 apresenta a distribuicdo de temperatura para
as mesmas condi¢cdes da Fig. 9, exceto que nesta figura
usou-se apenas 6 pontos nodais ¢ 5 volumes de controle e
a solu¢do numérica é coincidente com a analitica. Nesta
figura foi utilizada a condutividade térmica do aluminio.

A Fig. 11 ilustra a distribui¢do de temperatura em uma
parede plana com geragdo uniforme de calor e com
superficie adiabatica no plano intermediario, conforme
apresentado na Fig. (3¢). A temperatura na face direita é
fixada em 100 K. Nota-se que a solu¢do numérica
acompanhou o resultado obtido pela solugdo analitica.

A Figura 12 apresenta o perfil de temperatura analitico
e numérico usando como condi¢des de contorno q = 50
W/m3, h = 1000 W/m’*K e T,, = 300 K. Percebe-se nesta
figura que ha um aumento da temperatura interna da
parede devido a energia térmica no interior de toda a
placa, observa-se também que com o plano adiabatico o
perfil de temperatura forma wum &ngulo reto,
caracteristica desta condi¢do de contorno. Na Figura 13
foi explorado o efeito do coeficiente de transferéncia de
calor por convecgdo, h, na distribui¢do de temperatura,
usou-se h = 200 e 1000 W/m’K que sdo valores
representativos para o resfriamento com ar e com um
liquido, respectivamente [1]. Nota-se na figura que com
h = 200 W/m’K existe um aumento significativo na
temperatura ao longo de toda a parede plana, o que
ocorre devido a temperatura ser inversamente
proporcional a este coeficiente. A Figura 14 apresenta as
isotermas para a placa bidimensional da Figura 7.



350

x - Aluminio Puro
+ Chumbo
300
e S
- A %
osp 4 kY
] e S
s & *
E i A
& & !
£ 200k %
g % f‘_
o, +
M +
g, t'+
150 M"w% *
et +
o,
+
100 L I . . . L 1 . L ]
] 1 2 3 4 5 6 7 a8 9 1

Comprimenta da placa plana [cm]

Figura 9: Distribui¢do de temperatura em uma
parede plana com gerag@o de calor e condigdes
de contorno assimétricas.
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Figura 10: Distribuicao de temperatura analitica e
numérica em uma parede plana com geragéo de
calor e condi¢des de contorno assimétricas.
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Figura 11: Distribuicdo de temperatura analitica e
numérica em uma parede plana com geragéo de
calor e condi¢des de contorno simétricas.

6. Conclusdes

Neste  trabalho  investigamos  problemas
envolvendo transferéncia de calor através da
conducdo. Notou-se que na presenga de um
gradiente de temperatura, a transferéncia de energia
por condugdo, ocorre no sentido da diminuigdo de
temperatura, além da propriedade do material
influenciar significativamente na transferéncia de
energia. As  equagdes foram  resolvidas
numericamente e analiticamente obtendo bom
desempenho em todos os problemas investigados.
Como seqiiéncia a este trabalho, propomos resolver
numericamente ¢ analiticamente, quando possivel,

problemas de difusdo de massa, onde o processo ¢
semelhante a transferéncia de calor por condugdo e
investigar novas abordagens do MDF e MVF.

da placa plana [cm]
Figura 12: Distribuicdo de temperatura em uma parede
plana com geracao de calor e condigdes de contorno:
adiabaticas e com convec¢do.

320

mal]
n2k]

+ h=1000
— h=20

318

316

Comprimenta da placa plana [cm]

Figura 13: Distribui¢do de temperatura variando h.
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Figura 14: Isotermas na condugao de calor em uma

placa bidimensional.
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