Um estudo numerico sobre
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Totrodicziy

A aplicabilidade de equacoes diferenciais ordinarias e de sistemas de equacdes
diferenciais ordinarias na modelagem de diversos tipos de problemas se di nas mais
diversas areas do conhecimento humano. Aliada a isso, a impossibilidade de, muitas
vezes, obter uma soluciio analitica exata para tais probl r te a nec dade de
lidarmos com procedimentos numéricos para a obtencéo de solu¢des aproximadas.

Para que essa solucdo obtida de modo aproximado se torne interessante surge a
necessidade de mensurarmos a precisao envolvida no processo.

Uma das formas de fazer isso é controlando o crescimento do erro com o
transcorrer do processo. A esse conceito de controle da propagacio do erro com o
transcorrer dos passos da-se o nome de “‘estabilidade numérica”.

A anilise da estabilidade se inicia com a obtencdo de uma “equacio de
diferencas linear”, a qual relaciona o erro global com: o tamanho % de passo, a
equaciio (sistema) que se deseja resolver, a quantidade de passos que se fara
necessaria e 0 método linear de passos multiplos envolvido.

A solucdo dessa equacdo de diferencas evidencia o erro global do processo,
induzindo a definicdo do “polindmio de estabilidade do método”:

7r,h)=plr)—ho(r)

A localizacdo das raizes desse polindmio é crucial na determinacdo da
propagacio do erro, possibilitando estimar um adequado tamanho de passo para o
nao crescimento do erro apés sucessivas aplicacoes do método. Para essa nio
propagacio faz-se interessante que essas raizes do polindmio de estabilidade situem-se
no interior do disco unitdrio no plano complexo.

Foca-se aqui a localizacdo e o comportamento das raizes de polindmios dos
métodos BDF, os quais se mostram eficazes na resoluc¢io de problemas stiff.

Y(x)=f(x,y)
y(x,)=y,

Seja

um p.v.i. envolvendo um sistema de equacdes diferenciais de primeira ordem. Aqui
tomamos 7 = h A4, onde A corresponde aos auto-valores da matriz jacobiana of/dy.

Os problemas stiff surgem comumente em diversas situacdes nas quais

probl que envolvem repentinas mudancas de dindmica, ou seja,
surgem em sistemas cujas varias componentes decaem a taxas largamente distintas.
Isto é, os auto-valores de of/0y além de apresentarem parte real negativa, estas sio de
magnitude bastante distintas, o que proporciona acentuada razao de stiffness. Essa
peculiaridade ocasiona a necessidade de se escolner um tamanho de passo
relativamente pequeno com relacio ao intervalo de integracio mais fortemente por
razoes de estabilidade que pela precisao do método considerado.

model

Para a resolucdo de sistemas stiff mostram-se adequados os métodos BDF, os
quais sio dados pela relacio
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logo, é natural estudar-se as propriedades de estabilidade que proporcionam essa
adequacio do método a solugido do problema.

Mlatodologiz)

Devido ao formato geral dos métodos BDF (mais precisamente, devido ao fato
do polindomio o(r) ser dado por apenas um termo), juntamente com as peculiaridades
dos problemas stiff (que proporcionam diversas magnitudes para A, e
conseqiientemente, para f; ), perceba que o polindmio de estabilidade apresenta um
pariametro que se soma ao coeficiente do termo de maior grau.

Desse modo, faz-se conveniente para a anilise da estabilidade observar o
comportamento das raizes quando de perturbacdes no coeficiente do termo de maior
grau do polindmio, bem como a verificacio da trajetéria que as raizes entdo
descrevem. Além disso, faz-se também interessante uma anilise conjunta com as
raizes da derivada de tal polinomio e de seu comportamento durante essa
perturbacio.

A primeira das figuras a seguir esboca, em azul, a trajetéria para as raizes do
polindmio de estabilidade do BDF de sete passos, e, em vermelho, as trajetorias
descritas pela derivada do polindmio durante esse processo. O segundo grafico mostra
o comportamento das raizes da derivada do polinomio de estabilidade do BDF de oito
Ppassos.
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Como o dominio do polindomio de estabilidade é o conjunto dos complexos
mostramos a seguir curvas de niveis do médulo do polindomio de estabilidade do BDF
de sete passos.

Curvas de nivel dn madiln dn palinamin dn metadn ADF ds 7 passns
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Podemos perceber pelo grafico que as raizes tendem a ‘entrar” no disco
unitiario, no plano complexo, quando executada a perturbagio ja descrita.
Comportamento anilogo ocorre com as raizes de sua derivada. Esse comportamento
relativamente 6bvio ocorre com todos os demais polindomios da classe.

Um fato que chama a atenciio e que se repete com os demais polindomios da
classe dos BDF ¢ que as raizes do polinomio do método de k passos se comportam de
modo parecido com as raizes da derivada do polindomio de (k+1) passos.

Por fim, note que a trajetéria das raizes indicada pela primeira figura da alguns
indicios do comportamento a ser assumido pelas curvas de niveis acima caso essas
fossem efetuadas a cada perturbacio no termo de maior grau do polindmio de
estabilidade. Para tal situacéo, basta ter em mente que as raizes tendem a se aproximar
da origem, de modo que em uma situacio extrema (perturbacdo bastante grande)
obteriamos curvas de niveis semelhantes a de um paraboléide.

Hafarancizas vinliogrifics

[1] W.C. Ferreira e R.C. “Bassanezzi, Equacées Diferenciais com Aplicacoes”. Harba,
1988.

[2] J.D. Lambert, “Computational Methods in Ordinary Differential Equations”. John
Wiley, 1973.

[3] M. Marden, “Geometry of Polynomials”. Amer Math. Soc., Providence, RI, 1966.



