Nirmnero de arvores geradoras de grafos
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INTRODUGAO

Uma érvore é um grafo conexo e sem ciclos. Uma é&rvore geradora de um
grafo G é um subgrafo que tem os mesmos vértices de G e € uma arvore.

1- Exemplo: O grafo completo K, e suas arvores geradoras
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Grafo completo K, N
As 16 arvores geradoras do K,
O "Teorema da Matriz-arvore", provado por Kirchhoff em 1847, resolveu o

problema de determinagdo do numero de arvores geradoras de um grafo
simples.

Este problema encontra aplicagdes em diversas areas, como representagéo
de moléculas na Quimica e desenho de redes.

TEOREMA DA MATRIZ-ARVORE
Seja G grafo simples com n vértices. O laplaciano de G é a matriz
quadrada L de ordem n cujas entradas sdo dadas por

d(v;), sei=j,
1, se i fj e y; adjacente a Vi,
0, se i jew no adjacente a vj,

onde d(v,) indica o nimero de arestas que incide no vértice v; (grau de v;).

2-Teorema da Matriz-arvore: O nimero t(G) de arvores geradoras de G é
dado por
1(G) = qualquer cofator do laplaciano de G.

Na prova deste teorema, aplicamos técnicas de teoria espectral de grafos,
utilizando propriedades do laplaciano e da matriz de incidéncia do grafo G,
além de resultados de teoria de determinantes.
3-Exemplo:: O numero de arvores geradoras do grafo completo K, € n" -2,
De fato, neste caso, o laplaciano é L = n.J — |, onde J é a matriz quadrada de

ordem n cujas entradas sdo todas iguais a 1 e | é a matriz identidade de
ordem n. O cofator de ordem 1 x1delL é

Aqy = (~1)7det
L |
1 1
-1 0
-1 | =det|0
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A matriz em (1) foi obtida da primeira somando-se as linhas 2, 3, ---, (n- 1)
a primeira linha. A matriz em (2) foi obtida de (1) somando-se a primeira linha
a todas as outras; repetindo este processo com as demais linhas chegamos a
uma matriz triangular superior, cujo determinante é exatamente nn-2,

De maneira analoga, mostra-se que o numero de arvores geradoras do ciclo
C,éigualan.
4-Corolario: Se G ¢ grafo k-regular entdo sua matriz de adjacéncia A(G)
(isto &, a matriz quadrada de ordem n em que cada entrada a; éigual a 1 ou
0, conforme o vértice v; seja ou nao adjacente ao vértice vJ), tem autovalores
e respectivas multiplicidades dadas por
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Neste caso, temos que
a—1
Gy =n! T (& — x)™

r=1

APLICAGOES

5- Numero de arvores geradoras de grafos-linha de grafos k-regulares:

Seja G um grafo k-regular com n vértices e m arestas. O grafo-linha /(G) de
G ¢é construido tomando-se as arestas de G como vértices de /(G) e ligando-
se dois vértices em /(G) sempre que as correspondentes arestas de G tém
um vértice em comum. Usando o corolério anterior e resultados conhecidos
de grafos-linha, obtemos que

((G)) = om—n+1pm—n— lT((;).

Note, que K, & 3-regular.
Temos, neste caso, que n
=4 em = 6. Javimos que
7K, = 16.

O grafo-linha do K,
Logo, o grafo acima tem 23.3.16 = 384 arvores geradoras.

6- Numero de arvores geradoras do grafo M, (Mdbius Ladder)

Indicamos por M;, o grafo com 2h vértices satisfazendo

vy € adjacente a vy,
v; € adjacente a vi4 <i<2h-1,
v; € adjacente a vy, Vi, i< h

Mbbius Ladder M
A matriz de adjacéncia A(M,,) de M, é a seguinte matriz circulante de ordem
2h cuja primeira linha é 010..010 o1 Seu polindmio
caracteristico € q(x) = x + x" + x21 e suas raizes s&o

M= (k) = ok + okh + k@) | paracadak,0<k<2h-1,

onde o € uma raiz 2h-ésima da unidade diferente de 1. Desenvolvendo,

obtemos, para cada k, 0 < k < 2h-1
2kn 2khr 2k(2h— L)

A= [m(ﬁ)+cos( |ilsen(—=)+sen( )+sen(2k(2h_ 1)"]

Heos( T %

2km 2khm
2h 2h 2h
k
= st(fn + (1),
Como M), é um grafo 3-regular, o corolario acima nos diz que
2h—1
1 kw k
M) = = 3 — 2cos(— — (—1)").
() = g7 1 3= 20085 = (-1
Logo, o grafo M tem 1815 arvores geradoras.
7- Nimero de arvores geradoras do H, (hiperoctaedro):
O hiperoctaedro Hg é o grafo com 2s vértices no qual cada vértice v; &
adjacente a todos os outros, menos ao v, , ¢
A

S
O Hiperoctaedro Hg

A matriz de adjacéncia A(Hy) de H; é também circulante de ordem 2s. Um
raciocinio semelhante ao anterior mostra que

12 1 i ]
m(Hs) = = [ (2s—2-2)™ = 52 (25-2)°(2s)*"!
s ’

= 225725 _1)352,

Logo, o grafo acima tem 32768000 arvores geradoras.




