Métodos Numéricos em Equacao Diferencial

' B b ¢ F . . 3 ~
P com S Adm Generalizada para Precificacao de Opcoes
LV Cientifica O e Julio C. A. Thomaz (thomaz@lnce.br) e Abimael F. Loula (aloc@Ince.br)
Laboratorio Nacional de Computacdo Cientifica, LNCC/MCT
( INTRODUGAO ) ( OPGOBS AMERIOANAS ) Dty ot o it i i e s

Um dos pontos mais importantes relativos s opgdes 6 como elas seriam cotadas numa
situagio de equilfbrio com o prego do ativo subjacente e caracterfsicas das opgdes. O
prémo pode ser modelado com uma equagdo di bélica como em

Verificase que uma opgio de venda Americana, tem o prémio P(S, ) estritamente
ma_\or que o prémio p(S, ), da Européia equivalente. Isto implica que P(S,t) nio pode ser
do pela Eq.(5).

Thomaz (2004). Para alguns contratos a equagio no apresenta solugio analitica, desta
forma existe a de o de métodos numéricos para precificagio de opgdes.

Embora os retornos empiricos do preco do ativo subjacente no mercado financeiro clara-
‘mente nio segue a distribuigio de probabilidade Log-Normal, diversos trabalhos de anslise
‘matemiica em finangas sio baseados nessa distribuigio de probabilidade. Em especial o
‘mais importante, o trabalho de Black & Scholes (1973). Porém, sabe-se que o modelo sub-
estima o prémio das opgées nas situagdes em que o prego do ativo no mercado no tempo de
exercicio 6 diferente do prego de exercicio. A fim de igualar os valores de mercado observa-
dos, 0 modelo de Black e Scholes necessitaria usar um valor diferente da volatilidade para
cada valor do prego de exercicio. Tal “volatilidade implicita” das opgdes de vérios precos
de exercicio forma uma uma fungio convexa chamda de “volatility Smile”.

Neste trabalho, desenvolvese uma teoria segundo Borland (2002), em que o prego do
ativo subjacente segue uma distribuigio de probabilidade Ndo Gaussi

se uma nova equagio e inequagdo diferencial para as opgoes Européias e Americanas,
respectivamente. Utiliza-se o processo estocdstico de feedback para os pregos dos ativos no
mercado & vista. Tal processo foi desenvolvido recentemente dentro da mecanica estatistica
nio-extenciva por Tsallis (1988). Onde o caminho aleatorio pode ser interpretado como

Verifica-se que, para cada instante ¢ os pregos que levam ao exercicio prematuro forma um
intervalo [0, Sy, cujo limitante superior serd denominado ponto dtimo de exercicio. O ponto
S separa o dominio em um segmento onde a opgiio 6 exercida e outro em que é conveniente
exercé-la posteriormente. Assim, o Problema de precificagio de opgdes Americanas pode
ser visto como um problema de fronteira livre em que a fronteira livre 6 S; = Sy (t).

um processo generalizado do Wiener, governado por uma distribuigio de de
Tsallis para entropia com
quando “g — 17, recupera-se o modelo de Black e Scholes. Para ¢ = 1.0, foi vericado
por Borland (2002) que o modelo aproxima a distribuiio empirica observada para muitas
séries temporais financeiras, tais como pregos do indice de ativos no mercado financeiro,
SP500, etc.

[ OPCOES EUROPEIAS j

Todos os trabalhos que seguem a modelagem apresentada por Black & Scholes (1973) tém
o movimento do prego do ativo subjacente,dado por S(¢ + tq)
o processo de Wiener, que o ruido aleatério é um movimento Browniano. Isto é admitido
por Black & Scholes (1973) como uma das hipéteses para o seu modelo, onde submete
uma distribuigio probabilidade Gaussiana para y(t), o que resulta numa distribuigio de
probabilidade Log-Normal para o prego do ativo subjacente (S). Porém assumindo-se que
y(t) segue o processo estocdstico dado por:

onde 2 envolve o processo estocistico obitido por Borland (1998) e d©2 = P, du.

A distribuigio de probabilidade P satisfaz a equagio Fokker-Plack Nio-Linear, onde
a solugio ¢ dada pela distribuicio de Tsallis (B,). Assumindo que fo = 0, tem-se que
y(t) = InS()/InS(0). Supondo que y satisfaz as condigdes do Lema de 1té, chega-se a:
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= (a 2651("5) B ) at 257
usando a Eq.(1) e como y/dS = 1/5(t), 8%/0S? = —1/5%(t), dy/t = 0, chega-se ao
processo estocdstico para o prego do ativo, dado por:

em conta alguns fatores aleatérios do mercado, que tenham influéncia direta na cotagio
dos ativos subjacentes. Fica assim uma resalva que nem sempre o valor numérico vai estar
préximo do valor de mercado, devido a nio consideragéo de fatores que nio foram incluidos
na modelagem matemética do problema de precificacio de opgdes.

Exemplo 2: Neste exemplo simula-se uma opgio Européia de compra e sua corres-
pondente opgéio Americana, com ¢ = 1,0 e ¢ = 1, 5 onde os parametros usados sio préximos
da realidade de mercado, r = 19, 75%/ano, o = 55,4%/ano e T = 0,1461ano, com o
dominio discretizado em 150 pontos nodais e 15 passos no tempo.

A figura (2) descreve o prego de opgio de compra Europeu em fungio do prego do
ativo subjacente para o modelo de Black e Scholes padréio g = 1,0 e para o modelo com

P(S,T) = (E -5 q=1,5, onde para cada q a volatilidade escolhida é tal que as opgoes seja in-the-modey.
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Definindo-se g(S) = (E — S)*, W € H'(I);0(0) = Ee™,0(Smaz) = 0}, Wo = "
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e
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espago de elementos finitos de classe C° e grau k e o conjunto Ky = {vs € W u(S;) > 2
9(Si),i = 1,2,---, N}, ou seja, a restrigio de desigualdade seré verificada apenas nos
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[ Algoritmo de Solugdo ] underlying assest (S),
Figura 3. Opgao Americanas, para g = 1.5, ¢ 0 modelo de Black-Scholes.
Para a solugiio do sistema (9) foi utilizado o método iterativo de Sobre-Relaxagio
Sucessiva - SOR(w) com projegdo sobre o convexo a cada instante de tempo. [ - ]
NCLUSA
Sabe-se que o método interativo converge para 0 < w < 2. Sendo que para w = 1 CONCLUSAO
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Agora considerando-se que F(S,) é o prémio da opgio no instante ¢, quando a agio
custa S = S;. Supondo que F satisfaga as condigées do Lema de 1t6, seguindo os mesmo
passos apresentados no livro do Wilmott et al. (2000). Chega-se a
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onde: F 6 o prémio, o? 6 a volatilidade, S é o prego do ativo subjacente, ¢ é tempo, r é a
taxa de juros, P~ ¢ distribuiio Tsallis.
Para o caso de opgdes de compra sabe-se que de acordo com o modelo de Black-Scholes
Generalizado o prego da opgdo ¢ dado por ¢(S, ) que 6 a solugdo da equagio
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€(0,)=0, limc(S,)=5 (Condigio de Contorno)
2
J4 para as opgdes de venda, denota-se por p = p(S,t) a solugio da equagio, que

representa o prémio de uma opgéo Européia de venda.
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0<t<T (5)

p(0,8) = BT, lim p(5,6) =0 (Condigo de Contorno)
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[ Formulagao Variacional ]
do valor de fech

equivalente a0 método de Gauss-Seidel, para w < 1, tem-se sub-relaxagio e para w > 1

tem-se sobre-relaxagio. No caso de opgdes de venda 9(S;) = (E — S;)*, para compra
9(Sj) = (S; - B)*.
[ Resultados Numéricos ]

Os experimentos numéricos que foram feitos tém como o objetivo ilustrar alguns dos
aspectos mais importantes relativos & aplicagio dos métodos numéricos no mercado finan-
ceiro.

Exemplo 1: Neste exemplo faz-se um confronto da solugio numérica do modelo Ge-
neralizado de Black e Sholes, para ¢ = 1,0 (modelo padréio) e ¢ = 1,5, com o valor de
Mercado Financeiro, Mercado de Opgaes.

Os dados aqui trabalhados séio da opgées Européias de compra das agdes da Telebrds PN,
que siio negociadas na Bolsa de Valores de Siio Paulo (BOVESPA), com vencimento em
junho de 1997, Foram feitas simulagdes variando o ntimero de pontos do ativo subjacente da
malha de elementos finitos, para analizar o comportamento do método nimerico quando se
mantém fixos todos os para da ética do problema de precificagiio
de opgio. Considerou-se, um contrato de opgio onde seu prego de exercicio é de RS 100,00,
sua taxa de juros livre de risco, (CDI Over Médio, aplicada 6 de 22,12%. A volatilidade
implicita amual estava em 36, 40%ano.

A as séries dos contratos de opgdes e verifica-se que quando 0 tempo restante
até o vencimento em ano é de 0,1905, sendo que para este tempo as agoes da Telebrds PN
(Teld) estavam cotadas a RS 121,99 na bolsa de valores de Sdo Paulo, BOVESPA, e o
prego de mercado da opgio é de RS 26, 60.

Foi ultilizado o método de elementos finitos, com elementos lineares e as malhas espaciais
50, 100, 150, 200 nés. Adotou-se a relagio de Af = O(h?). Sendo utilizado
At igual 3810 x 107 para a malha de 10 nés do ativo. Para este contrato, com apenas
150 pontos nodais do ativo sujacente, o prego das agées da Zelebrds PN, tem-se uma boa

i para a opgiio de compra como pode ser verificado no

Definindo-se I = [0, Spuae], Z = {v € H'(I);0(0) = Ee™™, 0(Spna) = 0} ¢ Zo = {v €
H3(I);0(0) = v(Synar) = 0}, a formulagdo variacional para o problema de opgdes Européias
& expresso por:

PROBLEMA E: Para todo 7 € (0, T], encontrar p = p(-,7) € Z tal que
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[ Aproximagdo por Elementos Finitos ]

Para uma construgio de uma aproximagio por elementos finitos, define-se Z} = {v; €
COI);vnle € P(K)}, sendo ZF C Z o espago de elementos de grau k > 1, em cada
elemento K da triangulagio Ty, onde Fx(K) ¢é o conjunto dos Polinomios de grau < k
definidos em K.

No problema totalmente discretizado usou-se diferenga finita na discretizagéo temporal,
mais precisamente aplicou-se 0 esquema de Euler Implicito ¢ 0 método de Galerkin para

discretizagdo espacial, tem-se
PROBLEMA TD: Dado n =1, --, N, Achar } €

Z} tal que (g}, va) = (po, va)

(0:0F, vn) +a(p™, ) =0 (M

grafico da figura (1), isto &, com 150 pontos nodais o valor numérico encotrado RS 26, 5976
para ¢ = 1,5, j& para o modelo de Black e Scholes, RS 26,5948, em ambos modelos
apresentio uma diferenga de menor que um centavo para o valor de mercado.

Comportamento do Metodos de Elementos Finitos
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Figura 1. Comportamento do métodos de clementos finitos segundo vairagéo da malha espacial.

Em resumo, apresenta-se um novo processo para descrever o movimento dos
retornos do ativo subjacente, que evolui através do tempo de acordo com um
processo andmalo ao processo de Wiener, caracterizado por uma distribuico de
Tsallis, ndo-Gaussiano. Verifica-se que segundo Borland (2002) a aproximagio
por este processo tem uma discrigio melhor dos movimentos dos pregos dos
ativos subjacente no mercado financeiro do que o preos normalmente distri-
buido como & apresentado por Black & Scholes (1973). De fato, o modelo de
Black e Scholes é um caso particular do modelo apresentado nesse trabalho,
como visto quando g = 1,0 tem-se 0 modelo de Black e Scholes. Assim, baseado
no processo estocdstico apresentado na Eq.(1), encontra-se uma equago gene-
ralizado de Black-Scholes, Eq.(3), para precificagio de opgdes.

Neste um lo de apli do método de elementos
finitos a um de p de opgdes i por
uma equagio o inequagho variacional parabdlica, cujo operador guarda uma
certa relagio com o corr de dif G com

coeficientes varidveis.

Na solugdo das (opgdes ias) ou i (opges Ameri-
canas) variaci por de finitos pode-se destacar a fle-
xibilidade deste método em lidar com des e i des com i
varidveis como ocorre na modelagem de opgoes.

As diferengas entre os dois modelos, para ¢ = 1,0 (Black e Scholes) e para
¢ = 1,5, sdo aparentadas nos resultados numéricos. Na figura (1) verifica-se
que 0 modelo para ¢ = 1,5 tem valores mais proximos do valor da opgio na
BOVESPA, o que j4 era esperado dado que se tem um ajuste melhor para o
movimento do prego dos ativos subjacentes pelo Eq.(1) como apresentado por
Borland (2002).
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