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Entend por dindmico qualquer processo que evolua com o tempo, tais como
sdo encontrados nas mais diversas areas da Ciéncia e da atividade humana: Fisica, Ecologia,
Metereologia, Biologia, Economia, e tantas outras disciplinas. A area tem, portanto uma vocacio
plenamente multidisciplinar. Como exemplos, podemos citar o clima (a atmosfera terrestre, com
as suas temperaturas, pressoes e umidades), a evolucio de uma populacio num determi
ecossistema, ou ainda a variacido das cotacdes das acoes numa bolsa de valores. Em termos
matematicos, é possivel modelar muitos desses sistemas apresentando um conjunto X (espaco de
fases) e uma transformacio f : X — X que fornece a lei de evolucio do sistema: de um estado x, em
X o sistema passa ao estado x; = f(xu), que posteriormente passa ao estado x, = f(x,), e assim
sucessivamente. A sucessao (x,)_{n — 0} é designada a érbita de x,. Um dos principais objetivos da
teoria dos si os consiste em tentar descrever o comportamento das érbitas, pelo
menos em termos assintéticos.

Para isso sdo usados métodos das mais diversas areas da Matemadtica, tais como a Geometria,
Anilise, Algebra, Topologia e Probabilidade.

Assim, sistemas dindmicos discretos, abreviados por SDD, sdo sistemas que dependem de uma
variavel discreta, usualmente identificada com o tempo e, que sao definidos por um conjunto de
equacoes recursivas (também ditas equacdes a diferencas).

Matodologiz g Pasulizidos
Uma equacio de diferencas de ordem k é uma equacao do tipo
g(alt], a[t-1], a[t-2], ..., a[t-k], t) = 0

onde g é uma funcao de k+1 variaveis reais e uma variavel discreta t. considerando que a equacio
pode ser resolvida para o termo de ordem superior, a[t], podemos escrever

a[t] = f(a[t-1], a[t-2], ..., a[t-K], t)

indicando que o termo a[t] ¢ uma funcao, indicada por f, dos k termos anteriores e possivelmente
de t, uma variavel discreta, teN. Dizemos que a equacio acima é uma definicio recursiva de a[t].

Uma soluciio desta equacio é uma seqiiéncia a cujos termos a[t] satisfazem a equaciio acima,
exceto os k primeiros termos que pod ser escolhidos arbitrari Nas aplicacdes, estes
termos sdo fixados de acordo com algumas condicdes iniciais (problema de valor inicial, abreviado
por PVI).

A equaciio é dita linear se f for uma funcio linear das variaveis a[t-1], a[t-2], ..., a[t-k], caso
contrario a equacio ¢ dita nao linear. Por exemplo, a equaciio abaixo descreve a forma genérica de
uma equacio linear de Segunda ordem

a[t] = p[t].a[t-1] + q[t].a[t-2] + c[t]
Onde p[t], q[t], c[t] s3o funcdes da varidvel discreta t. caso os coeficientes p, q e ¢ niio dependam de

t a equacdo é dita linear de 2* ordem com coeficientes constantes.

denendente indicad a

P

Quando o termo i por c[t], for nulo, a eq; é dita h I

Um sistema dindmico discreto é um sistema de equacgdes de diferencas. Por exemplo, o sistema
linear homogéneo de 1* ordem com coeficientes constantes definido abaixo:

a[t] = p.a[t-1] + q.b[t-1]
b[t] = r.a[t-1] + s.b[t-1].

Uma solugio deste sdo duas seqiiéncias, a e b, cujos termos satisfazem a equaciio acima,
exceto os termos iniciais, a[0] e b[0], que sdo arbitrarios ou fixados pelas condicdes iniciais.

Uma solucdo analitica (ou férmula geral) para um sistema dindmico discreto é um modo de
descrever a(s) seqiiéncia(s) solucio(des) como funcéo de t e dos termos iniciais, sem utilizar
recursio. Uma soluciio analitica é um instrumento poderoso para investigar um sistema dinimico
discreto. Ela permite obter informacées mais facilmente que a férmula recursiva, e também
responder questoes que seriam proibitivas apenas com o conhecimento da definicao recursiva do
sistema.

Um ponto de destaque sobre sistemas lineares ¢é a possibilidade de se obter uma soluciio analitica
para esta classe de sistema. O fato basico é a solugiio analitica para si lineares h 2é
com coeficientes constantes A solucdo para sistemas nido homogéneos pode ser obtida a partir da
solucio do si h do o termo ndo homogéneo é variavel (por exemplo,
pelo método dos coeﬁaentes a determinar).

As Equagdes de Primeira Ordem sdao de grande importincia devido ao fato de que equacdes de
ordem superiores podem ser reduzidas a equacdes de primeira ordem. Em uma equacio de
primeira ordem o valor de cada termo a[t] depende apenas do termo anterior a[t-1] e
possivelmente da variavel discreta t, podendo ser escrita como

a[t] = f(a[t-1],t).

Discutiremos a equacio de 1° ordem linear, definida por
a[t] = q[tl.a[t-1] + pIt],

sendo as seqiiéncias q[t] e p[t] os coeficientes da equacio. Métodos para resolver esta equacio siao
bem conhecidos, tanto no caso de coeficientes constantes como varidaveis. Além das diversas
aplicacdes existentes, o estudo de equacdes lineares fornece alguns conceitos basicos para o estudo
de equacdes nio lineares, como os conceitos de solucio de equilibrio e comportamento assintético.

Equacdes Lineares com Coeficientes Constantes (ELCC)
A equacio linear de 1° ordem com coeficientes constantes (ELCC) é definida por:
a[t] = q.a[t-1]+d
O coeficiente d é dito o termo ndo-homogéneo, quando d=0 a equacio é dita homogénea.

Antes de apresentar a formula geral para a equacdo acima, é conveniente discutir alguns resultados
que podem ser obtidos diretamente da definicio recursiva. Esta estratégia é relevante para
equacdes para as quais nao se conhece a formula geral, como em geral acontece com equacgdes nao
lineares.

Valor de equilibrio: o valor de equilibrio, indicado por e, é solucdo da equacio e = e.q+d. Para g#1,
a solucdo € tinica e dada por: e = d/(1-q). Quando gq=1 e d#0, nio existe valor de equilibrio.

Em geral, nas aplicacdes, a constante q é positiva. Os proximos resultados tratam desse caso.
Majorantes: para q>0 e g#1, a seqiiéncia soluciio da ELCC de 1° ordem é

- limitada superiormente se a[0]<e, isto ¢, a[t]<e, para todo teN,

- limitada inferiormente se a[0]>e, isto ¢, a[t]>e, para todo teN.

Estudo do Crescimento: para >0, a seqiiéncia solu¢io da ELCC de 1° ordem é

- crescente se a[0].q+d>a[0], isto é, a[t]>a[t-1], para todo teN,

- decrescente se a[0].q+d<a[0], isto é, a[t]<a[t-1], para todo teN

Corolario: para g>0, a seqiiéncia solucio da ELCC nao pode oscilar, isto é, ser crescente uma certa
faixa de valores de t e decrescente em outra faixa.

Solucd@o Analitica (ou férmula geral): caso q#1, a seqiiéncia solucido da ELCC pode ser escrita como:
a[t] = a[0].q'+d.(q*")/(g-1), (para t>0)

A solucdo de uma equacio linear ndo homogénea é a soma de duas parcelas: a primeira parcela é
solugiio geral (PVI) para a equacio h g€ (d=0), enq; 0 que a S da parcela é uma
solugiio particular da equacio ndo homogénea. Observemos que o segundo termo do lado direito é a
soma dos termos de uma progressio geométrica de razao q e valor inicial igual a d. de fato, usando

a equacao a[t] = q.a[t-1]+d, podemos escrever:
a[1] = a[0].q+d
a[2] = a[1].q+d = a[0].q>+2.d

a[t] = a[t-1].q+d = a[0].q'+d.q"'+d.q"2+...+d.q+d

d

Compor A : para calcular o limite de a[t] q t—+o0 é conv reescrever a
solucdo da ELCC, de tal modo a destacar a dependéncia exponencial da solu¢io com o tempo, como
mostrado abaixo:

a[t] = k.q'+e (para t>0),
sendo e=d/(1-q) € o valor de equilibrio e k=a[0]-e. Assim temos os seguintes resultados:
- se 0< | q | <1, entdo a[t]—e, isto é, a solucdo tende ao valor de equilibrio,

- se | q | >1, entdo | a[t] | — oo (limite no infinito).
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