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O estudo do movimento de um satélite ao redor de um planeta
leva ao chamado “Problema dos dois corpos”, que consiste em
analisar o movimento de duas particulas no R, sujeitas cada
uma ao campo gravitacional produzido pela outra. No caso em
gue uma das particulas tem massa desprezivel, em comparagao
com a outra (por ex., a massa do satélite € desprezivel quando
comparada com a massa do planeta), podemos considerar a
particula de maior massa como fixa e analisar apenas o
movimento relativo da particula de menor massa. Para tanto,
considera-se um sistema de coordenadas X=(x,y,x) com origem
na particula de maior massa.

Devido ao campo de forgas ser central (isto €, a forca tem a
direcdo do vetor posicéo da particula), o movimento do satélite
fica restrito ao plano determinado pelos vetores posicéo (X(t)) e
velocidade (X'(t)). Assim, o problema pode ser reduzido em uma
dimensao, do R3 para o R2.

Introduzindo coordenadas polares no plano (X,X’)

X(H)=r(t).(cos(n(t)) sen(a(t)))

Pode-se considerar o raio r(t) em fun¢do do angulo o(t). Dessa
forma, seja u(0)=1/r(0). Segundo a Lei da Gravitagao Universal
de Newton, a forga de atragao é dada por:
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onde, G é a constante universal de gravitacdo, m é a massa do
satélite e M € a massa do planeta. A expresséo da energia total
(Cinética + Potencial) do sistema, em coordenadas polares, é
dada por: ) 2
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onde h € o momento angular do satélite. Derivando ambos os
lados desta expressdo, em relacdo a €, obtemos uma relacéo
entre o inverso do raio (u(e)) e o angulo &, dada pela seguinte
equacao diferencial de segunda ordem:
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Resolvendo essa equagdo e substituindo r=1/u na solucéo,
obtem-se a equag&o de uma conica onde o planeta estd em um
dos focos, podendo esta ser uma elipse, uma hipérbole ou uma
parabola, dependendo dos parametros do problema, como as
massas do satélite e do planeta e o momento angular do
satélite.

Em geral, os satélites naturais e artificiais que orbitam em volta
dos planetas descrevem uma trajetéria eliptica, como mostram
as figuras abaixo, que representam os graficos de uma solugéo
da equacdes (1).

Com o proposito de analisar a estabilidade das trajetérias, podemos
inserir uma perturbacdo periddica na equagao (1), para estudar o
comportamento das trajetérias de acordo com a variagdo da
amplitude e do periodo da perturbagéo.
Dessa forma, seja:
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A solucéo geral da equagao (2) € dada por:
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onde k=(m?GM)/|hP .
Tem-se entéo dois casos a considerar:

1) Se w1, entdo a solugcao é periodica, correspondendo a uma
variagdo periodica do raio da Orbita que €, portanto, estavel. As
figuras abaixo mostram graficos fpicos da solucdo e também do
plano de fase do sistema de primeira ordem associado a equagao
diferencial (2):

2) Se w=1, ocorre o fendbmeno chamado de ressonancia, com o qual a
funcéo da perturbagdo periodica € solucdo da equagcdo homogénea
associada a equacdo (1). Dessa forma a solugcdo geral da equagéo
terd um termo da forma esen(€) que sera dominante, portanto, as
oscilag6es de u aumentaréo gradativamente tendendo ao infinito. Isso
corresponde ao caso em que o raio da Orbita diminui
progressivamente (pois r=1/u), fazendo com que o satélite se choque
com a superficie do planeta em um determinado tempo. As figuras
abaixo mostram gréficos tipicos de uma solugcdo desse tipo e também
do plano de fase do sistema de segunda ordem associado a equagéo
diferencial (2).

Dessa forma, concluimos que o comportamento da trajetéria do
satélite depende diretamente da freqiiéncia da perturbagdo periodica
a que ele esta submetido.
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