Introducao ao Estudo de Coloracao no Ensino Médio

Daniele Lozano
Socorro Rangel
IBILCE/UNESP

Rua Cristovao Colombo, 2265, Jd. Nazareth, 150054-000, S.J. do Rio Preto

Nesse trabalho fazemos um estudo sobre coloragao em grafos.

O objetivo é identificar topicos interessantes e moti-

vadores para discussao em oficinas de Matemaética a serem realizadas junto & rede publica de ensino do estado de Sao
Paulo em conexao ao Projeto Escola da Familia.

Conceitos Basicos de Teo-
ria dos Grafos

Defini¢ao 1: Um grafo G(V,A) é uma
estrutura tal que V é um conjunto finito
nao-vazio cujos elementos sao chamados
de vértices e A é um conjunto de pares
nao-ordenados de elementos de V', chama-
dos de aresta.

Dizemos que a aresta e = (v;,v;),v;,v; €
V,i,7 = 1,...,n incide sobre os vértices
v; € vj, e que os vértices v; e v; sdo adja-
centes.

Definicao 2: O grau de um vértice v;,
d(v;), é igual ao niimero total de arestas
incidentes sobre ele.
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fig.1 - Representagao de um grafo

Operagoes com Grafos

Dado um grafo G(V, A):

o Adicao de aresta: G'(V, A") é tal que
A =AU{(v,w)}. G+e;

e Remogio de aresta: G'(V,A’) é tal
que A=A —{(v,w)}. G—eg¢

e Contracao de dois vértices: contrair
os vértices v e w é tal que
V' = (V—{v,w})U{vw} e as arestas
incidentes em v e w passarao a in-
cidir em vw, e as arestas paralelas e
lacos sao removidas;

o Contragdo de aresta: Remover a
aresta e = (v, w) e contrair os vér-
tices v ¢ w. Denotaremos por G/e.
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fig.2 - Operagoes com grafo

Problema de Coloracgao

Podemos colorir os vértices de um grafo
usando k cores tal que vértices adjacentes
recebam cores diferentes? Isto é, G é
k-colorivel? Quantas coloragoes sao pos-
siveis?

Definigao 3: O niimero cromatico de um
grafo G, x(G), é o menor numero de cores
necessarias para obter uma coloragao de

G.
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fig.3 - Coloragao de grafos
Polinémios Croméaticos

Definigao 4: Um polinémio cromético
Pg(k) é uma fungao que conta o nimero
de coloragoes de G com k cores. O menor
k que satisfaz Pg(k) > 0 é o niimero
cromaético de G.

O polinémio cromético de alguns grafos

sao facilmente determinados usando
principios basicos de contagem.

1. Grafo nulo: Pg(k) = k™

2. Grafo Completo: Pg(k) =k(k—1)

(k—2)(k—3)...(k—n+1)

3. Arvore: Pg(k) = k(k —1
Teorema 5: Sejam G um grafo simples
e uma dada aresta e. Considere os grafos
G — e e G/e. Entao:

Pg(k) = Pg—c(k) — Pgje(k)

Oficina de Coloragao
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Considere o seguinte problema: "Trés fi-
lhos devem dividir as terras que rece-
beram de heranca. Cada um tem sua
casa construida em um terreno e, o filho
mais velho herdou a casa dos pais. A
condicao deixada foi que: seus terrenos
nao poderiam ter fronteiras comuns." [6]

Relacionando esse problema com um
grafo, teremos os vértices representando
os terrenos, e existird a aresta (v;,v;)

se os terrenos v; e v; tiverem fronteira
em comum. Podemos entao dizer que
um filho recebera os terrenos v; e v; se
eles nao forem adjacentes, ou seja, a dis-
tribuicao dos terrenos sera feita de acordo
com a coloracao do grafo.
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fig.4 - Coloragao de mapas
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As seguintes questoes podem ser elabo-
radas para discussao do tema.

1. De quantas formas podemos distribuir
os terrenos?

2. E se nenhum filho tivesse sua casa como
heranca?

Qual a melhor forma de abordar esse
conteido no Ensino Médio?

Para que a discussao seja produtiva e
compreendida, os alunos precisam de al-
guns contetudos basicos do Ensino Médio.

Ao trabalhar com os principio de con-
tagem, pode ser introduzido o proble-
ma de coloragdo exposto acima. 0]
polinémio cromatico pode ser trabalhado
em seguida, pois para obter os polindmios
do grafo nulo, completo e arvore, uti-
lizamos o principio multiplicativo.
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