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1. Introducgao

Seja R o corpo dos reais e M um espaco vetorial
sobre R. Para p € N, construimos o espago AP (M)
dos p-vetores, cujos elementos sao da forma:

E ail...,-pozil /\~~~/\ozip.
i1

onde a;,...;, € R e aj € M, para todo j. Se a, 3,
aj, 1 < j < psao elementos de M e a e b escalares,
valem as propriedades:

1. (aa+bB) NagA---Nay, = alaAhagA---Aay) +
b(BAag A Aay).

2. aqA---Aap = 0 se existe ¢ # j tal que a; = .

3. ay N Nag Nagpa Ao = —ap A Ao A
a; N\ N ay.

Se m é um elemento do grupo de permutagdes Sy,
entao

Qry N Aoy, = sinal(T)ar A=+ A .
Além disso, temos que dim AP(M) = ( Z ), onde

n=dim M.

O conjunto de todas as p-formas diferenciaveis em
M serd denotado por FP(M), com 1 < p < n. Este
conjunto torna-se um espago vetorial se definirmos
as operagoes a seguir, onde a € R ew, n € FP(M):

aw : x — (aw)(z) = aw(x),

wtn:z— (w+n)(r) =wx)+n(s).

*bolsista da Capes
Tholsista da Capes

Além disso, se f € C®°(M) ew € FP(M), a p-forma
fw é definida por

fw:z— (fw)(z) = f(x)w(z), © € M.

O produto exterior A entre p e ¢-formas é definido
por

ANw,n)(z) = w(z) An(z)
Tal produto satisfaz:
1. wAn=(—1)PInAw.
2. (WA AO=wA(nAE).

3 M+ Aw=nAw+yAw.

N

- flwnn) = (fw) An=wA(fn).

onde w € FP(M), n, v € FP(M), § € F/(M) e
f € C>°(M). Daqui para frente utilizaremos o fato
que toda p-forma pode ser escrita como combinagao
linear do produto de 1-formas.

Teorema 1.1. FExiste um unico operador d
FP(M) — FPTY(M) tal que

1. d é nilpotente, valendo d*> = 0.
2. Se f € C*(M), df ¢ a diferencial de f.
3. dwAn) = (dw) A+ (—1)9""“w A dn.

Demonstrag¢ao. Consulte [1]. O

2. O operador x de Hodge

Seja (gi5) a matriz cujas entradas sdo os elementos
do tensor de métrica de M e (¢g%) sua inversa, dx’* A
... A dz'» um elemento da base das p-formas. O



operador x de Hodge agindo no elemento dz® A... A
dx'» € AP(M) é um elemento de A" ~P(M) dado por

*dx™ A ... Adxtr =
= giljl...gil’jpejl__ijnm%/@)!dx%“ Ao AdxIn

(2.1)
onde € é o tensor de Levi-Civita, g é o determinante
da matriz (g;;). Na equagdo acima, adotamos a
convencao de soma de Einstein. Se A = (a;;) é uma
matriz hermitiana n X n, o operador x4 é definido
como o operador dado pela Eq. (2.1) com g% =

entre

a’, . . .
2. Por fim, definimos o produto interior -
detA ’

formas. Se « € FP(M) e f € FI(M), entao

a3 =x*((xB) A a).

3. Equacoes de Maxwell em

formas

As equacoes basicas da eletrodinamica sao as
chamadas equacoes de Maxwell. E bem con-
hecida sua expressao utilizando o calculo vetorial
usual. Em formas diferenciais e supondo que a de-
pendéncia temporal seja uma exponencial complexa
da forma e*?, elas se tornam:

dE = iwB, (3.1)

dH = —iwD + J, (3.2)
dD = p, (3.3)
dB = 0. (3.4)

onde D, B e J sao as 2-formas deslocamento
elétrico, inducao magnética e densidade de corrente,
respectivamente; H e E sao as 1-formas campo
magnético e campo elétrico e p é a 3-forma den-
sidade de carga. As relagOes constitutivas entre os
campos sao:

D=xE, (3.5)

B =x,H. (3.6)

onde () e (i) sdo as matrizes associadas aos ten-
sores de permissividade elétrica e permeabilidade
magnética do meio. Aplicando o operador x,dx,
na Eq. (3.2) e utilizando a Eq. (3.3), temos:

(=% d ¥y d+ w? 5, %) B = —iwx, J
que pode ser reescrita como:
(=% d-dx,dx, w0, xe ) E = —iwsk, J+dx,dx, E

Nosso objetivo é calcular a 1 ® 1-forma de Green g,
que satisfaz a equagao

(—*p d*, d+ w? *p ke )g(ri,r2) = —6(ry —r2)1.

onde I = drq ® drs + dyy @ dys + dz; ® dzy. Se
os tensores de permissividade e permeabilidade do
meio sao hermitianos, a representacao matricial da
diddica de Green é (consulte [1] ou [2]):

imiT
etmi

g = detp eimar (3.7

4mr eimsr

onde m; sao as raizes dos autovalores da matriz
w?et =t com parte real positiva e

= (L, L, )

onde os pi; sao os autovalores da matriz fi.

4. Aplicacgoes a Ferritas

Ferritas sao 6xidos magnéticos de ferro empregados
na engenharia. A matriz associada ao tensor pu é

a —if
p=po| 8 « (4.1)

v
e o tensor de permissividade é €I, onde I é a ma-

triz identidade, pg é a permeabilidade magnética do
véacuo, a, 3,7 € R. Assim

€
my Y
(a+ B)po
m w c
9=
(a — ),Uo7
e
€
mg = Wy [ ——
THo

Com isso, a Eq. (3.7) se torna:

g = godiag (eiwx/suo(a—ﬂ)w' 7 eiw\/suo(a+ﬁ)w’ 7 elwv/eno(a®—p? r’>

(4.2)
onde
3 = B?)iqs
go=——""7+
drr
ﬁ p— T Yy 4 — p—
er —(ﬁ,ﬁ,ﬁ) Seﬂ—Oe’y—a,
entao:
MQ eiw\/eTw
_ oo /Eir 43
g 4r © (4.3)

eiw\/s;n‘

onde 7 = (z,y, 2). A expressdo acima nada mais é
que a diddica de Green para meios isotrdpicos.



5. Equacoes de Fresnel para

ferritas

Em [1] foi mostrado que as componentes do campo
inducao magnética sao dadas por:

n2u¢ (

B; =
on? e

s-H)s; (5.1)
onden=1e¢B= ByeiksT—wt)

Multiplicando a equacao anterior por s;, di-
vidindo por pu;, somando os indices e dividindo o
resultado final por n?, obtemos:

3
i=1
A Eq. (5.2) é equivalente a:
3
2 =0

11
i=1 n? c? e,u,L

2
$ 1

el 1 (5.2)

e chamando v; = eu;, segue que:
52

>t

As Egs. (5.2) —
para ferritas.

(5.4)

(5.4) sdo as Fquacoes de Fresnel

6. Rotacoes de Faraday

Suponhamos que uma onda plana, monocromatica
atravessa uma ferrita e que a regiao onde analisare-
mos seja tal que nao precisemos nos preocupar com
efeitos de bordo. Por comodidade, suponhamos que
a onda propaga-se em relagao a direcao dz. Em
[1], mostramos que o campo magnético satisfaz a
equacao

wlex, H=dxdH. (6.1)

Supondo que a 1-forma campo magnético seja
H = (Hydx + Hydy)e'F==t)

chegamos ao sistema

—iB

wQs,uO(ioé o ):kQ(g;>.

ou seja, uma equacdo de autovalores para k2. Re-
solvendo, obtemos as seguintes solugoes:

(6.2

~

k3 = w’epo(a+ B), (6.3)

k2 = w?epo(a — B). (6.4)

Isto significa que a solugao consiste de duas ondas
planas circularmente polarizadas girando em senti-
dos opostos.

Substituindo as Eqgs. (6.3) e
obtemos, respectivamente:

(6.4) na Eq. (6.2),

H{ = —ih, (6.5)
H, =ih. (6.6)
onde consideramos Hy = h.
A solucao geral do sistema é:
H= ficlheik+z+i62heik*1efmder —crhetF=% 4 eohet =% | e~
(6.7)

Escolhendo )
i

Cl = —Coy = 5

e chamando Hi(z) e Ha(z) as componentes na

direcao de dx e dy independentes do tempo, temos:

h h

Hy(z) = 56“‘*2 + 56”“*2, (6.8)
h h .

Hy(z) =i—et+? —iiel’u. (6.9)

As Egs.(6.10) e (6.11) podem ser re-escritas como

ky —k_ gtk
Hi(z) = hcos(Jriz)e_Z RS (6.10)
2
k. —k_ kg 4k
Hy(z) = hsen(%z)e*’ I (6.11)
Definindo 6 como sendo o angulo tal que
HQ(Z) k+ —k_
tgh = — ( ) 6.12
0= o2 (6.12)
cuja solugao é
ky —k_
0, = (%z) + 2nm, n inteiro. (6.13)
Escolhendo n = 0, temos:
1
90:§zw Euoa\/+——\/l——. (6.14)

A Eq. (6.14) nos diz que uma onda percorrendo
uma certa distancia numa direcao é rotacionada
através de uma angulo 6y com respeito a diregao
do campo. Quando a onda é refletida e retorna ao
ponto inicial, ela sofre uma nova rotagao de 6y, de
modo que ela sofre uma rotagao total de 26y.

Supondo que termos de ordem ctbica ou supe-
riores podem ser desprezados, uma ligeira modi-
ficagao das Eqgs. (6.3) e (6.4) nos da:



o 1a?
ky = 1+ —+-—].
+ = WELo 23 + 8 32
Substituindo o resultado anterior na Eq. (6.14),
obtemos:

(6.15)

0y = %zw QafigE. (6.16)

Como 6y # 0, segue que a ferrita é um meio ndo-
reciproco.
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