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Resumo

Neste trabalho analisamos a dinamica de um
péndulo com vibragao horizontal. A partir das
equagoes de movimento, introduzimos o sistema de
equagoes adimensionais de primeira ordem, o qual
constitui a base da analise usual. Determinamos
os pontos de equilibrio, o sistema linear associado,
e através de simulacOes numéricas investigamos a
dindmica do sistema na vizinhanga do ponto de
equilibrio estavel.

Palavras-chave

Problema nao ideal, perturbagao de poténcia limi-
tada, péndulo mecanico, péndulo eletromotor.

Introducao

O estudo de sistemas dindmicos ganhou um
grande impulso a partir da observagao de que, em
certas circunstancias, a fonte de perturbagao e o sis-
tema podem interagir. Nesse caso, a fonte de per-
turbacao é afetada pelo comportamento do sistema
dinamico, e essa interagao ocorre quando a energia
da fonte excitadora é limitada. Sistemas dindmicos
com essa caracteristica sao denominados sistemas
dindmicos nao ideais.

O estado da arte das pesquisas sobre problemas
nao ideais até 1979 foi tracado por Nayefth e Mook
[6], e mais recentemente por Balthazar e colabo-
radores [1], [2]. Vdrios autores tém estudado uma
grande variedade de sistemas dinamicos nao ideais.
Neste trabalho fazemos um estudo introdutoério de
um sistema formado por um bloco oscilante, ao
qual é adaptado um agente perturbador represen-
tado por um motor DC com energia limitada. Um
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grau de liberdade adicional é obtido acoplando-se
um péndulo ao bloco, como mostrado na Figura
1. Este sistema dinamico é semelhante ao péndulo
eletromotor analisado por Belato [3], [4] e Dias e
Tsuchida [5]. Neste trabalho analisamos o com-
portamento em torno de um ponto de equilibrio,
considerando modelos linear e exponencial para o
torque do motor. Estudamos também a situagao
em que o motor e o sistema se interagem, onde fica
clara a caracteristica de problema nao ideal.

Péndulo mecanico nao ideal

O sistema dinamico considerado neste trabalho
esta representado na Figura 1.
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Figura 1: Péndulo com vibragao horizontal.

Os parametros do sistema sao:
k1: constante da mola, ¢1: coeficiente do amorte-
cedor, mq: massa do bloco, mg: massa excéntrica
do motor, ms: massa do péndulo, L: comprimento
do péndulo, R: distdncia da massa ms ao eixo do
motor, g: aceleragao da gravidade, J>: momento de
inércia do rotor, M(gs): torque liquido do motor,



c3: amortecimento do péndulo, ¢;: vibragao hori-
zontal do bloco, ¢2: deslocamento angular de ms e
q3: deslocamento angular do péndulo.

Equacgoes de movimento

As equacdes de movimento do sistema sdo as
seguintes:

(m1 4+ mg +ms3)di + c1gi + kign = maR(dasen(gz)

(1)

+q2%cos(g2) — mzL(gscos(gz) — g3sen(qs))

(m2R? + J5)ga = ma R(qisen(gz)

+q1g2c0s(q2)) + M(ga2) + gmaRcos(qz)  (2)

m3L?ds + cags = —m3L(gicos(qs)

(3)

—qigzsen(gs)) — gmsLsen(gs))

Equacoes de movimento adi-

mensionais
O estudo de sistemas dindmicos torna-se mais

adequado quando se utiliza variaveis adimensionais.
Assim, introduzimos novas variaveis definidas por

(4)
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Substituindo-as nas equagoes (1) a (3), obtemos
as equacgoes adimensionais de movimento:

. moR
@/ = [~ (a5 sen(g2) + dycos(a2)) — ms(d5cos(ga)

m m
—q sen(qs)) — Tlffl —C1y/ k—llqi/]/(ml +mg+m3)
(6)

a5 = [maRL(¢" sen(q2) + ¢1'q2"cos(qz))

k
—|—@M(, / —1q’2) + gmg@Rcos(qg)]/(mQR2 + J2)
kl mq kl
(7)

_ _ gma
qs" = —q"cos(q3) — q1'q3'sen(qs) — TR sen(qs)
1
C3 mi /
=/ 8
m3L2 kl QB ( )

Afim de simplificar adotamos os seguintes
parametros: M = mq + ma +mg, I = moR2 + Js,

— maR - M3 4, = ML — a /m
ay = LM’az_ ]u7a3_ ML’a4_ M k1
— maRL — my — gm — _c3 _ [my
as = T 46 = 57 @7 = [ 88 = 0T T1 0
_ gmamiR
a9 = g,
Introduzindo o vetor
_ T _
X - (x17x27x37x4az57x6) -
- = / 'N\T N
(@1, ¢’y 92,95, 93, 45) e 0Ss novos parametros,

as equacOes diferenciais anteriores sao transfor-
madas no sistema equivalente de equagoes

) = a9
CCIQ = a1f1 — a2f2 — aA3T1 — Q4T
xh =4 o)
xhy = asfs +asM( %u) + agcos(x3)
CC/5 = T¢g
x5 = fa — arsen(xs) — agxg
Onde

f1 = x4'sen(x3) + x3cos(x3),

fa = x¢'cos(xs) — x2sen(zs),

f3 = zhsen(xz) + x2x4c08(x3),
fa = —ahcos(xs) + xowgsen(xs).

O sistema (9) pode ser escrito como Agz’ = Az,
onde

T2
alricos(mg) + agxgsen(xs) — a3T1 — 42
A= -
" | aswazacos(zz) + M(\/%au)ag + agcos(xs)
Te
xoxesen(rs) — arsen(xs) — asTe
1 0 0 0 0 0
0 1 0 —aisen(zs) 0 azcos(ws)
Ao = 0 0 1 0 0 0
0 —assen(z3) O 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 cos(zs) 0 0 0 1

Temos que Ag é invertivel, entao Agx’ = Az pode
ser reescrito como ' = Aj ! Az, e assim chegamos
ao seguinte resultado

T2
f%(B + aisen(z3)D — azcos(zs)E)
Z.
$, = 1 4
6
_1
B
onde
B = a123cos(x3) + agrdsen(ws) — azwy — aswo
D = asxowgcos(xs) + M(y/ %14)(16 + agcos(x3)

E = zoxgsen(xs) — arsen(xs) — agsen(xg)

—B(a5sen(13)B + (1 — azcos?(x5)) D — asazsen(xs)cos(xs)F)

(cos(w5)B + arsen(xz)cos(x5)D + (—1 + arassen?(z3))F)



Pontos de equilibrio

Para o sistema estudado encontramos os pontos
de equilibrio

(1) @1 = 29 = 24 = x5 = xg = 0 e
x3 = arccos(wﬁaijzj(o))
(2) 21 = o = x4 = a6 = 0, x5 = 7 e
T3 = arccos(;aﬁaM(O))
9

Neste trabalho foi feito um estudo numérico do
sistema em torno do ponto de equilibrio (1).

Matriz Jacobiana

Adotamos, no sistema MKS, os seguintes valores
para os parametros: m; = 1, mg = 0.2, mg = 0.5,
R 0.05, L 1.0, a = 0.0980665, b = 0.5,
Jo = 0.000017, ¢; = 0.01, k1 = 6.7, g = 9.80665 e
c3 = 1.0. Ressaltamos que o valor de a adotado,
é o valor maximo para o qual ainda o ponto de
equilibrio é estavel.

A matriz Jacobiana encontrada para estes valores
dos pardmetros em torno do ponto de equilibrio (1)
estd representada a seguir

0 1 0 0 0 0

—0.833 —0.003 0 0 0.610 0.322
Ji = 0 0 0 1 0 0
1= 0 0 0 —967.118 0 0
0 0 0 0 0 1

0.833 0.003 0 0 —2.073 —1.095

Os auto valores dessa matriz sdo

—0.5277 + 1.4373:

—0.5277 — 1.4373¢

—0.0212 + 0.7210z

—0.0212 — 0.72109
0.0

—967.1180

e observamos que os movimentos vibratérios sao
assintoticamente estdaveis. Além disso, os valores
dos parametros foram escolhidos de modo que as
freqiiéncias envolvidas estejam aproximadamente
em uma ressonancia interna 2:1.

Simulacoes numéricas

O estudo numérico desse sistema dinamico foi feito
com o integrador Burlish-Stoer em Fortran. Inicial-
mente foi adotado o modelo linear para o torque do

motor, isto é, M (Z4) = a — bZ4 onde T4 = %m,

e as condigoes iniciais sao r1 = x5 = 0.1, 1o = x4 =
1, —agM(0

2z =0 e x5 = cos 1(%T() +0.1).
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Figura 2: Vibragoes do bloco, variagdo angular do
motor e variagdo angular do péndulo, respectivamente.
Torque linear e a=0.0980665.

Na figura 2 estao representados os comportamen-
tos do bloco, da massa excéntrica do motor e do
péndulo. O bloco e o péndulo executam oscilagoes
periédicas e amortecidas bastante semelhantes. O
motor nao tem poténcia suficiente para girar contin-
uamente, e o angulo 3 tende assintoticamente para
um valor menor que 27. Na figura 3 mostramos o es-
pectro de freqiiéncia do bloco, o qual possui um pico
entre 0 e 1. Comparando com a figura 4, onde esta
representado o espectro de freqiiéncia do péndulo,
observamos que a freqiiéncia do péndulo se encon-
tra no mesmo intervalo que a do bloco. Isto mostra
uma relagao direta entre as oscilagoes do bloco e do
péndulo.

Espectra de frequencia do bloco

Figura 3: Espectro de freqiiéncia do bloco. O pico da
freqiiéncia esta localizado entre zero e um.
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Figura 4: Espectro de freqiiéncia do péndulo. O
péndulo mostra uma freqiiéncia no mesmo intervalo que
a freqiiéncia do bloco.

A seguir apresentamos a mesma simulagao,
porém utilizando o modelo exponencial para o
torque do motor (M(Z,) = ae~b%4). Neste caso,
o motor apés um intervalo de tempo passa a gi-
rar continuamente, os movimentos do bloco e do
péndulo sdo assintoticamente estdveis, como pode-
mos ver na figura 5.
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Figura 5: Movimento do bloco, variagdo angular do
motor e variagao angular do péndulo. Torque exponen-
cial e a=0.0980665.

Agora repetimos as simulagoes utilizando o mod-
elo exponencial para o torque do motor porém mu-
dando o valor do parametro a para a = 0.01. Neste
caso o motor nao gira, mas apresenta uma oscilagao
em torno do valor estaciondrio, e mostramos as esta-
bilidades assintéticas do bloco e do péndulo (Fig.6).

Histdrico no ternpo

1EE/\[\/\/\/\/MfV\A/V

50 100
tempo

Histédrico no ternpo

=]
[X]

=}

=]

=]
[N

=
o

deslocamento do bloco
=]
deslocamento angular do mator
B

50

termpo
Histérico 1o tempo
015

0.1

0ns

=}

deslocarnento angular do pendulo

-0nos
0 50 100

tempa

Figura 6: Movimento estdvel do bloco, variagdo angu-
lar do motor e variagdo angular do péndulo. Torque
exponencial e a= 0.01.

Simulamos também sob a condi¢@o ligeiramente
fora da estabilidade, tomando valores de a maiores
que o valor critico a. = 0.0980665, e condigoes inici-
als x1 = 9 = 3 = x4 = x5 = g = 0. Mostramos
a evolugao temporal do bloco e do péndulo na
regiao de ressonancia 2:1, quando o motor opera
com torque linear. Na figura 7 utilizamos a = 0.105
e observamos que o motor nao gira, mas quando
utilizamos a = 0.11 (Fig. 8) o motor passa a gi-
rar, e a cada volta da massa excéntrica, o bloco e o
péndulo recebem impulsos que vao se amortecendo.
Na figura 9 o motor opera com torque exponencial e
adotamos o valor de a = 0.0975. Observamos que o
motor nao gira, porém quando adotamos a = 0.098
(Fig.10), apés um pequeno intervalo de tempo o mo-
tor passa a girar. Percebe-se que ha uma interacao
entre o bloco, o motor e o péndulo causando as-
sim o movimento apresentado. Podemos notar essa
mudanca de comportamento do motor no grafico
velocidade do motor versus tempo (Fig. 10). Este
comportamento semelhante para torque linear e nao
linear ocorre na vizinhanca de a., e percebe-se que
o motor passa a girar para um valor de a préximo
de a.
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Figura 7: Histérico no tempo do bloco, motor, péndulo
e velocidade do motor respectivamente. Torque linear e
a= 0.105.
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Figura 8: Histérico no tempo do bloco, motor, péndulo
e velocidade do motor respectivamente. Torque linear e
a=0.110.
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Figura 9: Histérico no tempo do bloco, motor, péndulo
e velocidade do motor respectivamente. Torque expo-
nencial e ¢=0.0975.
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Figura 10: Histérico no tempo do bloco, motor,

péndulo e velocidade do motor respectivamente. Torque
exponencial e a=0.098.

Na figura 11 estao representados os valores das
amplitudes méximas do bloco e do péndulo em
funcao da freqiiéncia de rotagdo do motor (f,,) no
caso de torque linear. A freqiiéncia do motor passa
pela freqiiéncia natural do bloco e do péndulo. As
amplitudes de oscilacao comportam-se de maneira
regular, apresentando apenas um aumento da am-
plitude durante a passagem pela ressonancia onde
podemos notar o efeito Sommerfeld que ocorre na
passagem f,, = 0.7210. Mostramos também na
figura 12, a variagao da freqiiéncia do motor em
funcao do parametro de controle a. A variagao é
linear e crescente.
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Figura 11: Média das amplitudes maximas do bloco (o)
e do péndulo (*) em fun¢io da freqiiéncia f,,. Torque
linear.
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Figura 12: Variagao linear da freqiiéncia do motor em
funcdo do parametro de controle. Torque linear.

Para o torque exponencial nao foi possivel obter
o grafico das amplitudes méximas do bloco e do
péndulo em funcao da freqiiéncia de rotacao do
motor (f,). Neste caso, a freqiiéncia do motor
aumenta bruscamente em torno de a = a., car-
acterizando o fenomeno de salto. Podemos ob-
servar na figura 13 que para a = 0.0979 temos



fm = 0.03053, para a = 0.0980 temos f,, = 0.74647
e para a = 0.0981 temos f,,, = 3.65468.
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Figura 13: Variagao da freqiiéncia do motor em fungao
do parametro de controle. Torque exponencial.

Conclusao

Em geral, adota-se dois modelos matematicos
para o torque do motor que representa a fonte de
perturbacao de um sistema dindmico nao ideal. O
objetivo deste trabalho foi o de mostrar a diferenga
existente no comportamento do sistema dinamico
perto de um ponto de equilibrio estavel, quando se
utiliza um modelo linear ou um modelo exponen-
cial.

Como esperado, quando se adota o modelo linear
para o torque, as respostas do sistema dinamico sao
mais regulares, ao passo que, quando se utiliza o
modelo exponencial, as respostas tornam-se mais
irregulares. Neste caso, para estabelecer o equilibrio
estavel é preciso utilizar o torque como parametro
de controle.

Mostramos também o comportamento do sistema
longe do ponto de equilibrio, assim como perto do
ponto de equilibrio, e evidenciamos a sensibilidade
do sistema na vizinhanga de a., onde ocorre uma bi-
furcacao. No caso de utilizar o modelo linear para
o torque do motor, a bifurcagdo ocorre para um
valor de a maior que a.(0.105 < a < 0.11). Con-
trariamente, quando o modelo é exponencial, a bi-
furcagao acontece para um valor de a menor que
a.(0.00975 < a < 0.098).
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