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1. Introdução 
Um ponto quântico é uma estrutura construída a 

partir de materiais semicondutores, capaz de confi-
nar um número finito de elétrons em seu interior. 
Nessas estruturas o movimento eletrônico é quanti-
zado nas três direções espaciais.  

Nos últimos anos os pontos quânticos têm atraído 
muita atenção devido às suas aplicações em disposi-
tivos eletrônicos e optoeletrônicos, apresentando 
também perspectivas em novas aplicações tecnoló-
gicas tais como os futuros computadores quânticos.  

Muitos trabalhos têm sido feitos sobre o estudo 
das propriedades eletrônicas dessas estruturas con-
siderando diferentes formas geométricas [3,4,5,7]. 
Geralmente o modelo mais comum utilizado no 
estudo dos pontos quânticos considera que os elé-
trons não podem escapar para o exterior do ponto, o 
que corresponde ao modelo de barreiras de potencial 
de alturas infinitas. Este tipo de aproximação tem 
como principal vantagem o fato de simplificar os 
cálculos e dar uma visão qualitativa do sistema.  

Neste trabalho consideramos um modelo mais re-
alista, ou seja, um ponto quântico circular de raio R 
(disco quântico) com  barreira de potencial de altura 
finita, e calculamos as energias dos estados de uma 
impureza localizada no centro do disco em função 
do raio do disco.  

 
2. Teoria 

Consideramos uma impureza doadora localizada 
no centro de um disco quântico (DQ) circular de 
raio R, composto de GaAs e envolto por AlχGa1-χAs, 
onde χ é a concentração de alumínio na liga (0 ≤ χ ≤ 
1). No nosso modelo consideramos o movimento 
apenas no plano (r,θ) e que o potencial na direção z, 
perpendicular ao plano (r,θ), seja muito mais forte 
que nas outras duas direções, de tal modo que des-
prezamos seus efeitos sobre a dinâmica do movi-
mento eletrônico.  

 
 
 
 
 
 

A equação de Schrödinger de um elétron ligado à im-
pureza central e confinado no DQ é escrita na forma 
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onde V(r) é a função potencial de confinamento, que 
assume o valor nulo dentro do DQ  (r < R) e valor V0 = 
214 meV para r > R. Esse valor de potencial corresponde 
a uma concentração de alumínio χ = 0,3. A massa efetiva 
eletrônica também assume diferentes valores dentro e 
fora do DQ, sendo que no GaAs (r < R) m  e 
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0,3Ga0,7As (r > R), , onde mm,m 091902 = e é a 
massa do elétron livre.  

Em coordenadas cilíndricas e unidades adimensionais, 
onde os comprimentos são escritos em unidades de raio 
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crevemos a equação de Schrödinger da seguinte forma, 
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A equação (2) é separável e sendo assim, escrevemos, 
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Substituindo-se esta expressão na equação (2), obte-

mos as seguintes equações diferenciais ordinárias satis-
feita pela função F(r), dentro do DQ (r < R), 
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e fora do DQ (r > R), 
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onde  e  denotam as derivadas de pri-
meira e segunda ordem de  e o parâmetro δ é 

dado pela relação δ
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O autovalor E, dependendo do raio do DQ, pode 

assumir valores positivos ou negativos. Autovalores 
negativos (E < 0) representam estados em que o 
elétron está ligado à impureza doadora. Neste caso 
podemos, através da mudança de coordenadas 

, colocar a equação (4) na seguinte for-
ma, 

λ=ξ /)2( r
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onde o parâmetro λ é um número real e positivo e 
está relacionado com o autovalor E através da rela-
ção . 2/1 λ−=E

Prosseguindo, para eliminarmos a derivada pri-
meira da equação (6), fazemos a transformação 

ξξφ=ξ )()(F
(ξφ

. Assim, chegamos à seguinte 
equação para : )
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que é a conhecida equação de Whittaker [1,2], cuja 
solução é 
 

   ( )ξ+λ−+ξ=ξ ξ− ;12,21)( 2 mmMAe mφ     (8) 
 
onde A é uma constante de normalização e 

 é a função hipergeométrica confluente 
[2], definida como: 
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com a condição b . Esta função con-
verge para todo x finito, tem uma singularidade no 
infinito ( ) e se torna um polinômio se o 
parâmetro a é zero ou um inteiro negativo. 
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As soluções na região de energias positivas (E  > 0) 
são obtidas de maneira análoga, observando-se que, para 
que a energia E = -1/λ2 seja um número real e positivo, o 
parâmetro λ deve ser um número imaginário, da forma 
λ=iη, onde η é um número real. Isto resulta em soluções 
da mesma forma da equação (8), sendo agora λ e ξ núme-
ros imaginários. 

Na região fora do DQ (r > R) a função de onda será 
obtida resolvendo-se a equação (5). Seguindo o mesmo 
procedimento anterior, com o uso da relação 

, onde o parâmetro λ pode ser 
real ou imaginário, dependendo se a energia for negativa 
ou positiva e com a transformação 

22
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)/(2 1δλ=ζ r , che-
gamos à equação: 

 

            0
4
11

2

2
1

2

2
=











ζ
−−

ζ
λ

+
ζ∂

∂
ζ

+
ζ∂

∂ FmFF              (10) 

 
que tem a mesma forma da equação (6). No entanto, a 
autofunção dessa equação tem uma condição de contorno 
extra a satisfazer, pois a região externa extende-se ao 
infinito e assim, para , a autofunção deve assumir 
o valor zero. A primeira solução da função hipergeomé-
trica confluente, , não satisfaz essa condição, 
mas a segunda solução, U , satisfaz. Tal função 
pode ser escrita como [2]: 

∞→

); xb
,( ba

r

M ,(a
); x

 

         







−−
−+−





−

−−π
π

=

−

)!1()!1(
);2,1(

)!1()!(
);,(

sen
);,(

1

ba
xxbbaM

bba
xbaM

b
xbaU

b            (11) 

 
Assim, a função de onda na região externa ao DQ (r > 

R) será, 
 

       ( )ζ+λ−+ζ=ζφ ζ− ;12,21)( 1
2 mmUBe m      (12) 

 
Os parâmetros ξ, ζ, λ e λ1 são determinados de modo a 

satisfazerem as condições de continuidade da função de 
onda e conservação da corrente na interface do DQ (r = 
R). A equação transcendental resultante da aplicação 
destas condições é  
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onde  e U  denotam, respectivamente, a derivada 
primeira das funções M e U com relação a x.  

M ′ ′

 
 



Os diversos níveis de energias serão denotados 
por Emn = -1/λ2

mn, onde m é um número inteiro asso-
ciado ao estado quântico do elétron e n é a n-ésima 
raiz da equação (13).  
 
3. Método Numérico e Resultados Obtidos 

A função Hipergeométrica confluente possui uma 
singularidade no infinito, o que significa que para 
alguns parâmetros, pode haver um comportamento 
altamente oscilatório ou exponencialmente decres-
cente. Quando a energia for negativa, as raízes da 
equação (13) serão números reais e quando a ener-
gia for positiva, as raízes serão números imaginári-
as. Determinando-se os intervalos que possuem as 
raízes, essas podem ser calculadas utilizando-se o 
método da bissecção [6], que apesar de apresentar 
uma convergência linear, tem a virtude de sempre 
convergir para a raiz da equação, desde que o inter-
valo de partida escolhido contenha a raiz. 

Primeiramente consideraremos o caso de energias 
positivas e, neste caso, as raízes obtidas serão ima-
ginárias (λmn = iηmn). Isto é um complicador a mais, 
já que a equação (13), que é de difícil solução, terá 
parâmetros complexos.  

A Figura 1 mostra o comportamento das partes 
real e imaginária da equação (13) para um disco 
quântico de raio 200 Å para m = 0 (primeira subban-
da de energia), correspondendo a energias positivas. 
Observa-se que as raízes da equação estão muito 
próximas de singularidades, o que torna difícil os 
seus cálculos. Como estamos interessados em calcu-
lar as energias partindo da energia fundamental, que 
é a menor energia em valor absoluto, a este valor 
corresponderá o maior valor de ηmn. Em nossos 
cálculos, portanto, encontraremos os valores de ηmn, 
ordenados em ordem decrescente, o que corresponde 
a valores de energias em ordem crescente, em valo-
res absolutos. 
 

 
Figura 1:  Parte real e imaginária da equação (13), para um disco 

quântico de raio 200 Å, para m = 0. 
 
 
 

 

A Figura 2 mostra o comportamento das partes real e 
imaginária da  função hipergeométrica confluente 

( )ξ+η−+ ;12,21 mimM

( ;1,5,0 =

, em função do parâmetro η 
para o mesmo ponto quântico, para m = 0. As raízes da 
equação ) 0ξη− iM  são os pontos em que as 
partes real e imaginária se anulam simultaneamente, 
correspondendo, na região mostrada, aos valores de η 
iguais a η1 = 0,570, η2 = 0,273 e η3 = 0,186, que são, 
respectivamente, a primeira, a segunda e a terceira raiz. 
Observa-se que estes valores de η correspondem às sin-
gularidades apresentadas na Figura 1. A notação ηi, por-
tanto, se refere à i-ésima raiz da função M, em ordem 
decrescente, correspondendo à i-ésima singularidade da 
equação (13). 
 

 
Figura 2: Parte real e imaginária da função hipergeométrica confluente 
M(0,5-iη,1;ξ), em função do parâmetro η, para um DQ de raio 200 Å. 

 
No cálculo de n raízes da equação (13), partimos as-

sumindo um intervalo [ηi, ηs] que contém a raiz de maior 
valor. O valor inferior do intervalo é tomado como ηi = 
η1 + ε, onde ε é um valor muito pequeno.  O valor supe-
rior do intervalo, ηs, é qualquer valor maior que a raiz. A 
primeira raiz da equação (13), η01, pode então ser calcu-
lada pelo método da bissecção, utilizando-se a parte real 
da função e verificando, para o valor encontrado, se a 
parte imaginária se anula, ou vice-versa. A segunda raiz, 
η02, é calculada utilizando-se o intervalo [η2 + ε , η1 - ε], 
e assim por diante, até a n-ésima raiz, η0n, onde é utiliza-
do o intervalo [ηn + ε , ηn-1 - ε]. As três primeiras raízes 
encontradas usando este método foram η01 = 0,668, η02 = 
0,305 e η03 =  0,208. 

No caso de energias negativas a equação (13) apresen-
tará no máximo uma raiz real. Dependendo do raio do 
DQ poderá acontecer de não haver raiz real.  

Para um DQ de 200 Å de raio e para o estado m = 0 
apresentamos na Figura 3 a raiz real da equação (13), que 
é λ00 = 0,501. Para este mesmo DQ é mostrada, na Figura 
4, a raiz da equação transcendental ( );1,5,0 0=M  
que é  λ = 0,502, sendo este valor  correspondente à des-
continuidade mostrada na Figura 3.   

ξλ−

 
 



 
Figura 3: Única raiz real da equação (13), para um disco quântico 

de raio 200 Å, para m = 0. 
 

 
Figura 4: Único zero real da função hipergeométrica confluente 

M(0,5-λ,1;ξ), correspondente à descontinuidade na Figura 3. 
 

Para o cálculo da energia dos estados da impureza 
doadora presente no centro do DQ em  função do 
raio do disco, escolhemos os valores do parâmetro 
λmn que satisfazem às condições físicas. Verificamos 
a presença de estados ligados (região de energias 
negativas) para DQ com raios superiores a 55 Å, 
como podemos ver na Figura 5.  
 

 
Figura 5: Energia da impureza em função do raio do disco quân-

tico, para m = 0 (estado fundamental). 
 

Nessa figura também pode ser observado que, à 
medida que o raio do DQ cresce, o valor  da  energia 
da  impureza  aproxima-se  do  valor  da  energia  do 

 
 

estado fundamental de um átomo de hidrogênio bidimen-
sional, que vale -4Ry, como era esperado [4,5]. Para 
discos quânticos com raios inferiores a 55 Å os estados 
de energia da impureza são positivos e apresentam ape-
nas uma única raiz imaginária. O raio de Bohr efetivo e o  
Rydberg  efetivo  utilizados  nesses  cálculos foram a0 = 
98,7 Å e Ry = 5,83 meV, respectivamente. 
 
4. Conclusões 

Neste trabalho resolvemos a equação de Schrödinger 
para o problema de uma impureza doadora hidrogenóide 
localizada no centro de um disco quântico (DQ) circular 
de raio R, composto de GaAs e envolto por AlχGa1-χAs. 
Obtivemos as funções de onda (autofunções) dos estados 
de impureza, que são escritas em termos das funções 
hipergeométricas de primeira e segunda espécies. Im-
pondo as devidas condições  de continuidade e contorno 
obtivemos uma equação transcedental dada na equação 
(13). Encontramos as raízes dessa equação para energias 
positivas e negativas para um DQ de raio  200 Å e para o 
estado fundamental m = 0. Calculamos também a energia 
da impureza em função do raio do DQ para o estado 
fundamental.  
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