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1 Introducao

O problema de captacao de dgua de um sistema
de abastecimento tem como objetivo minimizar
o custo de bombeamento de dgua para posterior
tratamento. Este custo estd diretamente relacio-
nado a, localizacao das estacoes de bombeamento,
eficiéncia dos motores e quantidade de dgua a ser
captada.

No problema de distribuicao, as perdas de agua
sao importantes e a funcao objetivo deve considera-
las em conjunto com o custo de bombeamento. O
problema se torna mais complexo pois as perdas
em cada trecho variam de forma néo linear com a
vazao de agua.

1.1 O Modelo Matematico

Primeiramente, apresentaremos o modelo de
captagao/distribuicao de dgua para uma rede ma-
lhada:
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—~
LR
-

onde:

n representa o nimero de trechos;

q representa a vazao em cada trecho de tubulacao;
p representa a pressao nos nos;

e representa o expoente da vazao na perda de
carga, por exemplo 1,85 na férmula empirica de
Hazen-Willians para distribuicao;

k; representa a constante de proporcionalidade
de perda no trecho ¢ (fun¢do do didmetro, com-
primento e fator de atrito obtido pela férmula de
Colebrook-White para o trecho);

¢ representa o custo de bombeamento;

A representa a matriz de incidéncia da rede de
distribuigao;

T representa a matriz de perdas nas malhas da
rede de distribuigao/captagao;
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d representa as demandas de dgua em cada no;
qm e ¢™" sio os limites de fluxo de 4gua
dados pelo produto da respectiva velocidade pelo
diametro da tubulacao;

PET o PN 530 os limites de pressao;

« e (§ sao ponderagoes dos objetivos a minimizar.

O sistema de distribuigdo/captagdo €é repre-
sentado por um fluxo em redes com limites na
velocidade (convertida em vazao) e pressdo da
agua. As equagbes em (2) representam as leis
de Kirchhoff para nés e malhas respectivamente
[3, 4]. Portanto, o conjunto de restrigbes para
este problema é linear onde, as equagbes em (2)
representam a rede de captacdo/distribuicdo e as
equagoes (4) representam os limites de vazdo e
pressao do sistema de abastecimento. A funcao ob-
jetivo (1) considera a perda de dgua em cada trecho
buscando assim a solucao de menor perda global, ao
contrario da funcgao objetivo que minimiza somente
a soma das vazoes normalmente utilizada [1]. O
custo de bombeamento também é considerado e os
dois objetivos combinados através das ponderacoes.

Para simplificar o desenvolvimento do método,
faremos as seguintes alteracées no modelo:

e Mudanca de varidveis ¢ = ¢ — ¢™" e
p=p—p™", reduzindo o nimero de varidveis

de folga do problema.
e As ponderagoes « e 3 terdo valor unitario.

e O expoente da vazdo e serd igual a dois, e
entao teremos um problema quadratico. Pri-
meiramente, calcularemos ¢ considerando este
valor para e, depois, para compensar esta apro-
ximagao, incorporamos a diferenca na matriz
K, e entao recalcularemos q.

Apoés estas alteragoes, as condigoes de otimali-
dade sao dadas por:

Ag—p=d,
Tq=d,
factibilidade primal: g+ sq=qm"

(Q7 qupa Sp) 2 0



Bly+ 2z, —wy— Kq =k
~y(p) +azp—wp=c
(2p, Wy, 2¢, W) > 0

factibilidade dual:

QZ;e=0
.~ . PZ,e=0
condigoes de complementaridade: S,Woe =0
SPWPe = 07
onde k1 = Qqum7 dy = pmin —d - Aqmm7
dy = —Tq™™, Sq = qmeT — g e Sp = prar — p

sdo as varidveis de folga do problema primal, z,
e zp sao as varidveis de folga do problema dual,
Bt = (A" T') e y(p) representa os elementos
da variavel dual y correspondentes aos nés de
bombeamento. Utilizamos a notacdo @ = diag(q)
ee=(1,1,...,1)%

Entao, de posse das condicoes de otimalidade,
desenvolveremos o método de pontos interiores
primal-dual para este problema.

2 Método Primal-Dual Apli-
cado ao Modelo de Fluxos
em Rede

Aplicando o método de Newton as condigoes de oti-
malidade, obtemos:

Adgq—dp=r
Tdq =1

dg+dsq =13
dp+ds, =14

Bldy +dzy — dw, — Kdy =135
—dy(p) + dzp — dw, = rg
Zydq + Qdzg = 17

Zpdp + Pdz, =13

Wydsg + Sqdwg =19

Wpdsy + Spdw, = 110,

onde residuals are:

1 =dy +p— Aq

ro =do —Tq
T3 =q" —q =3y
7”Al:Z)m(m*p*S;n

rs = k1 — By — zg + wy + Kq
re = c+y(p) — 2p + wp

r7 = pe — QZge

rg = pe — PZye

rg = pe — SyWye

r10 = pe — SpWpe.

O sistema (5) pode ter sua dimenséao substancial-
mente reduzida através de eliminagao de variaveis.
Primeiramente, eliminamos as variaveis de folga:

dsq =

dsy

r3 — dg;
Ty — dp;
Q71(7’7 - quq);

dzq =

dzy = P Yrs— Zpdy);
dw, = S;l(’/'g — Wydsg);
dw, = Sy (rig— Wydsp).

Com essas substituicoes, o sistema (5) se reduz a:

Adg —dp =1
Tdq =1y
Bl'dy — Dydg =,
—dy(p) — Dpdp = v,

(6)

onde D, = Q7'Z, + Sq’1Wq + K, D= P7'Z, +
Sy Wy, 1a = 15 — Q7 'y + S; g — S Wrs e
Ty =T — P_1T7 + Sp_lrm — Sp_ WpT4.

Note que apenas inversas de matrizes diagonais
estao envolvidas. Eliminando dp e dg em (6) temos:

dq = —Dg "' (ro — B'dy);
dp = =Dy~ (ry + dy(p)).

Substituindo nas demais equagoes de (6), temos:

AD,'Bldy + D;'dy(p) =r1 + AD;'re — Dy 'ry
TD, "B'dy =ry+ TD;lra,

r)

_ -1
Definindo D = < Dop ), dy(p) = Ddy e 7 =

lembrando que C' = (

T1 . ~
( , ), e juntando as equacoes temos:
2

(BD;'B'+ D)dy =, (7)
onde r =7+ BD;'rq — Dry.

O fato de a matriz B ter dimensao n + 1 x n
é bastante relevante. Esta caracteristica pode ser
utilizada para reduzir o esforco computacional por
iteracao dos métodos de pontos interiores, assim, se
formarmos a matriz nao singular B = [B e;], onde
e; representa um vetor canonico (vetor formado pe-
las colunas da matriz identidade),temos que o sis-
tema (7) pode ser reescrito na seguinte forma:

(Bf)q_lét + D)dy =, (8)

onde Dq_ Lincorpora o elemento diagonal retirado de
D para formar D. A resolucio de (8) se dé em duas
etapas. Na primeira, um sistema linear contendo
apenas a matriz Bﬁq_lét é resolvido. Vale observar
que como Bé quadrada, a resolugao do sistema com
a matriz B’bq_lgt fica muito barata, pois apenas a
matriz diagonal Dq varia a cada iteragao. Entao,
apenas uma decomposi¢ao de B é necesséria e pode
ser realizada antes da aplicacao do método iterativo.

Na segunda etapa, a féormula de Sherman—
Morrison-Woodbury [5] é aplicada para a obtengao



de dy:
W = B'E
zZ = W'DW
v o= (BD;lBgt)*lr
dy = v—(CD;'B") 'E(D™'+Z)"'E",

onde E é formada por vetores candnicos correspon-
dentes aos elementos diagonais nao nulos de D.
Consequentemente, W ¢é fixa para uma determi-
nada rede e pode ser calculada antes da aplicacao
do método iterativo.

Calculadas as diregoes, podemos resumir o
método primal-dual como segue:

Sejam x = (g, p, 8¢, Sp) € t = (2q, 2p, Wy, Wp).

Método de Pontos Interiores Primal-Dual:
Dados (z%,t%) >0 e y". Parak =0,1,2,..., faga
(1) Tome o* € [0,1) e calcule u*.

(2) Calcule as diregoes de busca (da*dy*dt*).

(3) Escolha o tamanho de passo para
que o) ponto continue interior
of=" min(1,7%pk 7%pk) onde 7 € (0,1),

k _ —1 k _
prm € Pi=
min; 7
x

i

(4) Calcule o novo ponto z¥! = 2 4 aFda e
(YR = (yF, tF) + o (dyF, dt*).

O maior esforco do método consiste na re-
solucao do sistema linear resultante da eliminacao
de varidveis. Para resolver este sistema utilizamos a
férmula de Sherman-Morrison-Woodbury [5], o que
nos permite reduzir bastante o esforco computacio-
nal [6]. A matriz B é uma matriz quadrada, que
s6 depende dos dados do problema e, entao apenas
uma decomposicao dessa matriz é necessaria e pode
ser realizada antes do processo iterativo.

Neste trabalho, vamos considerar as perdas de
4gua, nao s6 na funcao onjetivo, mas também nas
restrigoes. Esta perda é uma funcao nao-linear da
vazao. Para resolver o problema com restri¢goes nao-
lineares, inicialmente resolvemos o modelo (2) e cal-
culamos as perdas em cada trecho ¢ da rede de dis-
tribuigdo através da relagao k;q?. As perdas relati-
vas sao entao utilizadas como coeficientes da matriz
de incidéncia da rede substituindo as constantes +1
e —1. A matriz assim construida que passa a repre-
sentar um grafo generalizado (grafo com perdas). O
novo problema é resolvido obtendo novos coeficien-
tes para o grafo generalizado. O processo é repetido
até que a norma da diferenca dos fluxos entre uma
solucao e a anterior seja menor que uma tolerancia
estabelecida [2]. Juntamente com isso, temos que
fazer a alteracao da matriz K da seguinte forma.
Calculamos ¢; para a funcdo objetivo com k;q;?,

depois incorporamos a diferenca k;q; %2 em cada

entrada da matriz K, e finalmente calculamos o ve-
tor das vazoes q.

Uma vez que a captagdo/distribuigdo de siste-
mas de abastecimento de dgua tem uma formulagao
muito préxima ao fluxo de poténcia 6timo DC,
para o qual ja foram obtidos resultados satisfatorios
[2, 6], espera-se que os métodos de pontos interiores
aplicados a estes problemas apresentem o mesmo
desempenho computacional tanto com respeito a
velocidade quanto a robutez.
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