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1 Introdução

Um considerável avanço na aplicação do Método
dos Elementos de Contorno (MEC) em muitas
classes de problemas pertinentes à teoria de campo
escalar foi introduzida por Nardini e Brebbia
(vide referência [1]), quando apresentaram a For-
mulação da Dupla Reciprocidade. Casos tran-
sientes, dinâmicos e convectivos puderam ser abor-
dados. De modo geral, outras parcelas da equação
de governo, além do Laplaciano, são consideradas
como ações de domı́nio. Recentemente, Loeffler e
Mansur (2003) desenvolveram a técnica da Quase-
Dupla Reciprocidade. Tal técnica utiliza-se de uma
condição de incompressibilidade para transformar
parte do termo que representa as ações de domı́nio
em um termo que pode ser representado por inte-
grais ao longo do contorno. A parcela restante é
aproximada por uma combinação linear de funções
e, através de operações matemáticas, chega-se a ex-
pressões contendo somente integrais ao longo do
contorno. O presente texto sugere uma outra apro-
ximação de domı́nio, mais completa, visto que as
aproximações usuais não geram bons resultados em
alguns casos nos quais fluxos ou forças sejam cons-
tantes. A expectativa é que o uso de funções
mais completas traga melhorias significativas na
aplicação do método em todos os casos.

2 Quase-Dupla Reciprocidade

Considere a equação de governo abaixo escrita em
notação indicial1:

Ku,ii = u,i vi. (1)

Tal equação governa problemas difusivos-
convectivos, nos quais um diferencial de tempe-
ratura (u) é aplicado num fluido de condutividade
térmica constante2 (K), que escoa com velocidade
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1Também chamada Notação de Einstein
2Em geral K representa propriedades materiais do objeto-

problema

(v), por exemplo, num volume de controle ele-
mentar. Outros problemas de engenharia também
podem ser modelados pela mesma.

Para empregar a formulação com Quase-Dupla
Reciprocidade torna-se necessário escrever o termo
não homogêneo da equação (1), chamado termo ad-
vectivo, de modo que:

u,i vi = (uvi),i . (2)

Tal expressão é verdadeira somente se o escoa-
mento envolve fluidos incompresśıveis [4], tais que:

vi,i = 0, (3)

pois, assim,

(viu),i = vi,i +u,i vi = u,i vi. (4)

Logo, a equação de governo (1) pode ser reescrita
da seguinte forma:

Ku,ii = (viu),i . (5)

Considerando o procedimento t́ıpico do Método
dos Elementos de Contorno, usa-se uma função
u∗, chamada solução fundamental, que governa o
seguinte problema correlato:

Ku∗,ii = −∆(Xi;Xj), (6)

onde ∆(Xi;Xj) é o delta de Dirac, e, multiplicando-
a em ambos os membros da expressão (5) e
integrando-a ao longo do volume de controle (Ω)
vem:

∫

Ω

Ku,ii u∗dΩ =

∫

Ω

(viu),i u∗dΩ, (7)

que é chamada ”Forma Integral Forte”da equação
de governo (5).

Procedendo com a Integração por Partes, o teo-
rema da Divergência e as propriedades do delta de
Dirac, o lado esquerdo da equação (7) torna-se:
∫

Ω

Ku,ii u∗dΩ = K[c(ξ)u(ξ) +

∫

Γ

[uq∗ − qu∗]dΓ],

(8)



onde Γ representa o contorno de Ω.
O lado direito da equação (7) merece atenção es-

pecial, visto que trata-se do termo convectivo, e, o
mesmo é considerado como similar a uma ação de
domı́nio.

Tal termo é totalmente aproximado por uma
combinação linear de funções radiais na técnica
da Dupla Reciprocidade. Porém, na Quase-Dupla
Reciprocidade, opera-se da maneira descrita a
seguir.

Usando Integração por Partes vem:
∫

Ω

(viu),i u∗dΩ =

∫

Ω

(viuu∗),i dΩ −

∫

Ω

(viu)u∗,i dΩ.

(9)
A primeira integral do lado direito da equação

transforma-se numa integral ao longo do contorno,
devido à aplicação do Teorema da Divergência. As-
sim a equação (9) torna-se:
∫

Ω

(viu),i u∗dΩ =

∫

Γ

viniuu∗dΓ −

∫

Ω

(viu)u∗,i dΩ.

(10)
Toda atenção agora deve ser dada à segunda in-

tegral do lado direito da equação anterior. Na
tentativa de transformar tal termo numa integral
ao longo do contorno, faz-se uso da seguinte apro-
ximação:

bi = viu ≈ αj
pη

j

pi. (11)

É preciso também, estabelecer uma primitiva de
η tal que:

Ψj
p,i = η

j

pi. (12)

Assim, pode-se escrever:
∫

Ω

(viu)u∗,i dΩ = αj
p

∫

Ω

Ψj
p,i u∗,i dΩ. (13)

Novamente usando Integração por Partes e o Teo-
rema da Divergência, tem-se:

αj
p

∫

Ω

Ψj
p,i u∗,i dΩ = αj

p

[
∫

Γ

Ψj
pu

∗,i nidΓ+

−

∫

Ω

Ψj
pu

∗,ii dΩ

]

. (14)

Usando agora a solução fundamental (u∗(ξ;X))
e as propriedades do delta de Dirac, vem:

αj
p

∫

Ω

Ψj
p,i u∗,i dΩ = αj

p

[
∫

Γ

Ψj
pu

∗,i nidΓ+

+c(ξ)Ψj
p(ξ)

]

. (15)

Assim a equação integral completa fica:

K[c(ξ)u(ξ) +

∫

Γ

[uq∗ − qu∗]dΓ] = −

∫

Γ

viniuu∗dΓ+

+αj
p[

∫

Γ

Ψj
pu

∗,i nidΓ + c(ξ)uΨj
p(ξ)]. (16)

A próxima etapa é a discretização do contorno.
Elementos retiĺıneos constantes são usualmente sa-
tisfatórios em problemas de campo escalar e utiliza-
dos na maioria dos Trabalhos. Qualquer que seja o
tipo de elemento usado, procedimentos operacionais
t́ıpicos do M.E.C. transformam a equação (16) na
seguinte equação matricial:

HU − GQ = −BU + HΨα. (17)

O próximo passo é eliminar o vetor α. Para tanto,
observa-se a equação (11) e verifica-se a possibili-
dade de reescrevê-la assim:

α = η−1b = η−1V U , (18)

ou seja, teremos a equação integral:

HU − GQ = −BU + HΨη−1V U , (19)

assim, fazendo

M = HΨη−1V (20)

a equação integral final fica:

(H + B − M)U = GQ . (21)

3 Funções de Interpolação

de Ações de Domı́nio

Na Dupla-Reciprocidade Tradicional, faz-se o uso
de funções de interpolação de campo bastante sim-
ples como as funções radiais:

f(Xi;Xj) = R(Xi;Xj), (22)

onde R é a distância euclideana entre o ponto
campo e o ponto fonte.

Maiores detalhes podem ser colhidos em Par-
tridge et al..

Com a Quase-Dupla Reciprocidade, outras estru-
turas devem ser utilizadas como, por exemplo:

Ψj
p,i = η

j

pi = 3RRiRp + R3δip, (23)

onde δip é o delta de Kronecker.
Para problemas difusivo-advectivos com

condições de Dirichlet e campos térmicos da-
dos por:

u = ex+y (24)

u = exy (25)

os resultados foram excelentes.
Porém, em problemas bidimensionais com

condições de contorno do primeiro tipo na forma:

u = ex + ey (26)

a formulação apresentou resultados sofŕıveis, com
o erro apresentando-se estável e independente da



velocidade de escoamento. Na realidade, há fortes
ind́ıcios que a inexatidão da formulação com Dupla-
Reciprocidade se deva à falta de completividade da
função (23) em casos nos quais o fluxo difusivo seja
constante em alguma parte do domı́nio.

Na tentativa de contornar tal situação, a adição
de uma nova função (ρ) foi considerada. Ou seja, a
equação (12) torna-se, agora:

bi = viu ≈ αj
p(η

j

pi + ρ
j

pi). (27)

A nova integral de domı́nio que aparece devida à
adição da função ρ, pode ser transformada assim:

αj
p

∫

Ω

ρ
j

piu
∗,i dΩ = αj

p

[
∫

Ω

(ρj

piu
∗),i dΩ+

−

∫

Ω

ρ
j

pi,i u∗dΩ

]

. (28)

A única propriedade requerida para a função ρ
j

pi

é:

ρ
j

pi,i = 0. (29)

Logo, utilizando tal exigência e o Teorema da
Divergência, o segundo termo do lado direito da
equação (28) anula-se e a nova integral se escreve
como:

αj
p

∫

Ω

ρ
j

piu
∗,i dΩ = αj

p

∫

Γ

ρ
j

piniu
∗dΓ. (30)

Após a discretização do contorno, e, procedendo
de forma análoga à apresentada nas equações (17)
a (21) chega-se à seguinte equação matricial:

HU − GQ = −BU + (HΨ + GΛ)α, (31)

onde Λ é a matriz relacionada à nova função ρ
j

pi da
seguinte forma:

λj
p = ρ

j

pini. (32)

Uma das posśıveis escolhas para a função (ρ) é:

ρ
j

pi = ∆(3RRiRp − 4R3δpi), (33)

onde ∆ é uma constante.

Tal função foi utilizada por Massaro na tentativa
de resolver um problema de escoamento bidimen-
sional em um tubo, bem como comparar os resulta-
dos da Quase-Dupla Reciprocidade com os resulta-
dos da Dupla-Reciprocidade tradicional.

Figura 1: Escoamento Bidimensional em um Tubo

Ciĺındrico Circular

O problema abordado, devido às suas carac-
teŕısticas, possui um fluxo difusivo dominante. A
constante ∆, quando amplificada, aumenta a carac-
teŕıstica difusiva da aproximação, o que resulta em
melhores resultados confome vê-se na figura abaixo:

Figura 2: Erro percentual em função da constante ∆

4 Nova Estratégia de

Completividade

No fundo a escolha da função ρ da equação (33)
com a aproximação citada na equação (27), faz com
que a aproximação seja formada por funções linear-
mente dependentes, o que acarreta perda de repre-
sentatividade da solução numérica.

Assim, ao invés da função(ρ) descrita na equação
(33), a interpolação sugerida é:

bi = viu ≈ αj
p[η

j

pi + δ
j

pi]. (34)

onde δ
j

pi é o delta de Kronecker.
Esta função apresenta a propriedade apresentada

na equação (29), e, aumenta o caráter constante
da aproximação (27). Tal aproximação faz com que
apareça a seguinte integral, que será trabalhada nos
moldes da equação (28), fornecendo:

∫

Ω

δ
j

piu
∗,i dΩ =

∫

Γ

δ
j

piu
∗nidΓ. (35)



A equação matricial, portanto fica:

HU − GQ = −BU + (HΨ + GΠ)α, (36)

onde Π é composta por:

πj
p = nj

p. (37)

5 Conclusões Preliminares

A pesquisa está em andamento e, desse modo, os
resultados obtidos até o momento são bastante in-
cipientes. A estratégia proposta resolveu satisfato-
riamente problemas unidimensionais, com precisão
similar à obtida com Quase-Dupla Reciprocidade.
No entanto, em uma dimensão a Quase-Dupla não
apresenta problemas de completidade, em nenhum
caso resolvido. Os casos bidimensionais são mais
dif́ıceis e propensos a problemas de completidade
de forma que a interpolação ainda não foi testada
adequadamente.

Os gráficos expostos nas figuras 4 e 5 mostram
os resultados para o erro médio percentual con-
siderando todos os pontos nodais nos quais são cal-
culados os valores de temperatura e fluxo difusivo
para o problema unidimensional. Na figura 4 são
mostrados os valores numéricos para a formulação
Quase-Dual com a função de interpolação original
e na figura 5 os resultados para a função de in-
terpolação acrescida da nova parcela proposta para
melhorar a completividade. Percebe-se que para o
problema em questão os resultados são bem equiv-
alentes. Os valores de temperatura obtidos com o
esquema proposto são até melhores que os consegui-
dos com a interpolação tradicional. No entanto, a
convergência dos resultados do fluxo com o aumento
do número de elementos de contorno com o esquema
proposto ainda não está com a consistência espe-
rada, pois não apresenta uma tendência monotônica
de redução dos erros numéricos.

Figura 3: Escoamento Unidimensional
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Figura 4: Erro Percentual Médio com o Esquema Usual
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Figura 5: Erro Percentual Médio com o Esquema Pro-

posto
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1- Prinćıpios Básicos”, Edgard Blücher, São
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