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1 Polinômios gerados por uma relação
de recorrência de três termos

Seja Qm os polinômios gerados pela relação de
recorrência de três termos

Qm+1(z) = (z+βm+1)Qm(z)−αm+1zQm−1(z), (1)

para m ≥ 1, com Q0 = 1 e Q1(z) = z + β1, onde os
números complexos αm e βm são tais que

αm+1 6= 0 e βm 6= 0, m = 1, 2, . . . . (2)

Essa relação de recorrência foi estudada por muitos
autores quando

αm+1 > 0 e βm < 0 para m ≥ 1.

Citamos o artigo de Jones, Thron e Waadeland [1],
como a motivação inicial para o estudo deste ca-
so especial de relação de recorrência. Para uma
referência mais recente, citamos o trabalho de Sri
Ranga e Van Assche [3].

De (1), temos imediatamente que Qm(0) =
β1β2 · · ·βm 6= 0, m ≥ 1. Além disso, como (1)
pode ser escrito na forma

α2z = (z + β2)Q1(z)−Q2(z),

αm+1z = (z + βm+1)
Qm(z)

Qm−1(z)
− Qm+1(z)

Qm−1(z)
,

temos que os polinômios consecutivos Qm e Qm+1

não têm zeros em comum.
Os zeros de Qn são os autovalores da matriz de

Hessenberg inferior

Hn =




η1 α2 0 · · · 0 0
η1 η2 α3 · · · 0 0
...

...
...

...
...

η1 η2 η3 · · · αn−1 0
η1 η2 η3 · · · ηn−1 αn

η1 η2 η3 · · · ηn−1 ηn




, (3)

ηm = αm − βm, m = 1, 2, . . . , n, α1 = 0.
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Baseados no recente trabalho de Sri Ranga e
Van Assche [3], fazemos uma análise similar àquela
desenvolvida pelos autores, mas com as hipóteses
feitas em (2), e mais a hipótese de que os autoval-
ores zn,j , j = 1, 2, . . . , n, de Hn (isto é, os zeros de
Qn) são distintos.

Sejam

Q̂m(z) = (α2α3 · · ·αm+1)−1Qm(z)
e

Q̃m(z) = z−mQm(z),

para 1 ≤ m ≤ n, e Q̂0(z) = Q̃0(z) = Q0(z). Então,
a relação de recorrência (1) para m = 1, 2, . . . n− 1
pode ser dada de duas formas diferentes

z[−Q̂m−1(z)+Q̂m(z)]=−βm+1Q̂m(z)+αm+2Q̂m+1(z),

e

z[Q̃m(z)−Q̃m+1(z)] = αm+1Q̃m−1(z)−βm+1Q̃m(z),

com z[Q̂0(z)] = −β1Q̂0(z) + α2Q̂1(z) e z[Q̃0(z) −
Q̃1(z)] = −β1Q̃0(z). Na forma matricial, essas
relações podem ser escritas como

zAnb̂(z) = Bnb̂(z) + αn+1Q̂n(z)en (4)

e
zb̃(z)T An = b̃(z)T Bn + zQ̃n(z)eT

n , (5)

onde An e Bn são, respectivamente, as matrizes
n× n



1 0 · · · 0
−1 1 · · · 0

0 −1 · · · 0
...

...
...

0 0 · · · 1




,




−β1 α2 · · · 0
0 −β2 · · · 0
0 0 · · · 0
...

...
...

0 0 · · · −βn




,

en é a n-ésima coluna da matriz identidade n× n,

b̂(z) = [Q̂0(z), Q̂1(z), . . . , Q̂n−1(z)]T e

b̃(z) = [Q̃0(z), Q̃1(z), . . . , Q̃n−1(z)]T .



Conseqüentemente, de (4), b̂(zn,j) é um autove-
tor à direita de Hn = A−1

n Bn associado ao au-
tovalor zn,j . Além disso, como supomos que zn,j ,
j = 1, 2, . . . , n, são distintos, os correspondentes au-
tovetores à direita b̂(zn,j), j = 1, 2, . . . , n, são todos
linearmente independentes.

Analogamente, de (5), AT
n b̃(zn,j) é um autove-

tor à esquerda de Hn associado ao autovalor zn,j .
Embora não seja aqui relevante, talvez seja mais
apropriado dizer que c̃(zn,j), onde c̃(z) = AT

n b̃(z),
é um autovetor à esquerda de Hn, pois neste caso,
temos c̃(zn,j)∗Hn = c̃(zn,j)∗zn,j . Aqui, ∗ represen-
ta o transposto conjugado. Novamente, existem n
autovetores à esquerda linearmente independentes
c̃(zn,j), j = 1, 2, . . . , n, associados aos n autoval-
ores distintos zn,j , j = 1, 2, . . . , n.

A multiplicação de (4), avaliado em w, à direita
por b̃(z)T e a multiplicação de (5) à esquerda por
b̂(w) nos fornecem os seguintes sistemas

wAnb̂(w)b̃(z)T = Bnb̂(w)b̃(z)T

+ αn+1Q̂n(w)enb̃(z)T (6)

e

zb̂(w)b̃(z)TAn=b̂(w)b̃(z)TBn+zQ̃n(z)b̂(w)eT
n . (7)

Como trAB = trBA, subtraindo o traço de (7) do
traço de (6), temos

n−2∑
m=0

{
Q̃m(z)− Q̃m+1(z)

}
Q̂m(w) + Q̃n−1(z)Q̂n−1(w)

=
zQ̃n(z)Q̂n−1(w)− αn+1Q̂n(w)Q̃n−1(z)

z − w
. (8)

Esta relação é uma espécie da fórmula de Cristoffel-
Darboux. O termo do lado esquerdo desta fórmula
pode ser identificado como b̃(z)T Anb̂(w) =
c̃(z)∗b̂(w) e isto confirma a ortogonalidade do au-
tovetor à esquerda c̃(zn,j) e do autovetor à direita
b̂(zn,k) quando j 6= k. Em (8), fazendo w → z,

n−2∑
m=0

{
Q̃m(z)− Q̃m+1(z)

}
Q̂m(z) + Q̃n−1(z)Q̂n−1(z)

= αn+1Q̂
′
n(z)Q̃n−1(z)− zQ̃n(z)Q̂′n−1(z).

Assim, para 1 ≤ j ≤ n e 1 ≤ k ≤ n,

[AT
n b̃(zn,j)]T b̂(zn,k) = b̂(zn,k)T [AT

n b̃(zn,j)]
= λ−1

n,jδj,k,

onde λ−1
n,j = αn+1Q̂

′
n(zn,j)Q̃n−1(zn,j) e δj,k é o

delta de Kronecker. Como os zeros de Qn são sim-
ples (distintos) e, Qn e Qn−1 não têm zeros em co-
mum, então λn,j 6= 0, para j = 1, 2, . . . , n. As-
sim, podemos dizer que as duas seqüências finitas
{b̂(zn,j)}n

j=1 e {AT
n b̃(zn,j)}n

j=1 são biortogonais.
Se definirmos Pn, matriz não-singular n×n, por

Pn=

[
b̂(zn,1)

αn+1Q̂′n(zn,1)
,

b̂(zn,2)

αn+1Q̂′n(zn,2)
, . . . ,

b̂(zn,n)

αn+1Q̂′n(zn,n)

]
,

então sua inversa (a matriz que satisfaz P−1
n Pn =

In) é

P−1
n =

[
AT

n b̃(zn,1)

Q̃n−1(zn,1)
,
AT

n b̃(zn,2)

Q̃n−1(zn,2)
, . . . ,

AT
n b̃(zn,n)

Q̃n−1(zn,n)

]T

.

Se p̂k,j e p̃k,j são os elementos da k-ésima linha e
j-ésima coluna das matrizes Pn e P−1

n , respectiva-
mente, então

p̂k,j =
Q̂k−1(zn,j)

αn+1Q̂′n(zn,j)
e p̃k,j =

Q̃j−1(zn,k)− Q̃j(zn,k)

Q̃n−1(zn,k)
.

Com as matrizes Pn e P−1
n , podemos escrever o

problema do autovalor associado a Hn como

P−1
n HnPn = Ξn, (9)

onde Ξn é a matriz diagonal contendo os autoval-
ores zn,1, zn,2, . . . , zn,n.

Exemplo: Consideremos o seguinte caso especial
de relação de recorrência de três termos para o qual
as matrizes Ξn, Pn e P−1

n podem ser explicitamente
encontradas. Com β > 0, sejam os polinômios
{Qm(β; z)}n

m=0 dados por

Qm+1(β; z) = (z + β)Qm(β; z)− βzQm−1(β; z),

para m = 1, 2, . . . , n − 1, com Q0(β; z) = 1,
Q1(β; z) = z + β. Denotemos a matriz de Hessen-
berg associada a esta relação de recorrência (dada
de acordo com a matriz (3)) por H(β)

n .
Temos que Qk(β; z) = (zk+1 − βk+1)/(z − β),

para k = 0, 1, . . . , n. Os zeros de Qn(β; z) (isto é,
os autovalores de H(β)

n ) são zn,j = z
(β)
n,j = βei 2jπ

n+1 ,
j = 1, 2, . . . , n. Conseqüentemente,

Q̂k(β; zn,j)=β−kQk(β; zn,j)=
sen

(
(k+1)jπ

n+1

)
sen( jπ

n+1 )
ei kjπ

n+1 ,

Q̃k(β; zn,j)=z−k
n,jQk(β; zn,j)=

sen
(

(k+1)jπ
n+1

)
sen( jπ

n+1 )
e−i kjπ

n+1 .

Assim, os elementos p̂
(β)
k,j e p̃

(β)
k,j da k-ésima linha e

j-ésima coluna das correspondentes matrizes Pn =
P(β)

n e (Pn)−1 = (P(β)
n )−1 são, respectivamente,

p̂
(β)
k,j =

2i

n + 1
sen

(
kjπ

n + 1

)
e−i

(2n−k)jπ
n+1 e

p̃
(β)
k,j = e−i

2(j+1)kπ
n+1 .

Portanto, podemos estabelecer o seguinte resultado,

‖(P(β)
n )−1‖1 = ‖(P(β)

n )−1‖∞ = n,

‖P(β)
n ‖1 = ‖P(β)

n ‖∞ = 2
n+1σn,

onde

σn= max
1≤k≤n

{
n∑

j=1

∣∣∣ sen
(

kjπ

n + 1

)∣∣∣
}
≤

√
n(n + 1)/2. (10)



2 Perturbações - Aplicações

Analisamos agora, os zeros de polinômios através
da representação de autovalores (9) associada com
a correspondente matriz de Hessenberg. O objeti-
vo principal é encontrar limitantes para as regiões
onde os zeros estão localizados, em função dos coe-
ficientes perturbados da relação de recorrência.

Aplicação 2.1: Dada a relação de recorrência de
três termos (1) suponha que todos os zeros zn,j de
Qn (autovalores de Hn) são distintos e que as ma-
trizes Pn, P−1

n e Ξn são dadas como em (9). Con-
sidere a relação de recorrência de três termos per-
turbada

Qε
m+1(z) = (z + βε

m+1)Q
ε
m(z)− αε

m+1zQε
m−1(z),

com Qε
0 = 1 e Qε

1(z) = z + βε
1, onde os números

complexos αε
m e βε

m são tais que |αε
m − αm| ≤ ε,

m = 2, 3, . . . , n e |βε
m − βm| ≤ ε, m = 1, 2, 3, . . . , n.

Aqui, ε é um número positivo.
Seja Hε

n a matriz de Hessenberg associada à
relação de recorrência acima, definida de acordo
com (3), cujos autovalores são os zeros do polinômio
Qε

n. Então, para qualquer zero w de Qε
n,

min
1≤j≤n

|w − zn,j | ≤ ‖Hε
n −Hn‖‖Pn‖‖P−1

n ‖,

onde ‖.‖ é qualquer norma subordinada em Cn.

É fácil verificar que

‖Hε
n −Hn‖∞ ≤ (2n− 1)ε e ‖Hε

n −Hn‖1 ≤ (2n− 1)ε.

Aplicação 2.2: Seja β > 0 e considere a relação

de recorrência de três termos

Qε
m+1(z) = (z + βε

m+1)Q
ε
m(z)− αε

m+1zQε
m−1(z),

com Qε
0 = 1 e Qε

1(z) = z+βε
1, onde os números com-

plexos αε
m e βε

m são tais que |αε
m−β| ≤ ε para m =

2, 3, . . . , n e |βε
m − β| ≤ ε para m = 1, 2, 3, . . . , n.

Aqui ε é um número positivo.
Seja Hε

n (definida de acordo com (3)), a matriz
de Hessenberg associada à relação de recorrência
acima, cujos autovalores são os zeros do polinômio
Qε

n. Então, os zeros de Qε
n estão no anel

ζ
(
β − 2nσn

n+1
‖Hε

n −H
(β)
n ‖

)
≤|z|≤β + 2nσn

n+1
‖Hε

n −H
(β)
n ‖,

onde a função real ζ(x) é igual a x, se x > 0, e igual
a 0, caso contrário.O número σn é dado por (10).

3 Polinômios com coeficientes não
nulos

Seja Pn(z) =
n∑

k=0

bkzk = bn

n∑

k=0

b̃kzk = bnP̃n(z),

onde bk, k = 0, 1, . . . , n, são complexos, diferentes

de zero e b̃k =
bk

bn
para k = 0, 1, . . . , n. Seja

tk =
bk−1

bk
=

b̃k−1

b̃k

, k = 1, 2, . . . , n.

Temos a seguinte expressão em termos de frações
cont́ınuas,

1

P̃n(z)

[
zn−1 +

bn−2

bn−1
zn−2 + . . . +

b1

bn−1
z +

b0

bn−1

]

=
1

z + tn

tn−1z

z + tn−1

tn−2z

z + tn−2 . . .

t1z

z + t1
.

Da fração cont́ınua acima, se considerarmos a
seqüência de polinômios {Qk}n

k=0 gerada por Q0 =
1, Q1(z) = z + tn e para 1 ≤ k ≤ n− 1,

Qk+1(z) = (z + tn−k)Qk(z)− tn−kzQk−1(z),

então, Qk é o denominador do k-ésimo conver-
gente desta fração cont́ınua e, em particular Qn =
P̃n. Portanto, da matriz (3) para a relação de
recorrência de três termos acima, obtemos que os
zeros de Pn são os autovalores da matriz de Hessen-
berg inferior

Hn =




−tn tn−1 0 · · · 0 0
−tn 0 tn−2 · · · 0 0

...
...

...
...

...
−tn 0 0 · · · t2 0
−tn 0 0 · · · 0 t1
−tn 0 0 · · · 0 0




.

Agora, a próxima aplicação fornece algumas in-
formações sobre a variação dos zeros quando os co-
eficientes de um polinômio variam como em uma
progressão geométrica.

Aplicação 3.1: Seja |β| > 0 e considere o

polinômio Pn(z) =
n∑

k=0

bkzk tal que as razões tk =

bk−1

bk
são tais que

|tk − β| ≤ ε, k = 1, 2, . . . , n,

com ε um número positivo. Então, todos os zeros
de Pn estão no anel

ζ

(
|β| − 4nσn

n + 1
ε

)
≤ |z| ≤ |β|+ 4nσn

n + 1
ε,

onde a função real ζ(x) é igual a x, se x > 0, e igual
a 0, caso contrário. O número σn é dado por (10).
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