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1 Polin6mios gerados por uma relacao
de recorréncia de trés termos

Seja @, os polindmios gerados pela relagao de
recorréncia de trés termos

Qm11(2) = (24 Bm41)@m(2) = m112Qm-1(2), (1)

param > 1, com Qp =1 e Q1(z) = z+ (31, onde os
ndmeros complexos o, € B, sao tais que

Pm # 0, (2)

Essa relagao de recorréncia foi estudada por muitos
autores quando

m+1 #0 e m=12....

Amy1 >0 e G <0 para m>1.

Citamos o artigo de Jones, Thron e Waadeland [1],
como a motivagao inicial para o estudo deste ca-
so especial de relacdo de recorréncia. Para uma
referéncia mais recente, citamos o trabalho de Sri
Ranga e Van Assche [3].

De (1), temos imediatamente que @Q,,(0) =
8182+ Bm # 0, m > 1. Além disso, como (1)
pode ser escrito na forma

azz = (24 P2)Q1(2) — Qa2(2),
On(s)  Qmirl2)
Qm—l(z) Qm—l(z)7

temos que os polinémios consecutivos Q,, € Q1
nao tém zeros em comum.

Os zeros de @, sdo os autovalores da matriz de
Hessenberg inferior

Amy12 = (24 Bmy1)

m a 0 --- 0 0
m N2 Qs - 0 0
H, = : : . , (3)
moM2 M3 a1 0
m o n2 N3 -1 Qn
L7t T2 73 -1 Tn |

nm:amfﬂmam:1327"'an, ap =0.
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Baseados no recente trabalho de Sri Ranga e
Van Assche [3], fazemos uma anélise similar aquela
desenvolvida pelos autores, mas com as hipdteses
feitas em (2), e mais a hipétese de que os autoval-

ores z,j, j = 1,2,...,n, de H, (isto é, os zeros de
Q) sao distintos.
Sejam
Qm(z) = (azaz - Qpi1) 7 Qm(2)
e

Q’rn(z) = Z_QO(Z)a

para 1 <m <mn, e Qo(z) = Qo(z) = Qo(z). Entao,
a relacdo de recorréncia (1) param =1,2,...n—1
pode ser dada de duas formas diferentes

2[=Qum-1(+Qum (D= Bms+1Qm (D +m+2Qm11(2),

e
Z[Qm(z)_Qm-i-l(Z)} = am—&-l@m—l(z)_ﬁmﬁ-lém(z))
com z[Qo(2)] = —f1Qo(2) + a2Q1(2) e 2[Qo(z) —

Q1(2)] = —B1Qo(z). Na forma matricial, essas
relagoes podem ser escritas como

zAnB(z) = BnB(Z) + 04n+1Qn(Z)en (4)
zb(2)T A, =b(2)TB, + 2Q,(2)el, (5)

onde A, e B, sdo, respectivamente, as matrizes
nxn

1 0 --- 0 B az - 0
-1 1 -+ 0 0 —Ba - 0

0 -1 -+ 0 0 0 - 0

0 o --- 1 0 0 75’”



~

Conseqiientemente, de (4), b(z,,;) é um autove-
tor a direita de H,, = A;an associado ao au-
tovalor z, ;. Além disso, como supomos que z, ;,
7 =1,2,...,n, sao distintos, os correspondentes au-
tovetores & direita b(z, ), j = 1,2,...,n, sdo todos
linearmente independentes.

Analogamente, de (5), AZb(z, ;) é um autove-
tor & esquerda de H,, associado ao autovalor zj, ;.
Embora nao seja aqui relevante, talvez seja mais

apropriado dizer que &(2, ;), onde &(2) = ATb(z),
é um autovetor a esquerda de H,,, pois neste caso,
temos €(2y,,;)*H,, = €(25,5)" 2n,;. Aqui, * represen-
ta o transposto conjugado. Novamente, existem n
autovetores a esquerda linearmente independentes
€(zn,j), 7 = 1,2,...,n, associados aos n autoval-
ores distintos z,;, 1 =1,2,...,n.

A multiplicagao de (4), avaliado em w, a direita
por b(2)T e a multiplicagio de (5) & esquerda por
b(w) nos fornecem os seguintes sistemas

wA,b(w)b(2)" = B,b(w)b(z)” (6)
+ any1Qn(w)e,b(z)"

e

2b(w)b(2) A, =b(w)b(2) B, +2Q, ()b(w)eX. (7)

Como tr AB = tr BA, subtraindo o trago de (7) do
trago de (6), temos

n—2

S {Gn(2) = Qs (2)} Q@) + Qs (2)Qus (w)

m=0

_ 2Qn(2)@n1(w) — an+1Qn(w)Qn_1(z).

zZ—w

(8)

Esta relagao é uma espécie da férmula de Cristoffel-
Darboux. O termo do lado esquerdo desta férmula
pode ser identificado como b(z)TA,b(w)
¢(2)*b(w) e isto confirma a ortogonalidade do au-
tovetor & esquerda €(z,,;) e do autovetor a direita

b(zy ) quando j # k. Em (8), fazendo w — z,

Z {QM(Z) - Qm+1(3)} Qm(z) + Qn—l(z)Qn—l(z)
QL) 00 (2) — 20u ()01 (2).

Assim, paral <j<mnel <k <n,

[A7b(20,3)]"b(20 k) = b(zln,k)T[AZB(zn,j)]

= A77,,]‘6]471“7

onde /\;E = Oé7l+1Q;1(Zn7j)Qn_1(Zn,j) e 5j,k éo

delta de Kronecker. Como os zeros de @,, sao sim-

ples (distintos) e, @, e Q,—1 ndo tém zeros em co-

mum, entdo A, ; # 0, para j = 1,2,...,n. As-

sim, podemos dizer que as duas seqiiéncias finitas

{b(zn,;) jo1 € {Afb(z,w».)}?:~1 sio biortogonais.
Se definirmos P,,, matriz nao-singular n x n, por

[ B(Zn,l) f)(zn,Z) o B(Zn,n) —I
bn«kl@%(zn,l) ’ an«kl@;‘l (Zn,Q) ' ' an«leAfn (Zn,n)J

P,.=

I

entdo sua inversa (a matriz que satisfaz P, 'P,, =
I,)é

ATb(zn1) ATb(zn) ATb(znn) ]

Qn—l(zn,l) ’ Qn—l(zn,Q) T Qn—l(zn,n)

Se Pr,; € Pr,; sdo os elementos da k-ésima linha e

p-!

.o . 1 .
j-ésima coluna das matrizes P,, e P, ~, respectiva-
mente, entao

Prj = Qk—l(zn,j) e Py
] T A sJ
an+1Q;L(Zn,j)

_ ijl(fn,k) - Qj(zn,k)_
Qn—l(zn,k)

Com as matrizes P,, e P:Ll, podemos escrever o
problema do autovalor associado a H,, como

P 'H,P,=%,, (9)

onde =, é a matriz diagonal contendo os autoval-
OTES Zn 1, Zn,2; - - -3 Zn,n-

Exemplo: Consideremos o seguinte caso especial
de relagao de recorréncia de trés termos para o qual
as matrizes E,,, P,, e P;;! podem ser explicitamente
encontradas. Com § > 0, sejam os polindmios

{Qm(B; 2)}7_, dados por
Qm+1(8;2) = (2 + B)Qm(B; 2) — B2Qm-1(8; 2),

para m = 1,2,...,n — 1, com Qu(f3;2) = 1,
Q1(8;2) = z + 8. Denotemos a matriz de Hessen-
berg associada a esta relagdo de recorréncia (dada
de acordo com a matriz (3)) por H.

Temos que Qx(B;2) = (2**' — gM1)/(z — B),
para k = 0,1,...,n. Os zeros de Q,(5; z) (isto é,

By oz B _ pidm
os autovalores de Hy ') sdo z,,; = Zni = Be'nTT
j=1,2,...,n. Conseqiientemente,

A sen (EEDIm) - gn
Qr(B; 2n5) =877 Qr(B; 2n 5) = 2 )61"“,

sen ()
(et D)jm .
~ sen kg
. _—k . _ ( nt1 ) —i 2
Qk(ﬂv Zn,j)_ZnJQk(ﬂv Zn,j)— Sel’l(%) € 1.
Assim, os elementos ﬁ,(f j) e ﬁ,(fj) da k-ésima linha e
j-ésima coluna das correspondentes matrizes P,

P,(f) e (Pn)_l _

(P;ﬁ))—l sao, respectivamente,

58 _ 2 kjm \ _jen—kin
P n e CESY e

ka n +1 <n + 1)

PO = T

Portanto, podemos estabelecer o seguinte resultado,
1@ = [1(PR) e = m,

P = Pl = 2700,

onde

( kjm
sen
n+1

Op=max
1<k<n

{i )’} < /n(nt+1)/2. (10)

j=1



2 Perturbacoes - Aplicagoes

Analisamos agora, os zeros de polinémios através
da representacao de autovalores (9) associada com
a correspondente matriz de Hessenberg. O objeti-
vo principal é encontrar limitantes para as regioes
onde os zeros estao localizados, em func¢ao dos coe-
ficientes perturbados da relagao de recorréncia.

Aplicagao 2.1: Dada a relagao de recorréncia de
trés termos (1) suponha que todos os zeros z, ; de
Q. (autovalores de H,,) sao distintos e que as ma-
trizes P,,, P,,! ¢ E, sio dadas como em (9). Con-
sidere a relacao de recorréncia de trés termos per-
turbada

Qrg1(2) = (2 + Bh41)Q0(2) —

com Q5 =1 e Q5(2) = z + ff, onde os nimeros
complexos af, e (5, sdo tais que |a, — an,| < €,
m=23,...,ne|B5 —Bm| <e,m=1,23,...,n
Aqui, € é um numero positivo.

Seja H;, a matriz de Hessenberg associada &
relagdo de recorréncia acima, definida de acordo
com (3), cujos autovalores sao os zeros do polindémio
Q¢,. Entdo, para qualquer zero w de Q¢

Oéfn+1ZQ:n—1(Z)a

-1
min |w — 2, ;| < [|H;, = Hy [Pl ],

1<j<n

onde ||| é qualquer norma subordinada em C™.

E facil verificar que

IH, —Haloe < (20— 1)e e ||H;, (2n — 1)e.

- Hn“l S
Aplicagao 2.2: Seja # > 0 e considere a relacao

de recorréncia de trés termos

= (z+ ﬁ:n+1)Q$n(Z) - a:n#»lZanfl(Z)»

com Qf = 1e Qf(z) = z+0{, onde os nlimeros com-
plexos a, e 35, sdo tais que |af, — 3| < e param =
2,3,...,ne |85 —pB| < eparam =1,2,3,...,n
Aqui € é um nimero positivo.

Seja H, (definida de acordo com (3)), a matriz
de Hessenberg associada a relacao de recorréncia
acima, cujos autovalores sao os zeros do polinémio

fn+1(z)

Q¢,. Entéao, os zeros de Qf, estao no anel
¢ (8- 2z s — ) <12 <6+ 2251 - HY),

onde a funcao real {(z)é igual a z, se = > 0, e igual
a 0, caso contrdrio. O ntimero o, é dado por (10).

3 Polindbmios com coeficientes nao
nulos

Seja P (

Zbkz —bekz = b Pu(2),

onde bg, k = O 1 , M, Sa0 complexos diferentes

b
dezeroebk:b—parakzO,l,...,n. Seja
bt bp_
T T B
bk bk

Temos a seguinte expressao em termos de fragoes
continuas,

1 _
_ anl bn 2Zn72+“.+ bl 2+ bO
Pn(Z) bnfl bnfl bnfl
_ 1 tn_12 th_oz t12
C 2ttn —zHtn1 — 24tnoa — | — z+t

Da fracao continua acima, se considerarmos a
seqiiéncia de polindmios {Qx}7_, gerada por Qp =
1,Q1(z) =z+t,eparal <k <n-1,

Qrt+1(2) = (2 +th—p)Qr(2) — tn_r2Qr-1(2),

entdo, (Jr ¢ o denominador do k-ésimo conver-
gente desta fragao continua e, em particular @, =
P,. Portanto, da matriz (3) para a relacio de
recorréncia de trés termos acima, obtemos que os
zeros de P,, sao os autovalores da matriz de Hessen-
berg inferior

—tn th—1 O - 0 O
—tn 0 th_2 0 0
H, = . : : .
—tn 0 0 SRR N\
—t, 0 0o - 0 %
| —~t, 0 0 - 0 0 |

Agora, a proxima aplicagao fornece algumas in-
formagoes sobre a variagao dos zeros quando os co-
eficientes de um polindbmio variam como em uma
progressao geométrica.

Aplicagao 3.1: Seja |B] > 0 e considere o

polinémio P, ( Zbkz tal que as razoes tx =

k=0
by

by,

1~ .
sao tals que

[t — 3

com € um numero positivo. Entao, todos os zeros
de P,, estao no anel

C(Iﬂl ) <4 <181+

onde a fungdo real {(x) é igual a z, se > 0, e igual
a 0, caso contrério. O nimero o, é dado por (10).

|<e, k=1,2,....n

dno,
n+1

dnoy,
n+1

€,
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