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Com este trabalho, objetiva-se desenvolver um
procedimento pontos interiores primal-dual, para
resolucdo do problema de programagdo linear
(PPL), associado a otimizag@o da producdo agricola
com restri¢cdes hidricas:
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na qual i representa uma cultura, sendo m o nimero
total de culturas consideradas, m2 2, j é um inteiro
entre 1 e 12 representando o respectivo més do ano,

D;; € o prego da cultura i no més j (R$/Kg), pr,
mede a produtividade média da cultura i (Kg/ha),

¢; a média dos custos médios da cultura i no més j
(R$/ha), X, a drea cultivada com a cultura i no més j

(ha), vy ¢ o volume de dgua (m3/ha) utilizado com a

cultura i durante o més j, considerando-se a

eficiéncia de aplicagdo, v; o volume de dgua

disponivel no més j (m* ) e a ; adrea total possivel

de ser irrigada no més j (ha). Desta maneira (P) tem
uma fun¢do objetivo que visa maximizar a receita
liquida em relacdo & 4rea cultivada com as culturas
plantadas, tendo-se como restricdes a quantidade de
dgua disponivel e drea irrigavel (ver [4],[6]) .

Da teoria de dualidade, sabe-se que o problema de
programacgdo linear dual (D) associado a (P), é

formulado como:
12
+ Z as;
j=1

Sujeito a: VU +¢; > v (i=1,.m;j=1,.12)

12
(D) Minimizar f(u,6) =Y vu,

J=1

uj,ngO

onde U i S ; sdo varidveis duais associadas, respectivamente,

as restrigdes primais de volume de dgua (hidricas) e de area

cultivada no més j; enquanto 7, = p, pr; —C;. Além disso,
representam respectivamente, U ;: o valor de comercializagdo

de 1000 m’ de dgua (R$/m’) no més j; G;: o0 valor de

comercializacio de um hectare irrigado (R$/ha) no més j e r;:a
receita ou renda, proporcionada pela cultura i no més j. Note-se

que a restricdo VU, +¢; Zrij pode ser escrita como

VU, +¢; —2z; =1; sendo z; = 0. Assim o problema (D) é

i
equivalente ao problema de programacao linear (D_):
(D-)

Minimizar f (u,&)

Sujeito a: Vu,; +¢;, =2, =1,

Tl
Mj,gj,Z[j 20

Na procura do procedimento, associa-se ao problema (D.), o
problema barreira logaritmica, denotado por (D), u > 0:

(Dy) Minimizar @, (4,6, 2)
Sujeito a: g, (u,6,2) = 0
onde

m 12

0, (,6,2) = f(1,) = p(Y_InCu ) + 3 In(g ;) + > In(z; )

i=1 j=I

e 8,6 0)=vu; +¢; -z, -1, =0.

Fato importante a ser observado é que esse ndo € s6 um
problema associado a (D.), mas uma familia de problemas
indexados pelo pardmetro u. Cada (D,) é um problema de
programac¢do ndo linear, uma vez que o objetivo, chamado de

2

barreira logaritmica € ndo linear. Também para cada W, o
minimo € alcancado em um ponto interior do conjunto de
solugdes vidveis de (D,), e quando U tende a zero, este ponto se
move até um ponto “préximo” de uma solu¢cdo Gtima primal-
dual. Como fung@o de W, o conjunto de solugdes Stimas dos

problemas barreiras, fornece uma curva, caminho ou trajetéria,



contida no interior da regido de viabilidade de (D.) e
denominada trajetéria central (ver [1], [10]). Por
outro lado, usando multiplicadores de Lagrange, é
possivel estudar a solucdo do problema. Nessa
diregdo, define-se o Lagrangeano associado a (D)

como:
m 12

Lﬂ (I/t,g, Z,)C) = ¢(u’g’ Z) - szijgij (I/t, S, Z)
i=l j=1

As condi¢des de primeira ordem para otimalidade

ficam representadas através do sistema:
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paratodoi=1,..mej=1,..12.

Fazendo-se 77j=£>0 e 7/j=£>0, 0

U, S

sistema se transforma parai=1,..mej=1,..12; em:
m

D VX +1,=v; =0

i=1

m
inj +y,—aq; =0
i=1

Vil +6; = 2; —=1; =0

um; —H=0
;¥ —#H=0
X2 —H=0

Xyl 6505575525 > 0

O sistema anterior representa um sistema de
24(m+2) equacdes lineares e ndo lineares com
24(m+2) variaveis. Na forma matricial, esse sistema
pode ser escrito como:

Ax+w=b
Aly—z-r=0
YWe,, — ue,, =0

XZey,, — He,,, =0

no qual,

[Vl v, . .. vm}
A= ¢,
1, I, . . . I,

uma matriz 24x12m; cujos blocos V, =diag(v;,v,5,...V;1,)

1
e I,, é a matriz identidade 12x12. Suponha que existem pelo
menos duas culturas diferentes i e k tal que para todo més j =

1,..12: Vi é diferente de Vi s isto é, o volume de 4dgua

necessdrio para a cultura i é diferente do volume de dgua a ser
utilizado com a cultura k em cada més. Desta maneira, o posto
de A é completo.

X =) ow =) b =va) v =(,,,.0,),

T T T T
a =(a,a,,.a,),y" =W,6),z =(z;), r =().
Também nessa representagdo matricial, temos as estruturas
blocos diagonais 24x24: Y =diag(y), W =diag(w) e as
de dimensdo 12mx12m: X = diag(x), Z = diag(z), 62T4 é

B 24 T o 12
o vetor unitdrioem R e e,,, o vetor unitdrioem R ™" .

O sistema anterior pode ser resolvido usando-se um método
de trajetdria central primal-dual gerado da aplicacdo do método
de Newton (ver [ 1 ],[2],[8]).

Portanto, dado um ponto estritamente positivo (X, y, W, Z) e
fixando-se apropriadamente um [/ estritamente positivo,
iterativamente obtém-se um vetor dire¢do (Ax, Ay, Aw,Az)e
tal que (x+Ax,y+Ay,w+ Aw, 7 + A7) satisfaz:

Ax+A)+(w+Aw)—-b =0

AT (y+Ay) —(z+A2)-r=0

Y +AY)W +AW)e,, — ue,, =0

(X +AX)Z +AZ)e,,, — 1e,,, =0
Considerando  (Ax, Ay, Aw, Az) como vetor de incégnitas,

teém-se:
AAx+Aw=p
A"Ay-Az=0
YAw+ WAy + AYAWe,, = [,
XAz +ZAx+ AXAZe,,, = f..: onde
p=b—-Ax-w.,0= r—ATy+z,fyw = ue,, —YWe,,
e f., = Me,, —XZe,,, representam a inviabilidade primal,

dual e folgas complementares respectivamente. Essas equagdes
definem um sistema nas varidveis componentes do vetor direcao
e mostra-se que, depois de ser aplicado o método de Newton, o
vetor dire¢do coincide com a unica solu¢do do sistema linear
obtido ao se eliminar os termos ndo lineares no sistema anterior
([2]), isto é, coincide com a Unica solu¢do do sistema linear de
24(m+2) equagdes e 24(m+2) varidveis dado por:



AAx+Aw=p

ATAy—-Az=0
YAw+WAy = f,
XAz+ZAx=f,

A unicidade da solucdo do sistema deve-se ao fato
de que o posto da matriz A € completo (ver [9]).
Manipulando as equacdes anteriores, obtemos que

Ax deve resolver o sistema linear:

(X'Z+A"TW YA Ax = 8,
onde:
_ Ty -1 -1 Ty -1
O=0c+A'W Yp+X f . —AW f,.
Também Aw,Ay,Az podem ser obtidas pelas

férmulas:
Aw = p — AAx,
Ay = W_l(fyw —YAw)
Az=A"Ay-o.

Agora, o procedimento conceitual primal-dual para
resolver o problema de otimiza¢do da receita liquida
na producdo agricola com restri¢des hidricas, pode
ser resumido como segue: A partir de um ponto
estritamente positivo, em qualquer iteragdo, calcula-
se a direcio de Newton e um tamanho de passo
apropriado para que a ndo negatividade das
varidveis seja mantida. O procedimento termina
quando o tamanho do intervalo de dualidade (ou
“gap” de dualidade) e a inviabilidade primal-dual
forem menores que uma tolerancia pré-determinada.
J4 o procedimento implementado e testado serd a
seguir apresentado.

PROCEDIMENTO PRIMAL-DUAL

Dados

* m inteiro positivo (nimero de culturas), m=22.

* ( Dj ) -matriz de pregos cultura-més.
*(v;) tal que Jik-culturas (i#k): v;#v,; .
*V, =diag (v, vip iy
*A{Vl vV, ... Vm]
I, 1, I,

* " =(v,,V,,...,,) - vetor volume de dgua.
xq! = (a,,a,,...a,,) -vetor de drea irrigdvel.
b = (v,a).

T
* —
€ = (€115 €1 5112 5-Conts Copn5-:C o)

* pr = (pr,) -vetor de produ¢do média de cada cultura.

* r = (r;) - vetor receita marginal.

0

=w’ =e,,, 4, =0.1.
*0<e<l; £=0.695.

Comeco
Inicializacao:

*xozzoze y
12m>

0 0 0 0 0
X=X,y=y .,Ww=w ,z=z U=/

Enquanto

x"z4+y'w >e, b—A)c—w”1 >e,

r—ATy+zH1>e
Fazer X =diag(x), Z =diag(z), Y =diag(y),
W =diag(w).
D*=X"Z,E* =YW, B=(D*+A"E*A)
p=b—Ax-w,o=r—-A"y+z,
fyw = pey —YWe,,, [, = e, —XZe,,,.
_ T 2 -1 Tyx7 -1
O=0+A"E'p+X f.—-AW f .
Resolver BAx =10

Fazer Aw = p—-AAx
Ay = W_lfyw —E’Aw
Az=A"Ay-0.
Calcular
T= Max(HX_le‘ X Y_lAy‘ i W_IAW‘ o Z_lAZuw)

0= Min(—o'995 1)
T

Novo iterado

x=x+6Ax; w=w+0O0Aw;
y=y+6Ay; z=z+06Az
Fazer (= U

Fim.

Para a execugdo da experiéncia numérica do procedimento,
foram utilizados dados do perimetro irrigado de Gorutuba
(regido norte do Estado de Minas Gerais) descritos em [5]. O
perimetro estd composto por um conjunto de lotes, e nesta
experiéncia foi considerado um lote modelo, que tem d&rea
irrigada por sulco e boa diversidade de caracteristicas fisico-
hidricas dos solos. Foi simulado o plantio de quatro culturas
anuais: Abdbora (Abo), Feijao (Fei), Milho (Mil), Quiabo (Qui);
e de quatro culturas perenes: Banana Prata (B;), Banana Nanica
(B,), Limao (Lim) e Manga (Man). As tabelas 1 e 2 apresentam
os precos, produtividade e custos das culturas anuais e perenes
respectivamente. Para se testar a eficicia do procedimento
proposto foram considerados os pregos fornecidos em [4].



Note que nesta tabela : ¢, =c;, para todo j.

Observando a tabela, verifica-se os meses em que a
oferta das culturas varia ao longo do ano. Em fungdo
destas ofertas, as datas de plantio para as culturas
anuais foram adotadas, considerando a duragdo
média do ciclo de cada cultura. Por exemplo, o
feijdo apresenta preco competitivo em 9 meses do
ano, assim foi considerado como més de plantio
aquele que antecedia em 3 meses, 0 més com aquele
preco. Por isso, foram considerados, como meses de
plantio: janeiro, fevereiro, margo, abril, maio, julho,
agosto, outubro e novembro, totalizando 9 épocas. O
mesmo foi feito para as outras trés culturas anuais,
obtendo-se um més de plantio para abdbora, sete
para milho e dois para quiabo. Para as dreas

irrigdveis por més d ;, considerou-se a drea maxima

possivel de ser ocupada com o cultivo no lote
modelo, igual a 38 ha. Os volumes de dgua cultura-

més (V;) e os totais de dgua disponiveis por més
(v;), podem ser vistos em [5]. A condi¢do para que

a matriz A tenha posto completo, faz sentido com os
dados, por exemplo, as culturas, banana prata e
manga ndo precisam da mesma quantidade de 4dgua
durante cada més do ano. A implementacdo usa
como linguagem computacional: MATLAB 6.1, em
uma AMD ATHLON XP 2.4 GHZ,128 MB RAM.
A tabela 3 mostra as dreas a serem cultivadas pelas
culturas anuais: Abodbora e Feijdao. A tabela 4
mostra as areas a ser cultivadas pelas culturas
anuais: Milho e Quiabo. A tabela 5 mostra as areas a
ser cultivadas pelas culturas perenes: Banana Prata,
Banana Nanica, Limao e Manga.

Os resultados obtidos com o procedimento aqui
desenvolvido, sdo compativeis a nivel de solucdo e
receita de R$202.519,80 com os apresentados em
[4], onde o (PPL) é resolvido usando o software
LINDO ([7]), que utiliza o conhecido método
SIMPLEX ([3]). Mais ainda, considerando que o
nimero de colunas da matriz A (12m) cresce
linearmente em fun¢@o do nimero de culturas (m) e
que a técnica pontos interiores primal-dual é bem
comportada na resolucio de PPL’s de médio e
grande porte, achamos interessante a realiza¢do de
um experimento numérico da metodologia anterior
com o cendrio agricola de Gorutuba.

Finalmente, pode-se concluir que o procedimento
primal-dual aqui apresentado, representa uma boa
ferramenta para a otimizag@o da renda na producdo,
permitindo um melhor ajuste das condi¢des sobre
restricdes hidricas, e conseqiientemente, aponta
como alternativa a2 modelagem matemdtica e ao
desenvolvimento dos métodos de tratamento desse
problema na literatura.

Meés Abo Fei Mil Qui
Pr ecos (R$/Kg)
Jan 0.662
Fev 0.500 0.180 0.400
Mar 0.154
Abr 0.750 0.148
Mai 0.831 0.156
Jun 0.830
Jul 0.829 0.161
Ago 0.756 0.164 0.455
Set
Out 0.818
Nov 0.200 0.752 0.156
Dez
Pr odugdo (Kg ! ha)
10.640 1.150 1.660 8.000
Custos (RS / ha)
2.674,20 965,00 651,00 3.611,50

Tabelal. Precos, Producdo Média e Custos das Culturas Anuais

Més B, B, Lim Man
Precos (R$/Kg)
Jan  0.401 0.084 0.307
Fev  0.484 0.085 0.188
Mar  0.375 0.158 0.180
Abr  0.404 0.126 0.180
Mai 0431 0.091 0.364
Jun  0.601 0.090
Jul  0.592 0.092 0.161
Ago 0413 0.219 0.402 1.00
Set  0.315 0.182 0.751
Out 0.214 0.269 0.751
Nov  0.215 0.158 0.384 0.294
Dez  0.198 0.092 0.429 0.219
Producdo (Kg/ha)
26.000 44.000 22.000  18.000
Custos (R$/ ha)
1.951,50 2.676,50 996,40 1.615,90

Tabela 2. Precos, Producdo Média e Custos das Culturas
Perenes.



Culturas Meés x; (ha) x;* (ha)
Abo Jun 0 0,01
Fei Jan 17,18 17,15
Fei Fev 0 0,01
Fei Mar 0 0,02
Fei Abr 0 0,001
Fei Mai 0 0,02
Fei Jul 0 0,01
Fei Ago 13,87 13,81
Fei Out 0 0,04
Fei Nov 0 0,01

Tabela 3. As culturas Abdbora e Feijdo por meses

de plantio. x; -drea a ser cultivada obtida em [5],

*;

)

procedimento primal-dual.

. ) L
X, -area a ser cultivada resultante da aplicacdo do

Culturas Més x; (ha) x;* (ha)
Mil Jan 0 0,03
Mil Mar 0 0,01
Mil Abr 0 0,01
Mil Jul 0 0,001
Mil Out 0 0,001
Mil Nov 0 0,01
Mil Dez 13,87 13,81
Qui Abr 19,89 19,86
Qui Out 6,02 6,00

Tabela 4. As culturas Milho e Quiabo por meses de

. * )l . . *x
plantio. X,;-drea a ser cultivada obtida em [5], X -

drea a ser cultivada resultante da aplicacdo do

procedimento primal-dual.

Culturas Més x; (ha) x;* (ha)
B, — 18,11 18,11
B, - 0 0,001
Lim - 0 0,02
Man - 0 0,01

.
Tabela 5. As culturas perenes. X ; -drea a ser

. . *x , .
cultivadas obtida em [5], X; -drea a ser cultivada

resultante da aplicacdo do procedimento primal-

dual..
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