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Resumo

O controle de sistemas ndo-lineares que exibem
comportamento cadtico vem sendo enfoque de
varias pesquisas cientificas nos Ultimos anos.
Neste trabalho, é feita uma analise sobre a
equivaléncia e comparacdo entre os controles
feedback linear e ndo-linear para o sistema néo-
linear de Lotka-Volterra de duas presas e um
predador que exibe comportamento cadtico. Esta
comparacdo serve de base para justificativa de
aplicagdo do controle linear feedback para
sistemas nao-lineares, incluindo os sistemas
cacticos. As fungdes do controle 6timo foram
encontradas com base na equacdo de Hamilton-
Jacobi-Bellman da Programacdo Dinamica. A
comparacéo do controle linear e ndo-linear para
0 mesmo sistema mostrou que existe possibilidade
de controlar o sistema por meio do controle
linear, satisfazendo certas condic¢des suficientes.

Palavras-chave: caos deterministico, controle
feedback, Lotka-Volterra duas presas e um
predador.

1. Introducao

O sistema de LotkaVolterra € um modelo
importante que descreve as interacOes entre presa
e predadore em um ecossistema. Foi desenvolvido
independentemente por Lotka (1925) e por
Volterra (1926). O modelo presa-predador de
Lotka-Volterra em sua forma original foi muito
criticado pelos mateméticos e hidlogos por ser
bastante simplificado para tratar um processo tao
complexo como € o de interacdo entre espécies,
aém do que exibe uma dindmica (oscilacbes
periddicas) rara na natureza. Os modelos de
Lotka-Volterra com nimero de espécies maior que
dois apresentam uma din@mica mais rica. Um dos
exemplos € o modelo de Lotka-Volterra para duas
presas e um predador que apresenta-se na seguinte
forma
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onde

X1 X X3 S80 as densidades da primeira presa,
segunda presa e predador, respectivamente;

a;j sdo coeficientes que admitem a interagéo entre
as espécies da popul acdo;

r; €ataxade crescimento dapopulacdoi.

De acordo com Vance [5] e Gilpin [3] o sistema
apresenta comportamento cadtico para 0s
seguintes par@metros:
r=r,=-r;=1,a,;=ay,=0,001; ay, =0,001;
ay1=0,0015; 83=0,01; ay,3=0,001; ag;=-0,005;
az =-0,0005; agz =0.

A Figura 1 apresenta as trajetorias temporais
cadticas deste sistema. A Figura 2 mostra o

diagrama de fase do sistema para os pardmetros
descritos.
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Figura 1. Trajetdrias temporais cadticas do
sistema Lotka-Volterra.
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No trabalho atual sdo apresentados dois métodos
de controle do sistema cadtico acima referido e
sdo feitas a analise e comparagdo entre oS
controles feedback linear e ndo-linear para o
sistema ndo-linear de Lotka-Volterra de duas
presas e um predador que exibe comportamento
cadtico.



Figura 2. Diagrama de fase do sistema Lotka-
Volterracom condi¢do inicial (10;20;1)

2. Controle linear feedback do sistema
de duas presas e um predador

O sistema (1) pode ser controlado através do
controle linear a fim de levalo de um estado
cadtico para um ponto ou trajetéria desgjada. Seja
X estatrajetoria, entdo o sistema controlado tem a
forma

dx $ .
d—)::Xi(ri' aaijxj)+Ui i=1,2

)= )
dX3

o X3(- I3 +ag1% +agXp) +U3

onde

U =G +y =123 3

A pate Udo vetor de controle mantém o
sistema controlado na tragjetéria desejada, podendo
ser escrito como

3
G=-%(-8a%) i=12
i i ja:.1 K] 4)

Uz = - X3(- I3 + ag; % +agp%)
Definindo
Yi =% - % ©)
Como o desvio da trgjetéria do sistema (2) da

trajetéria desgjada, e admitindo (3)-(5), chegamos
aeguacdo em desvios (6):

3
Y =hY- agvy; ty Ry tu i=12
= (6)

Y3 =-T3Y3 +331 (XXs - %%s) + A (XXg - %o%s) +Ug

Para encontrar o vetor de controle U podemos
formular o seguinte problema do controle 6timo:
encontrar o controle 6timo Uque transfere o
sistema (6) de qualquer estado inicial a0 ponto
fina

y(¥)=0 ()

minimizando o seguinte funcional:

¥
J= gy Qy+u'Ru)dt (8)
0
€ - % U
onde y= gxz- )?23 e a matriz Q € semidefinida
8- %H

positiva.

O sistema LotkaVolterra com desvios (6)
também pode ser reescrito naforma:

y=Ay+G(y,X)y+u ©)
onde
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No trabalho de Rafikov & Balthazar [4] foi
demonstrado que se existem asmatrizesQ e R,
definidas positivas, sendo Q simétrica, taisque a
matriz

Q=Q-G'(y,)P- PG(y,%)  (10)

seja definida positiva para a matriz G limitada,
entdo o controle linear feedback



u=-R1BTPy (1)
€ 6timo para transferir o sistema néo-linear (9) de
qualquer estado inicid ao estado fina (7)
minimizando o funciona (8). E a matriz
PT A™ & smérica e sttifsaz a seguinte
equacdo algébrica ndo linear de Riccati:

PA+ATP- PBR 1B"P+Q=0 (12)

Aplicando este resultado para o sistema (6),

foram escol hidas

& 0 Ou g0 0 Ou
_é u _é U
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Para obter através da funcéo L QR do software
MATLAB

é4.3166 0 0 u
_€ u
P=g 0 43166 0 4

g 0 0 23166

Assim, afuncdo de controle (11) para este
sistema tem a seguinte forma:

Ul =- 43166(Xl - )~(1)
Uy, =- 43166(X2 - )’22)
U3 =- 23166(X3 - )~(3)

(13)

As trgjetérias do sistema controlado (2) com
controle 6timo linear (13) estdo na Figura 3. As
simulagbes foram redlizadas com condicbes
iniciais (10,20,1) e o ponto de equilibrio escolhido
foi (8,10,4).

preda 4T

m— presa []
ak
predaceor [v3)

Cimreadads Poputacional
m 3 K=

i] 0% i TE ] ;'g

Tampo

Figura 3. Trgjetorias do sistema Lotka-Volterra
com controle 6timo linear

A escolha damatriz Q éfeitatendo em vistaa
estabilidade do sistema. A alteracdo da matriz Q
para valores menores, neste caso, (Mesmo
resultando em valores menores para o funcional)
influi na dindmica do sistema controlado.

Através da Figura 4, pode-se verificar que os
valores da fungdo permanecem positivos, isto

significa que a matriz Q édefinida positiva, o que
confirma o controle ser étimo.
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3. Controle nao-linear feedback do
sistema de duas presas e um predador

No trabalho El-Gohary e Yassen [2] foi
considerado o problema do controle étimo do
sistema Lotka-Volterra através do controle néo-
linear feedback. Aplicando a metodologia deste
trabalho para sistema de duas presas e um
predador pode ser formulado o seguinte problema
do controle 6timo: encontrar o controle étimo
U que transfere o sistema (6) de qualquer estado
inicial ao ponto final (7) minimizando o seguinte
funcional:
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As funcBes de controle 6timo neste caso tém a
seguinte forma:

3
U =0 +0)¥% - g yj +5% +% y)) 1=12
i 211 j R HRY (15)

W =(K3- R)y3+a1008- %%0) +a(08- %)
As tragjetérias do sistema controlado com

controle 6timo néo-linear (15) estdo na Figura 5.
As simulagfes foram realizadas com condicbes



iniciais (10, 20,1) e o ponto de equilibrio
escolhido foi (8,10,4).
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Figurab. Tragetorias do sistema Lotka-Volterra
com controle 6timo n&o-linear.

4. Discussao e conclusdes

Comparando as trajetérias nas Figuraras 3 e 4 €
visto que existe uma diferenca considerdvel no
controle da primeira presa. Para o controle linear
feedback a estratégia é a diminuicdo da populagéo
até chegar ao nivel desgjado da populacdo da
primeira presa. No controle ndo-linear a populacdo
da primeira presano inicio cai até um valor menor
do nivel desgjado, e logo depois a populagdo da
primeira presa comega a crescer aproximando-se
do nivel desgado. Por outro lado, as simulagdes
feitas mostraram que o valor do funciona para o
controle linear foi de 2160,6. E o controle n&o-
linear proposto por El-Gohary & Yassen [2]
apresentou um valor de 225,5. Isto ainda ndo
significa que o controle ndo-linear € melhor para
controle de populagdes neste caso. A escolha do
tipo de controle depende da natureza do problema
em consideracdo. Por exemplo, a interpretacdo do
controle ndo-linear (15) para o controle de pragas
leva a um resultado contraditério, ou sgja, o0
controle 6timo para a primeira praga inicialmente
diminui a populagdo, mas logo exige a introducéo
deste tipo de pragas. Isto contradiz ao conceito do
controle de pragas. Entdo, neste caso o controle
linear € melhor.
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