
Códigos lineares via corpos ciclotômicos∗
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1 Introdução

Neste trabalho, veremos o conceito de corpos ci-
clotômicos enfocando suas principais propriedades.
Consideramos os anéis de inteiros algébricos destes
corpos que são domı́nios de ideais principais. Sendo
o quociente desses anéis por um elemento irredut́ıvel
um corpo finito, tomamos um elemento em cada
classe lateral para representar cada elemento do cor-
po finito. Deste modo, constrúımos códigos sobre
esses corpos com capacidade de corrigir um erro que
pertence ao grupo ćıclico do grupo multiplicativo
do corpo finito. Neste sentido, constrúımos códigos
lineares sobre esses corpos finitos para sinais com
dimensão maior que 2.

Na Seção 2, apresentamos os conceitos de cor-
pos ciclotômicos e suas principais propriedades. Na
Seção 3, apresentamos a decomposição de ideais pri-
mos em corpos ciclotômicos. Na Seção 4, damos
construções de códigos de bloco lineares sobre cer-
tos corpos obtidos via os anéis de inteiros de uma
classe de corpos ciclotômicos.

2 Corpos ciclotômicos

Nesta Seção, apresentamos os corpos ciclotômicos.
Esses corpos tem um papel fundamental na Teoria
Álgebrica dos Números, uma vez que é posśıvel ca-
racterizar o anel dos inteiros algébricos de um corpo
ciclotômico, e conseqüêtemente, seu discriminante.

Definição 1 Seja L um corpo. Um elemento ξ ∈
L tal que ξn = 1 é chamado uma raiz n-ésima da
unidade. Dizemos que ξ é uma raiz n-ésima pri-
mitiva da unidade se ξn = 1 e ξm 6= 1, para todo
0 < m < n.

Se ξn é uma raiz n-ésima primitiva da unidade,

então ξn = e
2πi
n = cos(

2π

n
)+ i sin(

2π

n
), onde n ∈ N.

Neste trabalho, ξn será sempre uma raiz n-ésima
primitiva da unidade.

Definição 2 Um corpo ciclotômico é um corpo ge-
rado por uma raiz n-ésima da unidade.
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Definição 3 O polinômio φn(x) =
n∏

j=1

(x− ξj
n),

onde mdc(j, n) = 1, é chamado de n-ésimo
polinômio ciclotômico.

Lema 1 Se n é um inteiro positivo, então xn−1 =∏
h|n

φh(x).

Teorema 1 Se ξn é uma raiz n-ésima primitiva da
unidade, então [Q(ξn) : Q] = ϕ(n), onde ϕ é a
função de Euler.

Teorema 2 O n-ésimo polinômio ciclotômico é ir-
redut́ıvel sobre Q.

Teorema 3 Se mdc(m,n) = 1, então
Q(ξm)Q(ξn) = Q(ξmn).

Teorema 4 Se K é um corpo de caracteŕıstica zero
e L = K(ξn), então L é uma extensão Galoisiana
de K e o grupo de Galois de L sobre Ké isomorfo a
um subgrupo de (Zn)∗.

Definição 4 Se α ∈ Q(ξn) definimos a norma de

α ∈ Q(ξn) como N(α) =
∏
σ∈G

σ(α) =
ϕ(n)∏
i=1

σi(α),

onde ϕ(n) = [Q(ξn) Q] e G é o grupo de Galois de
Q(ξn) sobre Q.

Lema 2 Se α ∈ Q(ξn), então N(α) ≥ 0.

Lema 3 Seja p um número primo ı́mpar. Se t e s
são números inteiros tal que mdc(pr, ts) = 1, então
ξt
pr − 1

ξs
pr − 1

é uma unidade em Z[ξpr ], onde ξpr é uma

raiz pr-ésima primitiva da unidade.

Lema 4 Seja OK o anel de inteiros algébricos de
K = Q(ξpr ), onde p é um número primo. Se r e i
são números inteiros tal que mdc(pr, i) = 1, então
〈1−ξpr 〉 é um ideal primo de O e 〈1−ξpr 〉p−1 = 〈p〉.

Observação 1 Pelo Lema 4, temos que p se ra-
mifica totalmente em Q[ξpr ].

Teorema 5 O anel de inteiros de Q(ξn) é Z[ξn].



Se n 6≡ 2 (mod 4), então Z[ξn] é um
domı́nio de ideais principais se, e so-
mente se, n ∈ {1} ∪ A, onde A =
{3, 2, 5, 7, 8, 9, 11, 12, 13, 15, 16, 17, 19, 20, 21, 24, 25,
27, 28, 32, 33, 35, 36, 40, 44, 45, 48, 60, 84}. Para os
resultados a seguir, consideremos sempre n ∈ A.

Lema 5 Seja Q(ξn) um corpo ciclotômico. Se p é
um número primo tal que p não divide n, então
pZ[ξn] é um produto de ideais primos distintos

P1 . . .Pt em Z[ξn], onde t =
[Q(ξn) : Q]

s
=

ϕ(n)
s

e

s é o menor inteiro positivo tal que ps ≡ 1 (mod n).

Além disso, [
Z[ξn]
Pj

:
Z
〈p〉

] = s, para j = 1, . . . , t.

Corolário 1 Se p é um número primo da for-

ma p = nk + 1, então pZ[ξn] =
ϕ(n)∏
j=1

Pj, onde

os Pj são ideais primos distintos em Z[ξn], para
j = 1, . . . , ϕ(n) e cada Pj é gerado por um elemen-

to irredut́ıvel que tem norma p. Além disso,
Z[ξn]
Pj

é isomorfo ao corpo GF (p), para j = 1, . . . , ϕ(n).

Corolário 2 Seja ϕ(n) o menor inteiro positivo tal
que pϕ(n) ≡ 1 (mod n). Se p é um número primo
da forma p = nk+1, então pZ[ξn] é um ideal primo

em Z[ξn]. Além disso,
Z[ξn]
pZ[ξn]

é isomorfo ao corpo

GF (pϕ(n)).

Lema 6 Se α é um elemento irredut́ıvel tal que
N(α) = p, onde p é um número primo em Z, então
N(σ(α)) = p, para cada α ∈ Gal(Q(ξn) : Q).

Proposição 1 Se α, β ∈ Z[ξn] são elementos irre-
dut́ıveis, então 〈αβ〉 = 〈α〉〈β〉.

Teorema 6 Sejam α ∈ Z[ξn] e N(α) = p. Se p é
um número primo tal que p não divide n, então α
é um elemento irredut́ıvel em Z[ξn] e p = nk + 1.

Além disso,
Z[ξn]
〈α〉

é um corpo com p elementos.

Proposição 2 Seja (G, .) um grupo ćıclico multi-
plicativo de um corpo ciclotômico Q[ξn] com pm−1
elementos, onde p = nk+1 é um número primo em
Z, k ∈ Z e m ∈ N. Se n é ı́mpar, então existe um
único subgrupo ćıclico com 2n elementos.

Proposição 3 Seja (G, .) um grupo ćıclico multi-
plicativo de um corpo ciclotômico Q[ξn] com pm−1
elementos, onde p = nk+1 é um número primo em
Z, k ∈ Z e m ∈ N. Se n é par, então existe um
único subgrupo ćıclico com n elementos.

Teorema 7 Sejam α um elemento irredut́ıvel em
Z[ξn] tal que N(α) = p = nk + 1, onde p é um
número primo ı́mpar.

1. Se n é ı́mpar, então o grupo multiplicativo do

corpo
Z[ξn]
〈α〉

contém um único subgrupo ćıclico

com 2n elementos.

2. Se n é par, então o grupo multiplicativo do cor-

po
Z[ξn]
〈α〉

contém um único subgrupo ćıclico com

n elementos.

Lema 7 Sejam n um número ı́mpar e p um número
primo ı́mpar. Se ξj

n é uma raiz 1 < d =
n

mdc(n, j)
-

ésima primitiva da unidade tal que{
N(1 + ξj

n) = pN(β) se 1 ≤ j ≤ n
N(1− ξj

n) = pN(β) se 1 ≤ j < n,

então nem N(1+ξj
n) e nem N(1−ξj

n) são divisores
de p.

Proposição 4 Se α é um elemento irredut́ıvel tal
que N(α) = p = nk+1, onde p é um número primo
ı́mpar e n é um número ı́mpar, então qualquer dois
elementos distintos estão em classes laterais distin-
tas módulo o ideal 〈α〉.

Teorema 8 Se α é um elemento irredut́ıvel em
Z[ξn] tal que N(α) = p = nk + 1 e n ı́mpar, então
podemos tomar o conjunto {±1,±ξn, . . . ,±ξn−1

n }
como sendo um conjunto completo do subgrupo
ćıclico com 2n elementos do grupo multiplicativo do

corpo
Z[ξn]
〈α〉

.

Lema 8 Sejam n um número par e p um número
primo ı́mpar. Se ξj

n é uma raiz d = 2k-ésima pri
mitiva da unidade para k ≥ 2 tal que{

N(1− ξj
n) = pN(β) se 1 ≤ j ≤ n

2
N(1 + ξj

n) = pN(β) se 1 ≤ j < n
2 ,

então nem N(1+ξj
n) e nem N(1−ξj

n) são divisores
de p.

Lema 9 Sejam n um número par e p um número
primo ı́mpar. Se ξj

n é uma raiz d = 2km-ésima
primitiva da unidade, onde k ≥ 1 e mdc(2,m) = 1
tal que{

N(1− ξj
n) = pN(β) se 1 ≤ j ≤ n

2
N(1 + ξj

n) = pN(β) se 1 ≤ j < n
2 ,

então nem N(1+ξj
n) e nem N(1−ξj

n) são divisores
de p.

Lema 10 Sejam n um número par e p um número
primo ı́mpar e ξj

n a raiz d-ésima primitiva da
unidade, onde d é um número ı́mpar tal que{

N(1− ξj
n) = pN(β) se 1 ≤ j ≤ n

2
N(1 + ξj

n) = pN(β) se 1 ≤ j < n
2 ,

então nem N(1+ξj
n) e nem N(1−ξj

n) são divisores
de p.



Teorema 9 Sejam ϕ(n) o menor inteiro positivo
tal que pϕ(n) ≡ 1 (mod n) e p um número primo
ı́mpar.

1. Se n é ı́mpar, então o grupo multiplicativo do

corpo
Z[ξn]
pZ[ξn]

contém um único subgrupo ćıclico

com 2n elementos.

2. Se n é par, então o grupo multiplicativo do cor-

po
Z[ξn]
pZ[ξn]

contém um único subgrupo ćıclico

com n elementos.

Lema 11 Sejam ϕ(n) o menor inteiro tal que
pϕ(n) ≡ 1 (mod n), p número primo ı́mpar e n um
número ı́mpar. Se ξj

n é uma raiz n-ésima primitiva
da unidade, então

N(1− ξj
n) = 2ϕ(n) sin2(

πjj1
n

) . . . sin2(
πjjϕ(n)

n
),

para 1 ≤ j < 2n.

Lema 12 Sejam ϕ(n) o menor inteiro tal que
pϕ(n) ≡ 1 (mod n), p número primo ı́mpar e n um
número ı́mpar. Se ξj

n é uma raiz n-ésima primitiva
da unidade, então

N(1 + ξj
n) = 2ϕ(n) cos2(

πjj1
n

) . . . cos2(
πjjϕ(n)

n
),

para 1 ≤ j < 2n.

Proposição 5 Se ϕ(n) é o menor inteiro tal que
pϕ(n) ≡ 1 (mod n), onde p é um número primo
ı́mpar e n é um número ı́mpar, então quaisquer dois
elementos distintos estão em classes laterais distin-
tas módulo o ideal 〈p〉 em Z[ξn].

Teorema 10 Sejam ϕ(n) o menor inteiro tal
que pϕ(n) ≡ 1 (mod n) e p um primo ı́mpar.
Se n é ı́mpar, então podemos tomar o conjun-
to {±1,±ξn, . . . ,±ξn−1

n } como sendo um conjunto
completo do subgrupo ćıclico com 2n elementos do

grupo multiplicativo do corpo
Z[ξn]
pZ[ξn]

.

Observação 2 Se n for par, os Lemas 11, 12 e a
Proposição 5 também são válidas, com a ressalva
que j varia de 1 a n, para N(1 ± ξj

n), onde ξj
n é

uma raiz n-ésima primitiva da unidade.

Teorema 11 Sejam ϕ(n) o menor inteiro tal que
pϕ(n) ≡ 1 (mod n) e p um primo ı́mpar. Se n é par,
então podemos tomar o conjunto {1, ξn, . . . , ξn−1

n }
como sendo um conjunto completo do subgrupo
ćıclico com n elementos do grupo multiplicativo do

corpo
Z[ξn]
pZ[ξn]

.

Teorema 12 Se ϕ(n) é o menor inteiro tal que
2ϕ(n) ≡ 1 (mod n), então o grupo multiplica-

tivo do corpo
Z[ξn]
2Z[ξn]

contém um único subgrupo

ćıclico com n elementos. Além disso, o conjun-
to {1, ξn, . . . , ξn−1

n } é um conjunto completo do
subgrupo ćıclico do grupo multiplicativo do corpo
Z[ξn]
2Z[ξn]

.

3 Decomposição em corpos ci-
clotômicos

Nesta seção, apresentamos especificamente a de-
composição de ideais nos corpos ciclotômicos.

Teorema 13 (Lema de Kummer) Seja A um anel
de Dedekind com corpo quociente K. Seja L uma ex-
tensão finita separável de K. Seja OL o fecho inte-
gral de A em L e assuma que OL = A[α] para algum
elemento α. Sejam m(x) o polinômio irredut́ıvel de
α sobre K e P um ideal primo de A. Se m̄(x) é a
redução de m(x) e se m̄(x) = µ̄1(x)e1 . . . µ̄r(x)er é
a fatoração de m̄(x) em potências de fatores irre-

dut́ıveis sobre Ā =
A

P
, com coeficiente dominante

1, então
POL = Be1

1 . . .Ber
r

é a fatoração de P em OL, de modo que ei é o ı́ndice
de ramificação de Bi sobre P e que

Bi = POL + µi(α)OL,

onde µi(x) ∈ A[x] é um polinômio com coeficiente
dominante 1 cuja redução módulo P é µ̄i(x).

Teorema 14 Se K é um corpo de números, então
um ideal primo pZ de Z se ramifica em K se, e
somente se, p divide DK.

Decorre deste resultado que existe apenas um
número finito de ideais primos de Z que se rami-
ficam em K.

Lema 13 Sejam m = ϕ(n), p um número primo e
On(p) ordem de p módulo n. Se p não divide n,
então pZ[ξn] se decompõe em

m

On(p)
ideais primos

distintos de Z[ξn].

Exemplo 1 Sejam OK = Z[ξ15] o anel de inteiros
algébricos de K = Q(ξ15) e m(x) = x8 − x7 + x5 −
x4 +x3−x+1 o polinômio minimal de ξ15 sobre Q.
Vamos obter a fatoração de 3OK. Como m(x) ≡
(x4 + x3 + x2 + x + 1)2 (mod Z3[x]), temos que
g = 1, µ̄1(x) = x4 + x3 + x2 + x + 1, e1 = 2 e
f1 = gr(µ̄1(x)) = 4. Assim, segue que P1 = 3OK +
(ξ4

15 +ξ3
15 +ξ2

15 +ξ15 +1)OK. Portanto, 3OK = P2
1 é

o único ideal primo de OK acima de 3Z com norma
34. Note que neste caso, 3Z se ramifica em K, mas
não é totalmente ramificado em K.

Pelo Lema 13 e considerando
m

on(p)
> 1, temos

que a menor decomposição posśıvel do ideal pZ[ξn]



em produto de ideais primos distintos de Z[ξn]
ocorre primeiramente em n = 3 e p ≡ 1 (mod 3),
pois pZ[ξ3] se decompõem em dois ideais primos dis-
tintos de Z[ξ3]. Por exemplo, pelo Lema de Kum-
mer, a fatoração do ideal 13Z[ξ3], como 13 ≡ 1
(mod 3) e o polinômio minimal de ξ3 sobre Q é
x2 + x + 1, temos que x2 + x + 1 ≡ (x + 4)(x + 10)
(mod Z13[x]), g = 2, µ̄1(x) = x+4, µ̄2(x) = x+10,
e1 = e2 = f1 = f2 = 1. Assim, 13Z[ξ3] = P1P2,
onde P1 = 13Z[ξ3] + (ξ3 + 4)Z[ξ3] e P2 = 13Z[ξ3] +
(ξ3 + 10)Z[ξ3].

Agora, sejam K ⊆ L corpos de números com L
uma extensão galoisiana de K de grau n. Veremos
que em uma extensão galoisiana a decomposição de
um ideal em OL, dado como no Lema de Kummer,
assume certas caracteŕısticas particulares. Seja G o
grupo de Galois de L sobre K. Se G for um grupo
abeliano diremos que L é uma extensão abeliana
de K. Decorre do Teorema 4, que toda extensão
ciclotômica de K é abeliana, e em particular, todo
subcorpo de um corpo ciclotômico é uma extensão
abeliana de Q. Reciprocamente, se K é uma ex-
tensão abeliana de Q, então existe um inteiro n tal
que K ⊂ Q(ξn). Este resultado é conhecido como
Teorema de Kronecker-Weber.

Sejam OK e calOL os anéis de inteiros de K e L,
respectivamente. Se α ∈ OL, então aplicando σ ∈ G
na equação de dependência inteira de α sobre OK
temos que σ(α) ∈ OL, isto é, σ(OL) = OL, para
todo σ ∈ G, onde G é o grupo de Galois de L sobre
K. Por outro lado, se P é um ideal primo de OK e
Q é um ideal primo de OL tal que Q contém POL.
Assim, Q ∩ OK = P, então σ(Q) ∩ OK = P, para
todo σ ∈ G, ou seja, σ(Q) contém POL e tem o
mesmo expoente de Q. Neste caso, dizemos Q e
Q′

= σ(Q) são ideais primos conjugados contidos
em OL.

Proposição 6 Se P é um ideal primo em OK,
então os ideais primos Pi de OL acima de P são
dois a dois conjugados, têm o mesmo grau residu-
al f e o mesmo ı́ndice de ramificação e. Portanto,

POL =

(
g∏

i=1

Pi

)e

e n = efg.

Seja F = Fph um corpo finito de ordem ph, onde
p é um número primo. O conjunto F∗ das unidades
de F é um grupo ćıclico de ordem ph−1 e para cada
m | ph − 1 existe ϕ(m) ráızes m-ésima primitiva da
unidade em F∗. Além disso, temos que pj−1 divide
pk − 1 se, e somente se, j divide k.

Definição 5 Dizemos que a ordem de p módulo m
é h se ph ≡ 1 (mod m) e pj 6≡ 1 (mod m) para todo
j = 1, 2, . . . , h− 1.

Lema 14 Uma raiz m-ésima primitiva da unidade
ξm gera F se, e somente se, a ordem de p módulo
m é h.

Segue do Lema 14 que se ξm é uma raiz m-ésima
primitiva da unidade, então F = Z(ξm). Agora, se
ξn é uma raiz n-ésima primitiva da unidade, onde

n = pem, e ≥ 0, então Z[ξn] = {
ϕ(n)−1∑

i=0

aiξ
i
n, ai ∈

Z}, e portanto, os elementos
ϕ(n)−1∑

i=0

aiξ
i
n estão em

bijeção com as sequências de elementos inteiros
(a0, a1, . . . , aϕ(n)−1).

Além disso, temos, pela Proposição 6, que o ide-
al pZ[ξn] = (P1P2 . . .Pr)ϕ(pe), onde P1, . . . ,Pr são
ideais primos distintos de Z[ξn] tais que Pi ∩ Z =

< p >, ϕ(m) = hr e
Z[ξn]
Pi

' Zp [ξm] = F, para

todo i = 1, . . . , r, onde o isomorfismo aplica ξn em
ξ̄n = ξm. Assim, cada elemento de F é escrito como
ā = a + Pi onde a ∈ Z[ξn].

Se n = 4 temos que Z[ξ4] é o anel dos inteiros
Gaussianos Z[i]. Logo, p ≡ 1 (mod 4). Note que, o

ideal primo P tal que
Z[i]
P

' Zp é o ideal principal

gerado por a + bi com a2 + b2 = p.

4 Códigos e decodificação via
corpos ciclôtomicos

Nesta Seção, veremos o conceito de códigos via os
corpos ciclôtomicos e introduzimos alguns resulta-
dos que serão necessários para a construção do al-
goritmo de decodificação desses códigos.

Teorema 15 Seja α um elemento irredut́ıvel em
Z[ξn] tal que N(α) = p = nk+1. Se p é um número
primo, então Tp = {0, 1, . . . , p − 1} é isomorfo ao

corpo
Z
〈α〉

.

Teorema 16 Seja ϕ(n) o menor inteiro positivo
tal que pϕ(n) ≡ 1 (mod n). Se p é um número
primo ı́mpar, então Tpϕ(n) = {a0 + a1ξn + . . . +
aϕ(n)−1ξ

ϕ(n)−1
n : |aj | ≤ (p−1)

2 , j = 0, 1, . . . , ϕ(n)−1}
é um conjunto completo das classes laterais do cor-

po
Z[ξn]
pZ[ξn]

.

Teorema 17 Seja ϕ(n) o menor inteiro positivo
tal que 2ϕ(n) ≡ 1 (mod n). Se p é um número
primo ı́mpar, então T2ϕ(n) = {a0 + a1ξn + . . . +
aϕ(n)−1ξ

ϕ(n)−1
n : 0 ≤ |aj | ≤ 1, j = 0, 1, . . . , ϕ(n)−1}

é um conjunto completo das classes laterais do cor-

po
Z[ξn]
2Z[ξn]

.

Proposição 7 Sejam w(−) uma função peso con-
secutiva num corpo finito F = Z(ξm) e d(−,−)
a distância em Fl induzida pela função peso. Se
C ⊂ Fl é um código com distância mı́nima dw > 0,
então C é um código corretor de t w-erros, mas não
um código corretor de (t + 1) w-erros.



Corolário 3 Se a distância mı́nima de Mannheim
de um código C sobre F = Zp[ξm] é dw̄, então a
capacidade de correção de erros de Mannheim do
código C é [dw̄−1

2 ].

Proposição 8 Sejam α um gerador do grupo mul-
tiplicativo F∗ e ph−1 = lk. Se C é um código linear
com matriz controle de paridade dada por

H =
(

1 α . . . αl−1
)
,

então C pode corrigir um erro que pertence a
{1, αl, α2l, . . . , α(k−1)l}.

Observação 3 Se tomarmos n = m = 4 e p ≡ 1
(mod 4), então obtemos um código linear sobre o
anel de inteiros Gaussianos, que corrige um erro
de Mannheim. Este resultado é o mesmo que for
obtido por Hubber, mesmo que os conceitos do peso
de Mannheim sejam definidos de forma diferente.

Agora, consideremos os seguintes conjuntos A =
{3, 4, 5, 7, 8, 9, 11, 12, 13, 15, 16, 17, 19, 20, 21, 24, 25,
27, 28, 32, 33, 35, 36, 40, 44, 45, 48, 60, 84}, e

An =
{
{1, ξn, . . . , ξn−1

n } se n par
{±1,±ξn, . . . ,±ξn−1

n } se n ı́mpar.
Sejam α um elemento irredut́ıvel em Z[ξn] tal que
N(α) = ph, onde p não divide n, n ∈ A e h = 1 ou
h = ϕ(n). Seja o conjunto Tph como nos Teoremas
15, 16 e 17. Fazendo analogia deste conjunto

como sendo o grupo multiplicativo do corpo
Z[ξn]
〈α〉

,

por esses Teoremas, segue que existe um único
subconjunto Sn ⊂ Tpn tal que cada elemento em Sn

está na mesma classe lateral de algum elemento do
conjunto An módulo o ideal 〈α〉. Assim, obtemos a
seguinte definição:

Definição 6 O conjunto completo da classe lateral

do corpo
Z[ξn]
〈α〉

, é definido como

Rn
ph = {a− [

a

α
]α : a ∈ Tph − Sn} ∪An,

onde [ a
α ] ∈ Z[ξn], Sn, An e Tph são definidos como

anteriormente.

Definição 7 Um código linear C de comprimento

l =


ph−1

n se p é primo ı́mpar e n par
ph−1
2n se p é primo ı́mpar e n ı́mpar

2ϕ(n)−1−1
n se p = 2 e h = ϕ(n),

sobre Rn
ph e Rn

2ϕ(n) , repectivamente, para os primos
ı́mpares e para p = 2, é definido como sendo o con-
junto das palavras-códigos (α0, α1, . . . , αl−1), onde
os αi ∈ Rn

ph ou Rn
2ϕ(n) são tais que

α0 + α1β + . . . + αl−1β
l−1 = 0,

sendo β um elemento primitivo do corpo
Z[ξn]
〈α〉

.

Observação 4 A matriz controle de paridade H do
código C é dada por

H =
(

1 β . . . βl−1
)

e a matriz geradora do código C é dada por

G =


−β 1 . . . 0
−β2 0 . . . 0

...
...

. . .
...

−βl−1 0 . . . 1

 .

Teorema 18 Se p é um número primo e se n é um
número par, então o código linear C de comprimen-
to l = ph−1

n sobre Rn
ph é capaz de corrigir um erro

com valores em {1, ξn, . . . , ξn−1
n }.

Teorema 19 Se p é um número primo ı́mpar e se
n é um número ı́mpar, então o código linear C de
comprimento l = ph−1

n sobre Rn
ph é capaz de corrigir

um erro com valores em {±1,±ξn, . . . ,±ξn−1
n }.

Teorema 20 O código linear C de comprimento
l = 2ϕ(n)−1−1

n sobre Rn
2ϕ(n) é capaz de corrigir um

erro com valores em {1, ξn, . . . , ξn−1
n }.

Para um código linear C de comprimento l =
ph−1

n sobre Rn
ph ou de comprimento l = 2ϕ(n)−1−1

n
sobre Rn

2ϕ(n) , temos que o algoritmo de decodifi-
cação é dado por:

1. Calcule a śındrome S = Hrt.

2. A localização e a magnitude do erro são dadas,
respectivamente, por L = logβ(S) ≡ j (mod l)
e u = Sβ−j , para 0 ≤ j ≤ l − 1.

3. A palavra transmitida é dado por c = r − e,
onde r é a palavra recebida e e é o erro trans-
mitido.

Exemplo 2 Seja p = 97 = 16×6+1, onde n = 16.
O elemento irredut́ıvel α tal que N(α) = p = 97 é
α = 1 + 2ξ16 + ξ2

16 + ξ3
16. Como p é primo ı́mpar

e n é par, segue que A16 = {1, ξ16, . . . , ξ
5
16}. Logo,

o código linear C tem comprimento l = ph−1
n =

97−1
16 = 6, sendo h = 1 sobre R16

97. Temos que
β = 5 − [ 5

1+2ξ16+ξ2
16+ξ3

16
](1 + 2ξ16 + ξ2

16 + ξ3
16) =

1 + ξ3
16 − ξ5

16 é um elemento primitivo do corpo
Z[ξ16]

〈1 + 2ξ16 + ξ2
16 + ξ3

16〉
, onde 5 é um elemento prim-

itivo do corpo
Z
〈97〉

. Logo, o conjunto R16
97 consiste

de todos os elementos a0 + a1ξ16 + . . . + a7ξ
7
16 com

ai ∈ Z, para i = 0, 1, . . . , 7, expressados na forma
vetorial. Assim, β = 1 + ξ3

16 − ξ5
16, pode ser escrito

como β = (1, 0, 0, 1, 0,−1, 0). A matriz verificação
de paridade H e a matriz geradora G, são dadas,



respectivamente, por

H =
(

1 β . . . β5
)

G =


−β 1 . . . 0
−β2 0 . . . 0

...
...

. . .
...

−βl−1 0 . . . 1

 .

Exemplo 3 Pelo Exemplo 2, para transmitir
sinais de dimensão 8, consideremos

α1 = (−1, 0, 1, 0,−1, 0, 0, 0) = −1 + ξ2
16 − ξ4

16

= β11

α2 = (1, 0,−1, 0, 0,−1, 0, 0) = 1− ξ2
16 − ξ5

16

= β43

α3 = (0, 0, 0, 0, 0,−1,−1,−1) = −ξ5
16 − ξ6

16 − ξ7
16

= β75

α4 = (−1, 0, 0,−1, 0, 1, 0, 0) = −1− ξ3
16 + ξ5

16

= β49

α5 = (−1,−1,−1, 0, 0, 0, 0, 0) = −1− ξ16 − ξ2
16

= β81.

Assim, α0 +α1β +α2β
2 +α3β

3 +α4β
4 +α5β

5 = 0,
e portanto

α0 = −α1β − α2β
2 − α3β

3 − α4β
4 − α5β

5

= −β11β − β43β2 − β75β3 − β49β4 − β81β5

= −β12 − β45 − β78 − β53 − β86

= β21.

Exemplo 4 Considerando o mesmo elemento
primitivo do Exemplo 2, suponhamos que ocorra um
erro dado por e = β12 = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0) = ξ6

16.
Seja o vetor recebido dado por r =
((0, 0,−1,−1,−1, 0, 0, 0), (−1, 0, 1, 0,−1, 0, 0, 0),
(1, 0,−1, 0, 0,−1, 0, 0), (0, 0, 0, 0, 0,−1, 0,−1),
(−1, 0, 0,−1, 0, 1, 0, 0), (−1,−1,−1, 0, 0, 0, 0, 0)) =
(β21, β11, β43, ?, β49, β81). Aplicando o algoritmo
de decodificação, temos que:

1. A śındrome é dada por s = HrT = β15.

2. A localização e a magnitude do erro são dadas,
respectivamente, por L = 15 ≡ j (mod l), onde
l = 6, assim, j = 3 e u = βLβ−j = β15β−3 =
β12 = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0) = ξ6

16.
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[6] T. P. Nóbrega Neto; O. M. Favareto; J. C.
Interlando; R. Palazzo Jr, “Lattice Constel-
lations and Codes from Quadratic Number
Fields”, IEEE Trans. Inform. Theory, Vol. 47,
pp. 1514− 1527, May 2001.

[7] P. Samuel, Algebraic Theory of Numbers, Her-
man, Paris, 1967.

[8] L. C. Washington, Introduction to Cyclotom-
ic Fields, GTM vol. 83, Springer-Verlag, New
York, 1982.


