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Resumo

O objetivo deste trabalho é o estudo teórico do
comportamento dinâmico de um eixo rotor flex́ıvel,
modelado segundo a teoria de Euler-Bernoulli, com
condições de contorno genéricas e desacopladas. O
estudo é feito no próprio espaço f́ısico, ou seja, sem
redução ao espaço de estado, utilizando-se uma for-
mulação evolutiva. Para tanto, é utilizada a base
dinâmica gerada pela resposta impulso ou solução
fundamental. Eixos rotores flex́ıveis, assim como
discos ŕıgidos, suportes (mancais) e engrenagens,
são componentes de sistemas rotativos os quais têm
ampla aplicação na área industrial tais como, mo-
tores de combustão interna, turbo geradores, com-
pressores centŕıfugos e rećıprocos com a finalidade
de transmitir potência, turbinas a gás e a vapor,
fresadeiras, máquinas de moagem e máquinas reti-
ficadoras. Do ponto de vista prático pode-se citar as
turbinas, presentes em aeronaves supersônicas com
o objetivo de propulsão ou nas hidrelétricas com
a finalidade de gerar energia elétrica. Mais geral-
mente, o termo rotor é usado para designar os com-
ponentes rotativos em turbomáquinas [12].
Considerando o eixo isotrópico, regime elástico e
deslocamentos infinitesimais, do balanço de forças
obtém-se as equações do movimento [1], [13]

MÜ(t, z) +GU̇(t, z) +KU(t, z) = f(t, z)

U(0, z) = U0(z) e U̇(0, z) = U̇0(z)
(1)

sujeita as condições de contorno genéricas

BiU =
3∑

k=0

(
AikU(k)(t, 0) + BikU(k)(t, L)

)
=

= zi(t) i = 1 : 4
(2)

com Aik e Bik matrizes diagonais e onde os ele-
mentos das matrizes, massa, giroscópica e rigidez,

dadas por

M =

[
ρA− ρI d2

dz2 0
0 ρA− ρI d2

dz2

]

G =

[
0 −2ρIΩ d2

dz2

2ρIΩ d2

dz2

]

K =

[
EI d4

dz4 0
0 EI d4

dz4

]

são operadores diferenciais espaciais atuando sobre
funções que satisfazem certas condições contorno.
Os parâmetros f́ısicos considerados no problema são

• ρ - densidade volumétrica - (kg/m3)

• A - área da seção transversal - (m2)

• I - momento de inércia de área - (m4)

• Ω - a velocidade de rotação do eixo - (rd/s)

• fx(t, z) e fy(t, z) - forças externas - (N)

• E - módulo de Young - (N/m2)

• L - comprimento do eixo - (m)

Os vetores, deslocamento transversal e força
externa são dados, respectivamente, por

U(t, z) =
[
u(t, z)
v(t, z)

]
e F =

[
fx(t, z)
fy(t, z)

]

A solução de (1), em termos do operador resposta
impulso h(t), é dada por [2], [4], [7]

U(t, z) = h0(t)U0(z)+h1(t)U̇0(z)+
∫ t

0

h(t−τ)f(τ)dτ

(3)
onde h0(t) e h1(t) são definidos como

h0(t) = ḣ(t)M+ h(t)G (4)

e
h1(t) = h(t)M (5)



O operador resposta impulso h(t) atua sobre
funções espaciais Φ = Φ(z) da seguinte forma

h(t)Φ =
∫ L

0

h(t, z, ξ)Φ(ξ)dξ (6)

onde h(t, z, ξ) é dita função de Green temporal.
Dáı segue que o operador ḣ(t) é definido como

ḣ(t)Φ =
∫ L

0

ḣ(t, z, ξ)Φ(ξ)dξ (7)

Além disso

U0(z) =
[
u0(z)
v0(z)

]
e U̇0(z) =

[
u̇0(z)
v̇0(z)

]

onde U0(z) = U0(0, z) e U̇0(z) = U̇0(0, z) são as
condições iniciais do problema e F(t)(z) = F(t, z).
Aplicando-se o método operacional ao problema (1)
decorre o problema de contorno espacial

[
Ms2 +Gs +K

]
Ũ(s, z) =

= F̃(s, z) + [Ms +G]U0(z) +MU̇0(z)
(8)

sujeita as condições de contorno

BiŨ = 0 i = 1, . . . , 4 (9)

onde

Ũ(z, s) =
[
ũ(s, z)
ṽ(s, z)

]
e F̃(s, z) =

[
f̃x(s, z)
f̃y(s, z)

]

são os vetores, deslocamento do eixo composto pelas
transformadas de Laplace dos seus deslocamentos
transversais e força composto pelas transformadas
de Laplace das forças externas aplicadas ao eixo.
Utilizando Cramer, o problema de contorno espa-
cial composto pela equação (8) e as condições de
contorno (9) é desacoplado em dois problemas de
contorno espaciais . Utilizando uma adequada mu-
dança de variável, obtém-se uma fórmula fechada
para a resposta em freqüência em termos da função
de Green espacial. É feito um estudo sobre as ve-
locidades cŕıticas, relacionadas com o problema de
autovalor, e a resposta ao desbalanço para os casos
biapoiado e fixo apoiado [1].
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de Sistemas Rotativos com o uso da Base
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