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1 Introdução

Neste trabalho será discutido a solvabilidade,
comportamento assintótico e análise numérica da
seguinte equação.

utt(x, t)− µ(t)uxx(x, t) = 0 ∀ (x, t) ∈ (0, 1)× IR+

u(0, t) = 0, ∀t ∈ IR+

u(1, t) +
∫ t

0

g(t− s)µ(s)ux(1, s)ds = 0, (1.1)

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x) ∀x ∈ (0, 1).

A integral em (1.1) é a condição de fronteira
que inclui o efeito de memória que do ponto
de vista f́ısico representa o efeito causado pelo
contato da extremidade x = 1 com algum material
viscolelástico. A função u denotará a ampli-
tude da onda e g, a função de relaxamento. A
função µ(t) representa a raiz quadrada da ve-
locidade de propagação da onda e é uma função
de W 1,∞

loc (0,∞; IR), satisfazendo µ(t) ≥ µ0 > 0 e
µ′(t) ≤ 0 para todo t ≥ 0.

Em [1] Ciarletta estabeleceu teoremas de ex-
istência, unicidade e estabilidade assintótica para
o modelo linear da condução do calor. Neste caso,
a condição de memória descreve uma fronteira que
pode absorver calor e reter parte dele. Em [3]
Fabrizio & Morro consideraram um modelo eletro-
magnético linear como condição de fronteira tipo
memória e mostraram existência, unicidade e com-
portamento assintótico da solução. Rivera & An-
drade [2] consideraram uma equação da onda não
linear com uma condição de fronteira viscoelástico,
sendo provada a existência e unicidade de solução
forte global para pequenas pertubações ou seja, com
condições iniciais (u0, u1) com normas pequenas em
H2 ×H1.
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2 Existência e Regularidade

A seguir será enunciado o teorema referente a ex-
istência da solução dos sistema (1.1). Para isso, será
necessário algumas notações. Denotamos por V o
espaço de Hilbert

V = {v ∈ H1(0, 1); v(0) = 0}

com a norma

‖v‖ =
( ∫ 1

0

|dv
dx
|2dx

)1/2

.

Essa norma é equivalente à norma em H1(0, 1).
E, D(Ω) o espaço das funções infinitamente dife-
renciáveis, com suporte em Ω, sendo Ω ⊂ IRn.

Teorema 2.1 Seja (u0, u1) ∈ V × L2(0, 1), então
existe uma única solução de (1.1) satisfazendo

u ∈ C([0, T ];V ) ∩ C1([0, T ];L2(0, 1)).

Além disso, se (u0, u1) ∈ H2(0, 1)∩V ×V e satisfaz
a condição de compatibilidade

µ(0)u0,x(1) = −τu1(1),

então, u ∈ C([0, T ];H2(0, 1) ∩ V ) ∩ C1([0, T ];V ).

Demonstração:
Existência- A demonstração é baseada no método
de aproximação de Faedo-Galerkin. Seja (u0, u1) ∈
[H2(0, 1) ∩ V ]× V satisfazendo a condição de com-
patibilidade. Seja {wi}i∈IN uma base de V ∩H2(0, 1)
a qual é ortonormal em V, e por Vm representa-se
o subespaço gerado pelos m primeiros vetores dessa
base.

Vm = [w1, w2, . . . , wm]

Procura-se funções um(t) ∈ Vm, tais que

um(t) =
m∑

i=1

him(t)wj

O problema aproximado é dado pela seguinte
equação:



(um
tt , wi) + µ(t)((um, wi)) =

−τ{um
t (1, t) + k(0)um(1, t)− k(t)um

0 (1)+

k ∗ um(1, t)}wi(1)

um
0 =

m∑
i=1

αi0wi , um
1 =

∑
i0

βi0wi

sendo que,

um
0 −→ u0, forte em V ∩H2(0, 1),
um

1 −→ u1, forte em V.

Assim, obtém-se um sistema de equações diferen-
ciais ordinárias, o qual tem uma solução em um
intervalo [0, tm).
Estimativa a priori I- Substituindo v por um(t) e
usando as propriedades das funções k e µ, otemos:

(um) é limitada em L∞(0, T ;V )
(um

t ) é limitada em L∞(0, T ;L2(0, 1))

Estimativa a priori II- O objetivo é estimar o termo∫ 1

0

|um
tt |2. Para isso, primeiramente, estima-se o

termo
∫ 1

0

|um
tt (0)|2. Fazendo t→ 0, segue

|um
tt (0)|2L2 − µ(0)(um

xx(0)um
tt (0))+

µ(0)um
0,x(1)um

tt (1, 0)= {−τum
1 (1)− τk(0)um

0 (1)

um
tt (1, 0) + τk(0)um

0 (1)}um
tt (1, 0)

usando a equação de compatibilidade e a desigual-
dade de Cauchy-Schwarz, vem que

|um
tt (0)|L2 ≤M

Diferenciando o problema aproximado e substi-
tuindo v por um

tt , obtém-se:

(um) limitada em L∞(0, T ;V )
(um

t ) limitada em L∞(0, T ;L2(1, 0))
(um

xt) limitada em L∞(0, T ;L2(0, 1))
(um

tt ) limitada em L∞(0, T ;L2(0, 1))
(um

t (1, t)) limitada em L2(0, T )

Pelo Teorema de Banach-Bourbaki existe uma sub-
sequência que representa-se por um, tal que

um ∗
⇀ u em L∞(0, T ;V )

um
t

∗
⇀ ut em L∞(0, T ;V )

um
tt

∗
⇀ utt em L∞(0, T ;L2(0, 1))

um
t (1, t) ⇀ ut(1, t) em L2(0, T ).

Além disso, segue das convergências acima que u ∈
C(0, T ;V ) e ut ∈ C(0, T ;L2(0, 1)). Dáı segue, que∫ T

0

{(utt, v) + µ(t)((u, v)) + τ [ut(1, t)k(0)u(1, t)

−k(t)u0(1) + k′ ∗ u(1, t)]v(1)}θdt = 0

para todo v ∈ Vm e θ ∈ D(0, T ). Como Vm é denso
em V ∩ H2(0, 1) a igualdade acima é válida para
todo v ∈ V ∩H2(0, 1). Considera-se v ∈ D(0, 1) ⊂
V ∩H2(0, 1), resulta que:∫

Q

[utt − µ(t)uxx] vθdx = 0 ∀ v ∈ D(0, 1), θ ∈ D(0, T )

sendo Q = (0, 1) × (0, T ). Como o conjunto das
combinações lineares vθ é total em D(Q) segue que
a igualdade acima é válida para toda ψ ∈ D(Q), ou
seja.∫

Q

(utt − µ(t)uxx)ψdx = 0 ∀ψ ∈ D(Q)

Em termos de distribuições, temos:

< utt − µ(t)uxx, ψ >= 0 ∀ψ ∈ D(Q)

Como utt ∈ L∞(0, T ;L2(0, 1)) segue que uxx ∈
L∞(0, T ;L2(0, 1)). Desta forma, tem-se

utt − µ(t)uxx = 0 q.s em Q

Multiplicando a igualdade acima por vθ com v ∈
V ∩ H2(0, 1) e θ ∈ D(0, T ) e, integrando em Q,
resulta que∫ T

0

{[µ(t)ux(1, t)+τ(ut(1, t)+k∗ut(1, t))]v(1)}θdt = 0

∀θ ∈ D(0, T ). Pelo lema de DuBois-Reymond segue
que

{µ(t)ux(1, t) + τ [ut(1, t) + k ∗ ut(1, t)]}v(1) = 0

tomando v(x) = x segue que

µ(t)ux(1, t) = −τ{ut(1, t) + k ∗ ut(1, t)}

usando o operador inverso de Volterra vem que

u(1, t) +
∫ t

0

g(t− s)µ(s)ux(1, s)ds = 0 ∀t ∈ (0, T )

Por argumentos standart demonstra-se que a
função u satisfaz as condições iniciais.
Assim, fica mostrada a existência da solução de
(1.1).

Unicidade- Para unicidade da solução usa-se
o método da energia. Supõe-se, inicialmente, que
existam duas funções u, v soluções de (1.1). Desta
forma, a função w = u − v é solução da seguinte
equação.

wtt − µ(t)wxx = 0 em (0, 1)× (0,∞)
w(0, t) = 0,
w(1, t) +

∫ t

0
g(t− s)µ(s)wx(1, s)ds = 0, ∀t > 0

w(x, 0) = 0, wt(x, 0) = 0 em (0,1)



Multiplicando a primeira equação por wt, inte-
grando em (0, 1) e, usando as condições iniciais
segue a seguinte igualdade.

|wt|2L2 +µ(t)|wx|2L2 +τ(k(t)|w(1, t)|2−k′u(1, t)) = 0

ou seja, |w|L2 = 0 donde segue que w = 0. Dáı, vem
que

u = v

Existência de solução fraca- Para isso, será
usado o argumento de densidade. Seja (u0, u1) ∈
V × L2(0, 1). Desta forma existe (um

0 , u
m
1 ) ∈ [V ∩

H2(0, 1)]× V tal que:

um
0 → u0 forte em V
um

1 → u1 forte em L2(0, 1).

Assim, obtém-se uma sequência (um) de soluções
(1.1) satisfazendo:

(um) é limitada em L∞(0, T ;V )
(um

t ) é limitada em L∞(0, T ;L2(0, 1))
(um

t (1, t)) é limitada em L2(0, T )

Desta forma, existe uma subsequência, represen-
tada ainda por (um), satisfazendo:

um ∗
⇀ u em L∞(0, T ;V )

um
t

∗
⇀ ut em L∞(0, T ;L2(0, 1))

um
t (1, t) ⇀ ut(1, t) em L2(0, T )

Dáı usa-se alguns lemas da compacidade e os Teo-
remas: Convergência Dominada de Lebesgue e
Aubin-Lions. Desta forma, temos:

−
∫ T

0

(ut, v)θ′dt+
∫ T

0

µ(t)((u, v))θdt+

τ

∫ T

0

{ut(1, t) + k(0)u(1, t)− k(t)u0(1)+

k′ ∗ u(1, t)}v(1)θdt = 0

Além disso, para u, tem-se

u(1, t) +
∫ t

0

g(t− s)µ(s)ux(1, s)ds = 0.

As condições iniciais também são satisfeitas por u.
Mostrando assim, a existência da solução fraca de
(1.1).

Unicidade- Para a demonstração da unici-
dade será usado o método de Visik-Ladyzhenskaya.
Supõe-se que u1, u2 seja soluções de (1.1).
Considera-se a função w(t) = u1(t) − u2(t) com
condições iniciais.

w(0) = 0, wt(0) = 0.

E a seguinte função

ψ(t) =

∣∣∣∣∣∣ −
∫ s

t

w(σ)dσ, para 0 ≤ t ≤ s

0 , para s ≤ t ≤ T

Pela regularidade de w segue que ψ ∈ L2(0, T ;V ).

Definindo w1(ξ) =
∫ ξ

0

w(τ)dτ, obtém-se:

ψ(t) = w1(t)− w1(s)

Usando estimativas convenientes mostra-se

w = 0 ∀t ∈ [0, T ]

Donde segue a unicidade da solução.

3 Análise Assintótica

No estudo do decaimento exponencial e polinomial
nosso resultado está resumido nos dois teoremas a
seguir.
Para a demonstração do decaimento exponencialda
solução considera-se a seguinte hipótese, sobre o
núcleo resolvente k :

0 < k(t) ≤ b0e
−γ0t,

−b1k(t) ≤ k′(t) ≤ −b2k(t), (3.1)

−b3k′(t) ≤ k′′(t) ≤ −b4k′(t).

Sendo bi, i = 0, 1, . . . , 4, e γ0 algumas constantes
positivas.

Teorema 3.1 Considere (u0, u1) ∈ V × L2(0, 1) e
que o núcleo resolvente k satisfaça (3.1). Então,
existem constantes positivas α1 e γ2 tal que

E(t) ≤ α1e
−γ2tE(0), ∀t ≥ 0.

Demonstração: Ver [4].

Para o decaimento polinomial considera-se as
seguintes hipóteses

0 < k(t) ≤ b0(1 + t)−p,

−b1k(t)
p+1

p ≤ k′(t) ≤ −b2k(t)
p+1

p , (3.2)

−b3k′(t)
p+2
p+1 ≤ k′′(t) ≤ −b4k′(t)

p+2
p+1

sendo p > 1 e bi, i = 0, 1, . . . , 4, são constantes
positivas.

Teorema 3.2 Sejam (u0, u1) ∈ V × L2(0, 1) e que
o núcleo resolvente k satisfaça (3.2). Então, existe
uma constante positiva c tal que

E(t) ≤ c

(1 + t)p+1
E(0)

Demonstração: Ver [4].



4 Análise Numérica

Nesta seção será feita a análise numérica para a
obtenção da solução numérica de (1.1). Para isso
será usado o método de elementos finitos. Em ter-
mos de notação usa-se · = d

dt
e ′ =

d

dx
. Desta forma

(1.1) torna-se.

ü(x, t)− µ(t)u′′(x, t) = 0
u(0, t) = 0

u(1, t) +
∫ t

0

g(t− s)µ(s)u′(1, s)ds = 0

u(x, 0) = u0(x) u̇(x, 0) = u1(x)

O método de Galerkin consiste em encontrar uma
solução para o problema aproximado e fazer a pas-
sagem ao limite para isso multiplica-se a equação
por v(x) ∈ V e integra-se em (0,1).

∫ 1

0

ü(x, t)x(x) dx− µ(t)
∫ 1

0

u′′(x, t)v(x) dx = 0

u(0, t) = 0

u(1, t) +
∫ t

0

g(t− s)µ(s)u′(1, s)ds = 0∫ 1

0

u(x, 0)v(x) dx =
∫ 1

0

u0(x)v(x) dx∫ 1

0

u̇(x, 0)v(x) dx =
∫ 1

0

u1(x)v(x) dx

Integrando segue que

∫ 1

0

ü(x, t)x(x) dx− µ(t)u′(1, t)v(1)+

µ(t)
∫ 1

0

u′(x, t)v(x) dx = 0

u(0, t) = 0

u(1, t) +
∫ t

0

g(t− s)µ(s)u′(1, s)ds = 0∫ 1

0

u(x, 0)v(x) dx =
∫ 1

0

u0(x)v(x) dx∫ 1

0

u̇(x, 0)v(x) dx =
∫ 1

0

u1(x)v(x) dx.

Seja Vm = {ϕ1, ϕ2, . . . , ϕN , ϕN+1} ⊂ V os N + 1
vetores de uma base de V . Considera-se v(x) =
ϕk(x)

u(x, t) =
N+1∑
j=1

uj(t)ϕj(t).

Substituindo no sistema acima, obtém-se:

U(t) = [u1(t), u2(t), . . . , uN (t), uN+1(t)]T

Ajk =
∫ 1

0

ϕj(x)ϕk(x) dx

Bjk =
∫ 1

0

ϕ′j(x)ϕ
′
k(x) dx

Cjk = ϕ′(1)ϕk(1)
aj = ϕj(1)
bk = ϕ′k(1)

ck =
∫ 1

0

ϕ0(x)ϕk(x) dx

dk =
∫ 1

0

ϕ1(x)ϕk(x) dx

Desta forma nosso sistema torna-se:

A Ü(t) + µ(t)B U(t)− µ(t)C U(t) = 0

aTU(t) + bT
∫ t

0

g(t− τ)µ(τ)U(τ) dτ = 0

A U(0) = c ; A U̇(0) = d

Multiplicando a segunda equação acima por b e
notando que C = b aT resulta em

C U(t) +D

∫ t

0

g(t− τ)µ(τ)U(τ) dτ = 0

sendo D = b bT Substituindo na equação acima,
obtém-se:

A Ü(t) + µ(t)[B U(t) +D

∫ t

0

g(t− τ)µ(τ)U(τ)dτ ]

=0

U(0) = A−1c

U̇(0) = A−1d
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