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1 Introducao

Neste trabalho sera discutido a solvabilidade,
comportamento assintético e andlise numérica da
seguinte equagao.

— p(t)uge(z,t) =0V (z,t) € (0,1) x Ry

utt(% t)
u(0,t) =0, Vt e Ry
t

w(l,t) + /0 g(t — s)p(s)uz(l,8)ds =0,  (1.1)
u(z,0) =up(x), ui(z,0) =wui(x) Vre(0,1).

A integral em (1.1) é a condicdo de fronteira
que inclui o efeito de memodria que do ponto
de vista fisico representa o efeito causado pelo
contato da extremidade z = 1 com algum material
viscolelastico. A fungdo u denotard a ampli-
tude da onda e g, a funcdo de relaxamento. A
funcdo p(t) representa a raiz quadrada da ve-
locidade de propagacao da onda e é uma funcao
de W;(;ZO(O,OO;IR), satisfazendo p(t) > po > 0 e
w'(t) < 0 para todo t > 0.

Em [1] Ciarletta estabeleceu teoremas de ex-
isténcia, unicidade e estabilidade assintética para
o modelo linear da condugao do calor. Neste caso,
a condicao de memoria descreve uma fronteira que
pode absorver calor e reter parte dele. Em [3]
Fabrizio & Morro consideraram um modelo eletro-
magnético linear como condigao de fronteira tipo
memoéria e mostraram existéncia, unicidade e com-
portamento assintético da solugao. Rivera & An-
drade [2] consideraram uma equagdo da onda nao
linear com uma condigao de fronteira viscoelastico,
sendo provada a existéncia e unicidade de solucao
forte global para pequenas pertubacoes ou seja, com
condigoes iniciais (ug,u1) com normas pequenas em
H? x H.
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2 Existéncia e Regularidade

A seguir serd enunciado o teorema referente a ex-
isténcia da solugao dos sistema (1.1). Para isso, serd
necessario algumas notacoes. Denotamos por V o
espaco de Hilbert

V ={ve H'0,1);v(0) = 0}

ot = ([ 1882a2)

Essa norma é equivalente & norma em H!(0,1).
E, D(Q) o espaco das fungdes infinitamente dife-
rencidveis, com suporte em €2, sendo Q2 C IR".

com a norma

Teorema 2.1 Seja (ug,u;) € V x L*(0,1), entdo
existe uma unica solug¢do de (1.1) satisfazendo

ue C([0,T];V)nCi([0,T); L*(0,1)).

Além disso, se (ug,u1) € H?(0,1)NV x V e satisfaz
a condicao de compatibilidade

w(0)ug (1) = —7ug (1),
entdo, u € C([0,T); H>(0,1) N V)N CL([0,T); V).

Demonstragao:

Existéncia- A demonstracao é baseada no método
de aproximacédo de Faedo-Galerkin. Seja (ug,u1) €
[H?(0,1) N V] x V satisfazendo a condigdo de com-
patibilidade. Seja {w;};cx uma base de VNH?(0,1)
a qual é ortonormal em V, e por V,, representa-se
o subespago gerado pelos m primeiros vetores dessa
base.

Vin = (w1, wa, ..., wp]

Procura-se fungdes u™(t) € V,,,, tais que

m

m Z hzm

i=1

O problema aproximado é dado pela seguinte
equagao:



™, wl)) =
m(lvt) -

(ugy, wi) + p(t)((u
—7{u*(1,t) + k(0)u E()ug (1)+
k * um(y}b, t)}w; (1)

m m
Uy = E Qijow; , Uy = E Biow;
i=1 i0

sendo que,

forte em VN H?(0,1),
forte em V.

ug' — U,

u’ — uy,

Assim, obtém-se um sistema de equacgoes diferen-
ciais ordinarias, o qual tem uma solugao em um
intervalo [0, ¢,,).

Estimativa a priori I- Substituindo v por u™(t) e
usando as propriedades das fungoes k e p, otemos:

(u™)

(ug”)

Estimativa a priori 1I- O objetivo é estimar o termo

é limitada em  L*°(0,T;V)
é limitada em  L°°(0,T; L%(0,1))

/ |ul'|?. Para isso, primeiramente, estima-se o

termo / luiy (0

i (0)[72 — p(0) (uify (0)ui (0))+
p(0)ug, (Vug; (1,0)= {=rui" (1) — 7k(0)

o' (1) }ugy (1,0)

usando a equacao de compatibilidade e a desigual-
dade de Cauchy-Schwarz, vem que

2. Fazendo t — 0, segue

ug' (1)

up (1,0) + 7k(0)ug

|ugy (0)]z2 < M

Diferenciando o problema
tuindo v por uj}, obtém-se:

aproximado e substi-

(u™) limitada em  L*°(0,T;V)

(ul™) limitada em  L°°(0,T; L*(1,0))
(ul}) limitada em  L°°(0,T; L?(0,1))
(ug}) limitada em  L°°(0,T; L?(0,1))
(u(1,t)) limitada em L%(0,7T)

Pelo Teorema de Banach-Bourbaki existe uma sub-
sequéncia que representa-se por u™, tal que

um Sy em L*>(0,T;V)

ult =y em L*>(0,T;V)
w2 gy em L>(0,T;L?(0,1))
u(1,t) = uy(1,¢) em L%(0,T).

Além disso, segue das convergéncias acima que u €
C(0,T;V) e uy € C(0,T;L*(0,1)). Daf segue, que
T

/0 {(use, v) + p()((u, 0)) + 7[us (1, )EO)u(1, 1)

—k(t)up(1) + & *u(1,t)]v(1)}0dt = 0

para todo v € V,;, e § € D(0,T). Como V,,, é denso
em V N H?(0,1) a igualdade acima é vélida para
todo v € V. N H%(0,1). Considera-se v € D(0,1) C
V N H?(0,1), resulta que:

/ [uts — p(t)Uuge] v8dz = 0 Vv € D(0,1), 8 € D(0,T)
Q

sendo @ = (0,1) x (0,7). Como o conjunto das
combinagoes lineares v é total em D(Q) segue que
a igualdade acima é valida para toda ¢ € D(Q), ou
seja.

/Q(utt — p(t)uge)vde =0 YV € D(Q)

Em termos de distribuigoes, temos:

< Ut — u(t)um,l/) >=0 V¢ € D(Q)

Como uy € L°°(0,T;L?(0,1)) segue que Uy, €
L>(0,T;L?(0,1)). Desta forma, tem-se

gt — () uze =0 q.5 em Q

Multiplicando a igualdade acima por vf com v €
V N H?0,1) e & € D(0,T) e, integrando em Q,
resulta que

T
/0 {{u(t)ug (1, 8)+7(ur (1, t)+kxu (1,t))]v(1) }0dt = 0

V0 € D(0,T). Pelo lema de DuBois-Reymond segue
que

{p)ug(1,t) + T{ue(1,t) + k* wy(1,¢)] (1) =0
tomando v(z) = x segue que

p(t)ug (1,t) = —1{ue(1,8) + k * ue(1,8)}

usando o operador inverso de Volterra vem que

u(1,t) +/0 g(t — s)p(s)uz(l,8)ds =0 vVt e (0,T)

Por argumentos standart demonstra-se que a
funcao u satisfaz as condigoes iniciais.
Assim, fica mostrada a existéncia da solucao de

(1.1).

Unicidade- Para unicidade da solugao usa-se
o método da energia. Supoe-se, inicialmente, que
existam duas fungoes u, v solugoes de (1.1). Desta
forma, a funcdo w = u — v é solucao da seguinte
equagao.

wy — p(t)wer = 0 em (0,1)
w(0,t) =0,

w(l, t) + [T gt — s)u(s ) (1, 8)ds =0, Vt >0
w(x,0) =0, wi(x,0)=0em (0,1)

x (0,00)



Multiplicando a primeira equagao por wg, inte-
grando em (0,1) e, usando as condigbes iniciais
segue a seguinte igualdade.

|wel >+ p() lwz |72 + 7 (k0w (1, )] —K'u(1,t)) = 0

ou seja, |w|rz = 0 donde segue que w = 0. Dai, vem
que
u=v

Existéncia de solugao fraca- Para isso, serd
usado o argumento de densidade. Seja (ug,u1) €
V x L?(0,1). Desta forma existe (u*,u]") € [V N
H?(0,1)] x V tal que:

forte em V'
forte em L?(0,1).

ug' — U
ul’ — uy
Assim, obtém-se uma sequéncia (u,,) de solugoes
(1.1) satisfazendo:
(u™) é limitada em L>°(0,T;V)
(ui™) ¢ limitada em  L°°(0,T7; L?(0,1))
(uf(1,t)) ¢ limitada em  L2(0,T)
Desta forma, existe uma subsequéncia, represen-
tada ainda por (u™), satisfazendo:

u™ =y em L>(0,T;V)
ut >y em L>(0,T;L?0,1))
u™(1,t) = ug(1,¢t) em  L2(0,7T)

Dai usa-se alguns lemas da compacidade e os Teo-
remas: Convergéncia Dominada de Lebesgue e
Aubin-Lions. Desta forma, temos:

T T

_ /O (g, 0)0/dt + /0 () (1, 0))0dt+
T

T/O {ug(1,8) + E(0)u(l,t) — k(t)uo(1)+

k'« u(l,t)}v(1)8dt =0

Além disso, para u, tem-se

u(1,t) +/0 g(t — s)p(s)ux(1,s)ds = 0.

As condigoes iniciais também sao satisfeitas por w.
Mostrando assim, a existéncia da solugao fraca de
(1.1).

Unicidade- Para a demonstracdo da unici-
dade sera usado o método de Visik-Ladyzhenskaya.
Supde-se que wuj, wus seja solugoes de (1.1).
Considera-se a funcao w(t) = wuy(t) — uz(t) com
condigoes iniciais.

w(0) =0, wy(0)=0.

E a seguinte funcao

w(t) = f/sw(a)dcr, para 0<t<s
= ¢

0, para s<t<T

Pela regularidade de w segue que ¢ € L%(0,T;V).
13
Definindo w1 (&) = / w(7)dr, obtém-se:
0

Y(t) = wi(t) —wi(s)
Usando estimativas convenientes mostra-se
w=0 Vt € [0,T]

Donde segue a unicidade da solucgao.

3 Analise Assintdtica

No estudo do decaimento exponencial e polinomial
nosso resultado estd resumido nos dois teoremas a
seguir.

Para a demonstragao do decaimento exponencialda
solucao considera-se a seguinte hipdtese, sobre o
ntcleo resolvente k :

0 < k(t) < bye™0t,

—b1k(t) < K'(t) < =b2k(t), (3.1)
—b3k!(t) < k"(t) < —bsk'(1).
Sendo b;, i = 0,1,...,4, e 7o algumas constantes

positivas.

Teorema 3.1 Considere (ug,u1) € V x L*(0,1) e
que o nicleo resolvente k satisfa¢a (3.1). Entdo,
existem constantes positivas oy e 7o tal que

E(t) < aje "' E(0), Vt>0.

Demonstragao: Ver [4].

Para o decaimento polinomial considera-se as
seguintes hipdteses

0 < k(t) < bo(1+1)77,

p+1 pt+1

—bik(t) > < K(t) < —bok(t) ¥, (3.2)
gk (£) T < EM(t) < —bak! (£) T
sendo p > 1eb;, ¢« = 0,1,...,4, sdo constantes

positivas.

Teorema 3.2 Sejam (ug,u;) € V x L?(0,1) e que
o nicleo resolvente k satisfaca (3.2). Entao, existe
uma constante positiva c tal que

C

HO= g

E(0)

Demonstragao: Ver [4].



4 Analise Numérica

Nesta secao sera feita a andlise numérica para a
obtengao da solugdo numérica de (1.1). Para isso
serd usado o método de elementos finitos. Em ter-

e’ = —. Desta forma

mos de nota ao usa-se -
§ 4’ T dx

(1.1) torna-se.

O método de Galerkin consiste em encontrar uma
solucao para o problema aproximado e fazer a pas-
sagem ao limite para isso multiplica-se a equacao
por v(z) € V e integra-se em (0,1).

Seja Vi, = {@1, 92, ..., N, pN+1} CV os N +1
vetores de uma base de V. Considera-se v(z) =

or ()

N+1
u(z,t) = > uj(t)p;(t).

<.
Il
—_

Substituindo no sistema acima, obtém-se:

) = fut),uz(t),...un(t), un+1(t)]"
Ajp = | ©j(r)pr(x) do

Bu = | el de

Cik. = ¢ (k1)

a; = ¢;(1)

bi, = @21(1)

Ch =/ eo(x)pr(x) do

i = [ @

Desta forma nosso sistema torna-se:

AU) +ut)B U() — u(t)C U(t) =0

aTU(t) +QT/O gt = T)u(r)U(T) dT =0

AU0)=c ;

[FS

U(0)

d

Multiplicando a segunda equacao acima por b e
notando que C = b a” resulta em

cu +D/ (t = P)u(F)U(F) dr = 0

sendo D = b b” Substituindo na equacao acima,
obtém-se:

IS

U

(0)
(0)

AU(t) + p(t)[B U +D/ (t — 7)p(r)U(7)dr]
=0

Il
HD>|
I

A7'd
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