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1 Introdução

Os reticulados têm se mostrado bastante úteis em
aplicações na teoria das comunicações. Contudo os
reticulados de maior interesse são aqueles com maior
densidade de empacotamento, o qual podemos obter
tomando o discriminante mı́nimo. Neste trabalho ap-
resentamos algumas formas para o cálculo do discrim-
inante e encontramos alguns discriminantes mı́nimos.

2 Caracteres de Dirichlet

Nesta seção apresentamos os caracteres de Dirichlet,
seus condutores e algumas propriedades que serão úteis
para o cálculo do discriminante de subcorpos. Esses
caracteres descrevem parte da aritmética de um corpo
abeliano e mostram que qualquer grupo abeliano finito
pode ser analisado como um subgrupo de um grupo de
Galois de um corpo ciclotômico Q(ζn).

Definição 2.1 Sejam G um grupo, K um corpo e K∗
o grupo multiplicativo dos elementos inverśıveis de K.
Um homomorfismo de grupos σ : G −→ K∗ é chamado
de caracter de G em K.

Observação 2.1

1. Pelo Lema de Dedekind temos que se {σ1, . . . , σn}
são caracteres distintos de G em K∗, então
{σ1, . . . , σn} é linearmente independente.

2. O conjunto dos caracteres forma um grupo.

Definição 2.2 Um homomorfismo multiplicativo χ :
(Z/nZ)∗ −→ C∗ é chamado de caracter de Dirichlet,
definido módulo n.

Observação 2.2 Um caracter de Dirichlet módulo n
é uma função χ que satisfaz as seguintes propriedades:

1. χ(1) = 1,

2. χ(a) = χ(a + n), para todo a inteiro positivo,

3. χ(ma) = χ(m)χ(a), para quaisquer m e a inteiros
positivos,
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4. χ(a) = 0, para todo a tal que mdc(a, n) 6= 1.

Exemplo 2.1 Uma função χ dada por χ(a) =
(−1)

a−1
2 , para todo a ı́mpar e χ(a) = 0, para todo a

par, é um caracter de Dirichlet módulo 4, pois satisfaz
as condições da Observação 2.2, para n = 4.

Observação 2.3 Sejam n e m inteiros positivos. Se
n divide m, então o caracter χ : (Z/nZ)∗ −→ (C)∗

induz um homomorfismo χ
′
: (Z/mZ)∗ −→ (C)∗, via a

composição com o homomorfismo canônico sobrejetor
θ : (Z/mZ)∗ −→ (Z/nZ)∗.

Definição 2.3 Seja χ um caracter de Dirichlet.
Definimos o condutor de χ e denotamos por fχ, o
menor valor de n para o qual χ está definido.

Observação 2.4 Podemos extender o homomorfismo
χ a uma função χ

′
: Z −→ C tomando χ(a) = 0 se

mdc(a, fχ) 6= 1.

Exemplo 2.2 Seja G = (Z/10Z)∗ = {1, 3, 7, 9}. O
grupo de caracteres de Dirichlet de G é {χ0, χ1, χ2, χ3}
e podemos descrevê-los através da seguinte tabela:

χ0 χ1 χ2 χ3

1 1 1 1 1
3 1 1 -1 -1
7 1 -1 1 -1
9 1 -1 -1 1
fχ 1 5 5 5

Os caracteres χ1, χ2 e χ3 podem ser definidos módulo
5, pois χi(a + 5) = χi(a), para todo a e i = 1, 2, 3.
Assim, como 5 é o mı́nimo que isso ocorre, segue que
o condutor de χi é fχi = 5, i = 1, 2, 3.

Teorema 2.1 [1] Seja χ um caracter de Dirichlet
definido módulo m. Se n divide m, então o condutor
de χ é n se, e somente se, quando mdc(a,m) = 1 e
a ≡ 1(mod n), χ(a) = 1.

Exemplo 2.3 Seja G = (Z/8Z)∗ = {1, 3, 5, 7}. O
grupo de caracteres de Dirichlet de G é {χ0, χ1, χ2, χ3}
e podemos descrevê-los através da seguinte tabela:

χ0 χ1 χ2 χ3

1 1 1 1 1
3 1 1 -1 -1
5 1 -1 1 -1
7 1 -1 -1 1
fχ 1 8 4 8



Pelo Teorema 2.1 o condutor do caracter χ2 é fχ2 = 4,
pois 4|8, mdc(5, 8) = 1, 5 ≡ 1(mod 4) e χ2(5) = 1.

Definição 2.4 Um caracter de Dirichlet definido
módulo o seu condutor é chamado caracter primitivo.

Exemplo 2.4 No Exemplo 2.3 os caracteres χ1 e χ3

definidos módulo 8 são primitivos. O caracter χ2 não
é primitivo, pois seu condutor é fχ2 = 4.

Observação 2.5

1. A vantagem de usarmos caracteres de Dirichlet
primitivos é evidente quando tomamos um produto
de vários caracteres com vários condutores, pois o
módulo de definição cresce rapidamente.

2. Algumas vezes é vantajoso pensar nos caracteres
de Dirichlet como os caracteres dos grupos de
Galois de corpos ciclotômicos. Se identificarmos
Gal(Q(ζn)/Q) com (Z/nZ)∗, então o caracter de
Dirichlet módulo n é um caracter de Galois.

Exemplo 2.5 No Exemplo 2.2, temos que
(Z/10Z)∗ ' Gal(Q(ζ10)/Q). Mas temos que
Q(ζ5) ⊆ Q(ζ10) e [Q(ζ10) : Q] = 2 = [Q(ζ5) : Q], logo
Q(ζ10) = Q(ζ5). Então um caracter módulo 10 e um
módulo 5 são caracteres do mesmo grupo de Galois.

Exemplo 2.6 No Exemplo 2.3, temos que
(Z/8Z)∗ ' Gal(Q(ζ8)/Q). O núcleo do carac-
ter χ2 é {1, 5(mod 10)}. Assim, seja K o corpo
fixo por {σ1, σ5}. Como ζ8

8 = 1 e ζ4
8 = −1 segue que

σ5(a0+a1ζ8+a2ζ
2
8 +a3ζ

3
8 ) = a0+a1ζ

2
8 +a2ζ

10
8 +a3ζ

15
8 =

a0 − a1ζ8 + a2ζ
2
8 − a3ζ

3
8 .

Temos que ζ2
8 é uma ráız 4-ésima da unidade

e {1, ζ2
8} gera Q(ζ4), então K = Q(ζ4). As-

sim, Gal(Q(ζ8)/Q(ζ4)) ' {σ1, σ5}, e temos que
χ2 : (Z/8Z)∗

{1,5} −→ C∗, mas (Z/8Z)∗
{1,5} ' Gal(Q(ζ8)/Q)

Gal(Q(ζ8)/Q(ζ4))
'

Gal(Q(ζ4)/Q) ' (Z/4Z)∗. Portanto, χ2 é um caracter
de (Z/4Z)∗.

Definição 2.5 Se χ é um caracter de Dirichlet do
grupo de Galois Gal(Q(ζn)/Q) e K o corpo fixo do
núcleo de χ, então K é chamado corpo associado a χ.

Observação 2.6

1. O corpo K associado a χ é um subcorpo de Q(ζn),
e se n é o menor valor, então é o condutor de χ.

2. O corpo K depende somente de χ.

Mais geralmente, se X é um grupo finito de caracteres
de Dirichlet e mmc(fχi) = n, onde χi ∈ X, então X
é um subgrupo do grupo dos caracteres de Dirichlet,
Gal(Q(ζn)/Q).

Definição 2.6 Seja X um grupo finito de caracteres
de Dirichlet, H a intersecção dos núcleos destes car-
acteres e K o corpo fixo de H. O corpo K é chamado
corpo associado a X.

Observação 2.7

1. Como X é isomorfo a Gal(K/Q), o grau de K/Q
é igual a ordem de X.

2. Se X é ćıclico, gerado por χ, então K é precisa-
mente o mesmo corpo associado a χ mencionado
acima.

Exemplo 2.7 Se X é o grupo de caracteres de
(Z/nZ)∗ satisfazendo χ(−1) = 1, então a conjugação
complexa (ζn 7→ ζ−1

n ) está no núcleo de cada χi ∈ X.
O corpo K associado a X é Q(ζn + ζ−1

n ), que é o sub-
corpo maximal real de Q(ζn).

Exemplo 2.8 Seja G = (Z/12Z)∗ = {1, 5, 7, 11}.
O grupo de caracteres de Dirichlet associado a G é
X = {χ0, χ1, χ2, χ3} e podemos descrevê-los pela tabela
abaixo:

χ0 χ1 χ2 χ3

1 1 1 1 1 σ1

5 1 1 -1 -1 σ5

7=-5 1 -1 -1 1 σ7

11=-1 1 -1 1 -1 σ11

fχ 1 4 12 3

Os subgrupos multiplicativos do grupo de Galois são:

H0 = {σ1} H1 = {σ1, σ5}
H2 = {σ1, σ11} H3 = {σ1, σ7}
H4 = G.

Assim, temos que K0 = Q(ζ12) = Q(
√−3)Q(

√−1) é
fixado por H0, K1 é fixado por H1 e os caracteres as-
sociados são {χ0, χ1}, logo K1 tem condutor 4, e segue
que K1 = Q(ζ4) = Q(

√−1). K2 é fixado por H2, e os
caracteres associados são {χ0, χ2}, logo K2 tem condu-
tor 12, e segue que K2 = Q(ζ12) = Q(

√
3). O fato que

χ2(−1) = 1 informa que K2 é o subcorpo real. K3 é
fixado por H3 e os caracteres associados são {χ0, χ3},
logo K3 tem condutor 3 e dáı K3 = Q(ζ3) = Q(

√−3),
e Q é fixado por G.

Estas noções preliminares podem ser usadas no con-
junto dos caracteres dos grupos abelianos finitos, o que
faremos agora.

Proposição 2.1 [1] Se G é um grupo abeliano finito
e Ĝ é o grupo dos homomorfismos multiplicativos de G
em C∗, ou seja, dos caracteres de G em C∗, então

1. G é isomorfo a Ĝ,

2. G é isomorfo a ˆ̂
G.

Proposição 2.2 [1] Se H é um subgrupo de G e H⊥ =
{χ ∈ Ĝ : χ(h) = 1, ∀h ∈ H}, então

1. H⊥ é isomorfo a (̂G/H),

2. Ĥ é isomorfo a Ĝ/H⊥ e

3. (H⊥)⊥ = H.



3 Discriminante

Pelo Teorema de Kronecker-Weber, se K é um corpo
de números abeliano, então K está contido em algum
corpo ciclotômico Q(ζm). Deste modo, nosso objetivo
aqui é apresentar formas para o cálculo do discrimi-
nante de subcorpos de corpos ciclotômicos.

Teorema 3.1 [3] Se K é um subcorpo de Q(ζ2r ), onde
r é um inteiro tal que r ≥ 3, com [K : Q] = 2m−1 e H
um subgrupo de Gal(Q(ζ2r )/Q) que fixa K, então

1. |DK/Q| = 22m−1(m−1) se H ' 〈5̄2m−2〉,

2. |DK/Q| = 2m2m−1−1, se H ' 〈−1, 5̄2m−1〉.
Corolário 3.1 [3] Se K é um subcorpo de Q(ζ2r ), tal
que [K : Q] = 2m−1 , então

1. Se H ' 〈5̄2m−2〉, o corpo fixo por H é K = Q(ζ2m)

2. Se H ' 〈−1, 5̄2m−1〉, ou H ' 〈−̄52m−2〉 o corpo
fixo por H é K 6= Q(ζ2m).

Corolário 3.2 [3] O discriminante do corpo Q(ζ2r ) é
dado por

|D(K)| = 22r−1(r−1)

Corolário 3.3 O discriminante do subcorpo maximal
real K = Q(ζ2r + ζ−1

2r ) do corpo Q(ζ2r ) é dado por

|D(K)| = 2(r−1)2r−2−1.

Teorema 3.2 [2] Se K é um subcorpo de Q(ζpr ) tal
que [K : Q] = upj, onde p é um primo ı́mpar, r um
inteiro positivo, u um divisor de (p−1) e 0 < j ≤ r−1,
então

|D(K)| = pβ(u,j) ,

onde β(u,j) = u[(j + 2)pj − pj+1−1
p−1 ]− 1.

Corolário 3.4 [2] O discriminante do corpo Q(ζpr ) é
dado por

|D(K)| = pβ(p−1,r−1) ,

onde β(p−1,r−1) = (p− 1)((r + 1)pr−1 − pr−1
p−1 )− 1.

Corolário 3.5 O discriminante do subcorpo maximal
real K = Q(ζpr + ζ−1

pr ) do corpo Q(ζpr ) é dado por

|D(K)| = p
β
( p−1

2 ,r−1) ,

onde β( p−1
2 ,r−1) = 1

2 ((r + 1)(p− 1)pr−1 − pr − 1).

Teorema 3.3 [4] Se K é um subcorpo de Q(ζm), onde
m = pα1

1 .pα2
2 . . . pαn

n , então

|DK/Q| =
m[K:Q]

n∏

i=1

pβi

i

,

onde βi =
αi∑

r=1

(K ∩ [Q(ζm/pr
i ) : Q]).

Corolário 3.6 [4] Se K é um corpo de números de
condutor m tal que K∩Q(ζm/p) = Q, para todo divisor
primo p de m, então |DK/Q| = m[K:Q]−1.

Corolário 3.7 [4] Se K é um corpo de números de
grau primo p e condutor m, então |DK/Q| = mp−1.

Exemplo 3.1 Se n = 32, então o grupo G tem ordem
(p − 1)pr−1 = 2.3 = 6 e é dado por G = (Z/9Z)∗ =
{1, 2, 4, 5, 7, 8}. O grupo de Galois de Q(ζ9) sobre Q é
G = {σ1, σ2, σ4, σ5, σ7, σ8}. Caracterizamos o grupo Ĝ
pela tabela :

χ0 χ1 χ2 χ3 χ4 χ5

20 = 1 1 1 1 1 1 1 σ1

21 = 2 1 ζ6 ζ2
6 -1 ζ4

6 ζ5
6 σ2

22 = 4 1 ζ2
6 ζ4

6 1 ζ2
6 ζ4

6 σ4

23 = 8 1 -1 1 -1 1 -1 σ8

24 = 7 1 ζ4
6 ζ2

6 1 ζ4
6 ζ2

6 σ7

25 = 5 1 ζ5
6 ζ4

6 -1 ζ2
6 ζ6 σ5

fχi
1 3 32 3 32 3

Os subgrupos multiplicativos do grupo de Galois são:

H0 = {σ1} H2 = {σ1, σ4, σ7}
H1 = {σ1, σ8} H3 = G = {σ1, σ2, σ4, σ8, σ7, σ5}.

Assim, temos que K0 = Q(ζ9) é fixado por H0, K1 é
fixado por H1, K2 é fixado por H2 e Q é fixado por
G. Dessa forma os caracteres associados a K0 são
H⊥

0 = Ĝ, a K1 são H⊥
1 = {χ0, χ2, χ4}, a K2 são

H⊥
2 = {χ0, χ3} e a Q são H⊥

3 = {χ0}. Agora, para K1

temos que [K1 : Q] = 3, logo nas condições do Teorema
3.2 temos que u = 1 e j = 1. Assim |D(K1)| = 3β(1,1) ,
onde β(1,1) = (3.3− 32−1

2 )−1 = (9−4)−1 = 4. Portanto
|D(K1)| = 34. Analogamente para K2 temos que [K2 :
Q] = 2, logo novamente nas condições do Teorema 3.2
temos que u = 2 e j = 0 e segue que |D(K2)| = 3β(2,0) ,
onde β(2,0) = 2(3.1 − 2

2 ) − 1 = 2 − 1 = 1. Portanto
|D(K1)| = 3. Para K0 = Q(ζ9) podemos aplicar o
Corolário 3.4 e assim segue que |D(K0)| = 3β(2,1) , onde
β(2,1) = 2(3.3− 32−1

3−1 )− 1 = 2(9− 4)− 1 = 9. Portanto
|D(K0)| = 9.

Exemplo 3.2 Se n = 23, então o grupo G tem ordem
(p − 1)pr−1 = 22 = 4 e é dado por G = (Z/8Z)∗ =
{1, 3, 5, 7}. O grupo de Galois de Q(ζ9) sobre Q é
G = {σ1, σ3, σ5, σ7}. Caracterizamos o grupo Ĝ pela
tabela :

χ0 χ1 χ2 χ3

51 = 5 1 ζ4 -1 ζ3
4 σ1

52 = 1 1 -1 1 -1 σ1

53 = 3 1 ζ3
4 -1 ζ4 σ3

54 = 7 1 1 1 1 σ7

fχi 1 1 1 1

Os subgrupos multiplicativos do grupo de Galois são:

H0 = {σ1} H2 = {σ1, σ3, σ5, σ7}
H1 = {σ1, σ7}



Assim, temos que K0 = Q(ζ8) é fixado por H0, K1 é
fixado por H1 e Q é fixado por G. Dessa forma os
caracteres associados a K0 são H⊥

0 = Ĝ, a K1 são
H⊥

1 = {χ0, χ2} e a K2 é H⊥
2 = {χ0}. Agora, para

K1 temos que [K1 : Q] = 2, logo nas condições do
Teorema 3.1 segue que m = 2, e como H ' 〈−1̄, 5̄2〉
temos que |D(K1)| = 2m.2m−1−1) = 22.2−1 = 23. Por-
tanto |D(K1)| = 23. Para K0 = Q(ζ8) aplicando o
Corolário 3.2 obtemos |D(K0)| = 22r−1(r−1) = 2. Por-
tanto |D(K0)| = 2.

4 Reticulados

Definição 4.1

1. Um subgrupo discreto Λ ⊆ Rn é discreto se Λ ∩C
é finito, para todo subconjunto compacto C ⊆ Rn.

2. Um subgrupo discreto Λ ⊆ Rn gerado como um Z-
módulo por n vetores linearemente independentes
sobre R é chamado um reticulado do Rn.

3. Um empacotamento no Rn, é uma distribuição de
esferas de mesmo raio no Rn de forma que a inter-
secção de quaisquer duas esferas tenha no máximo
um ponto.

4. Dado um empacotamento no Rn, associado a um
reticulado Λβ, com β = {v1, v2, · · · , vn} uma Z-
base, definimos sua densidade de empacotamento
como sendo a proporção do espaço Rn coberta pela
união das esferas.

Estamos interessados no empacotamento associado
a um reticulado Λβ em que as esferas tenham raio
máximo. Observamos que ρ = Λβ/2 é o maior raio
para o qual é posśıvel distribuir esferas centradas nos
pontos de Λβ e obter um empacotamento. Denotando
por B(ρ) a esfera com centro na origem e raio ρ temos
que a densidade de empacotamento de Λβ é dada por

∆(Λβ) =
vol(B(ρ))
vol(Λβ)

=
ρn

vol(Λβ)
= δ(Λβ).

Portanto o problema se reduz ao estudo de um outro
parâmetro, a densidade de centro δ(Λβ).
Sejam K um corpo de números de grau n, OK o anel
dos inteiros de K e A um ideal não nulo de OK . Se σ é
o homomorfismo de Minkowsk de K, então σ(A) é um
reticulado e sua densidade de é dada por

δ(σ(A)) =
2r2(ρ(σK(A)))
|D(K)|1/2N(A)

n

,

onde r2 é o número de monomorfismos imaginários.
Deste modo, observamos que para obtermos reticula-
dos com maior densidade de centro devemos procurar
corpos de números com discriminantes mı́nimos.

5 Discriminante mı́nimo

Nesta seção apresentamos alguns resultados para o
cálculo do discriminante mı́nimo de subcorpos.

Proposição 5.1 [4] Se K é um corpo de números
abeliano com [K : Q] = p primo, então o discrimi-
nante mı́nimo de K é o menor valor entre p2(p−1) e
(kp+1)p−1, onde k é inteiro positivo e (kp+1) é primo.

Exemplo 5.1 O discriminante mı́nimo de uma cúbica
galoisiana é 49.

Teorema 5.1 [4] Se K é um corpo de números de con-

dutor m =
k∏

i=1

pαi
i , então

1. m[K:Q]

k∏

i=1

p
φ(m)
pi−1

i

≤| D(K) |≤ m([K:Q]−1).

2. m(1− 1
p )[K:Q] ≤| D(K) |≤ m([K:Q]−1)

6 Conclusões

Neste trabalho apresentamos o cálculo do discrimi-
nante de subcorpos e alguns discriminantes mı́nimos.
Observamos através da densidade de centro que
tomando o discriminante mı́nimo conseguimos reticu-
lados com maior densidade de empacotamento, com o
qual obtemos melhores reticulados.
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