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1 Introducao

Equagoes diferenciais parciais hiperbdlicas surgem
em varias dreas, tais como, dinamica dos
gases, acustica, elastodinamica, dptica, geofisica
e biomecanica, onde movimentos de ondas ou
transporte advectivo sao importantes. Métodos
numéricos para leis de conservagao sao parte im-
portante do arsenal disponivel para a solugao
de tais equagoes diferenciais hiperbdlicas. Estes
métodos tém provado ser extremamente tteis para
modelar tais fenomenos. Apresentaremos algu-
mas propriedades matemédticas para uma classe de
Equacgoes Diferenciais Parciais hiperbdlicas, as leis
de conservagao. Os aspectos selecionados de tais
equagoes sao essenciais para a analise das equagoes
que governam o escoamento de fluidos e para a im-
plementagao de métodos numéricos.

A classe das leis de conservacao é uma classe
muito importante das equagoes diferenciais parciais,
pois como o préprio nome indica, ela inclui aquelas
equacoes que modelam as leis de conservagao da
fisica (massa, momentum, energia, etc). A dificul-
dade em trabalharmos com leis de conservacao é que
geralmente elas nao sao lineares, e esse fato afeta
fortemente o procedimento numérico da solucao.

Consideremos a solugao numérica da equacao
diferencial parcial da forma

(e F(U)as =0 (1)

ou na forma vetorial

ov 0
__l’__

ot 8xF(V) =0

(2)

onde v é um vetor de K componentes da varidvel
conservativa e F é a funcdo de fluxo de RX em R¥.

2 Problema de Riemann

Um PVI especial chamado Problema de Riemann
consiste da equacgao

(3)

v +av, =0

junto com a condigao inicial

v(x,0) = vo(z) = {

onde vy, e vr sao valores constantes.
A solucao do problema de Riemann (3)-(4) é sim-
plesmente

v
v(x,t) =vo(x —at) = { v; o

z <0
x> 0,

v Se

(4)

VYR Se

se x—at <0,
xz —at > 0.

(5)

Note que a condigao inicial tem uma descon-
tinuidade em « = 0 que propaga-se para o interior
do dominio x > 0 a uma distancia d = at no tempo
t. Esta curva caracteristica particular z = at sepa-
ra as curvas caracteristicas a esquerda, nas quais a
solucao tem valor vy, daquelas curvas a direita, nas
quais a solugao assume o valor vg.

Observe que a fungdo (5) ndo pode ser uma
solugdo de (3) em todo o plano 2 — ¢, por ndo ser
diferencidvel ao longo da reta x = at. A uma fungdo
da forma de (5) que satisfaz a equagao diferencial
em parte do dominio chamamos de solugao fraca
de (3). E a uma func¢do que satisfaz (3) em todo
dominio chamamos de solugao cléssica.

Consideremos o problema de valor inicial (1) com
x € R, t > 0 e condicao inicial

v(z,0) =vo(x), =€ R.

(6)
Proposigao 2.1 Se v € uma solucao cldssica para
o problema de valor inicial (1),(6), entdo v satisfaz

/00 /00 [vdr + F(v)ds|dxdt + /00 vopodzr = 0,
0 —0oo —o00 (7)



para todo ¢ € C}.

Devemos estar cientes de que podem existir
solugdes para a equagao (7) que ndo sdo solugoes
cldssicas para o problema de valor inicial (1),(6)
(fungoes que satisfazem a equagdo (7) podem nao
ser diferencidveis). Por essa razao fazemos a
seguinte defini¢ao.

Definigao 2.1 Se v satisfaz a equacdo (7) para
todo ¢ € CL, v € dito ser uma solugdo fraca para o
problema de valor inicial (1),(6).

A curva de descontinuidade de uma solucéao fraca
é chamada de Choque se as caracteristicas em am-
bos os lados da descontinuidade influenciam na des-
continuidade da curva na direcao de crescimento de
t. Se fizermos ar, = F'(vr) e ar = F'(vgr) onde v,
e vR sao os valores de v nos lados esquerdo e dire-
ito da descontinuidade, entao uma descontinuidade
serd um choque se

(8)

onde s é a velocidade de propagacao da descon-
tinuidade que calculamos aplicando a condigao de
Rankine-Hugoniot (ver referéncia [1], pdgina 15).
Notamos que a condigdo de salto (condi¢ao R-H)
é uma condicao que as solucbes fracas para um
problema de valor inicial tal como (1),(6) devem
satisfazer sobre um salto de descontinuidade. Esta
condicao nao escolhe a solugao fraca desejada nos
problemas de valores iniciais que possuam mais de
uma solugao fraca.

ar > S > aR

3 Condicao de Entropia

Sabemos que solugoes fracas para leis de con-
servacao podem conter descontinuidades que sao
propagadas da descontinuidade na condigao inicial
ou derivadas da intersecao das caracteristicas. Além
disso, sabemos que solugoes fracas podem nao ser
tnicas. Nosso objetivo é calcular numericamente as
solugoes (incluindo as descontinuidades) para leis de
conservacao, mas antes devemos encontrar algum
argumento que nos ajudard a decidir qual solugao
queremos (no caso de solugdes ndo unicas).

Uma maneira de escolher a solucao fisicamente
correta é decidir pela solucao viscosa. Esta solugao
é definida como o limite quando ¢ — 0 das
fungoes v¢(x,t) onde v¢(x,t) é solucdo da equagao
parabdlica vi+ F(v°), = evt,, com condi¢do inicial
v¢(z,0) = v§(z). Existem vérias razdes para esco-
lher a solugao viscosa como a correta. Uma delas
é que as equagoes que estamos resolvendo mode-
lam situacoes fisicas que incluem algum tipo de dis-
sipacao. Uma das caracteristicas mais importante
da solucao viscosa é o seguinte resultado.

Proposicao 3.1 Se uma solugao viscosa existe, ela
€ uma solucdo fraca.

Prova ver referéncia [1], pagina 22.

Definigao 3.1 Condi¢do de Entropia 1: A
solugdo para a equagio (7), v = v(x,t), contendo
uma descontinuidade propagando com wvelocidade s
€ dita satisfazer a Condicao de Entropia I se

F'(vy) > s > F'(vgR) (9)
onde vy, e vp sao os valores da solucao a esquerda
e a direita da descontinuidade, respectivamente.

Lembremos que a principal dificuldade das leis
de conservagao nao é a existéncia de solugoes, mas
mais propriamente a unicidade delas, incluimos o
seguinte resultado, o qual ilustra como a Condigao
de Entropia I implica em unicidade.

Proposigao 3.2 Suponha que F € convexa e que a
solugao v para o problema de valor inicial

ve+ F(v), = 0,
v(z, 0) vo(x),

reR, t>0
r€E€R

(10)
(11)

satisfaz a Condicao de Entropia I sobre todos os
saltos. Entao a solugcao v € a unica solugao para
o problema de valor inicial (10)-(11) que satisfaz
a Condi¢ao de Entropia I e é uma solugdo viscosa
para o problema de valor inicial (10)-(11).

4 Esquemas Numéricos para
Leis de Conservagao

Para resolver numericamente uma lei de con-
servacao utilizaremos varios esquemas de diferencas
explicitos que sao derivados da discretizacao por
diferencas finitas da Equagao Diferencial Parcial
Hiperbdlica escalar linear:
v +avy =0 (12)

onde a é constante e serd tomado sempre positivo.

A discretizacao mencionada acima, sera realizada
sobre uma regiao do plano x — ¢ em um conjunto
de pontos separados entre si por uma distancia Ax
na diregao = e At na direcao t. A esse conjunto de
pontos damos o nome de malha, onde todo ponto
pode ser representado pelo par ordenado (z;,t,) =
(xo + 1Az, tg + nAt) e (xo,to) representa a origem
do sistema de coordenadas.

Vejamos alguns esquemas numeéricos:

e Esquema Laxz-Wendroff: é um esquema
estdvel para | R |< 1, consistente de ordem
2.

ntl

U,

(R* + R)uj_, + (1 — R*)u} +

N~ N~

(R* = Ryuj, (13)



e FEsquema MacComarck: é um esquema de
dois passos estdvel para | R |< 1, consistente
de ordem 2.

S
I
S

i ?71 - R(U?Jrl - (14)

uy)

P = Sl ) — R(u) —ui,)](15)

N | —

Solugoes numéricas de problemas cuja solugao
contem descontinuidades, tais como choques,
requerem exigéncias estritas na formulacao
matematica das equagOes governantes e nos es-
quemas numéricos que resolvem essas equagoes.
Como podemos escolher os tipos de varidveis
que queremos usar nas formulacoes das equacoes,
uma boa opg¢ao é escolher varidveis conservativas,
pois quando as varidveis nao conservativas sao
utilizadas o esquema numérico pode nao satisfazer
as condigoes de salto e nao capturar corretamente
o choque.

Esquemas nao conservativos nao convergem para
a solucao correta quando essa solugao apresenta um
choque. Um resultado importante de Lax e Wen-
droff [3], estabelece que métodos numéricos conser-
vativos, se convergentes, convergem para a solucao
fraca da lei de conservagao.

Assim, é recomendével trabalhar com métodos
conservativos que capturem os choques nas
solugoes.

Definicao 4.1 Um esquema conservativo para a lei
de conservagao (1) é um método numérico da forma

U?H =ui + R h?+1/2 - h?—1/2 ) (16)
onde R = % e

h’?—i—l/Q h(u?—iﬂ e 5’”’?—5—(1) (]‘7)

h’zfll/Q = h(u?—p—lﬂ s 7u?+q—1) (18)

com p e q inteiros nao neqativos ou

h(u?a u?+1>

h(u?—la u;n)

h?+1/2
h?—1/2 =

sep=0eq=1; h?+1/2 € chamada fungado de fluzo
numérico e € uma aproxrimacdo para a func¢ao de
fluxo F em (1).

A definigao acima implica que em um esquema
conservativo a soma das solugbes numéricas no
tempo n ¢é igual & soma das solucoes numéricas no
tempo n + 1, isto é, S0 altt =37 wr.
4.1 Esquemas de Godunov

O método de Godunov é um método conservativo
da forma (16), onde as fungdes de fluxo numérico
hiy /2 sao obtidas da solugao de problemas de Rie-
mann locais.

Para descrevermos o método de Godunov pre-
cisamos redefinir a discretizacao do dominio, onde

dividiremos o eixo na direcao x em intervalos de
comprimento Az com centro nos pontos médios de
cada subintervalo, por exemplo, o intervalo I; /o =
[#4, 2541] terd centro no ponto ;41 /9.

Representaremos por 4" a solucao aproximada,

constante por partes, para a lei de conservagao

ve+ F(v), =0, z€R, t>0 (21)
com condigao inicial v(z,0) = f(z), x € R no tempo
t = nAt. A funcdo u"™ serd constante no intervalo
I; = [x;_1/2,2i41/2] e denotaremos o valor de u"
em x = {Ax por ul.

Denotaremos a solugao para a lei de conservagao
(21) com condicdo inicial v(z,t,) = ™ (z), z € R,
por U = U(z,t). Queremos usar U(x,t) em t =
tn+1 para definir uma nova aproximagao constante
por partes no tempo t = t,41, a1, como

1 1 Tit1/2

i—1/2

Assim, a solugao constante por partes no tempo
tn+1 serd a média da solucao do problema de Rie-
mann que tem como condic¢ao inicial a aproximacao
no tempo t,.

Quando aproximamos a condigdo inicial por
fungdes constantes em cada intervalo essa condicao
passa a apresentar descontinuidades. Sabemos que
essas descontinuidades irdo se tornar choques (uy, >
upr) ou leques (ur < ug). Para At suficientemente
pequeno a solucao, localmente, contera uma série
de choques e leques conectados por fungoes cons-
tantes. Alguns dos choques e leques se movimen-
tarao e outros ficarao estacionarios. Os que estarao
se movendo, geralmente, moverao com velocidades
e diregoes diferentes dependendo da fungao de fluxo
F.

Continuamos o processo para obter u; " resol-
vendo os problemas de Riemann associados com
cada uma das extremidades dos intervalos, x;_1 /2,
1= —00, ..., 00.

+1

ve+ F(v), =0, z€R, t>t, (23)
_Jouly, se x<w®mi_y
o) ={ U e TS

Integrando a lei de conservagao (23) em relagao a
retdewi_ 1/ awip1/oedet, atni, respectiva-
mente e integrando primeiro em relacao a t e depois
em relacao a x, obtemos

Tit1/2 _ _
/ [0(2,tsr) — U2, ta)]da +

i—1/2

[P O ) - POy

n

= 0 (25)

onde substituimos v em (23) por U, pois estamos
usando U = U(z,t) para denotar a solugdo para



o problema de valor inicial (21) com condigao ini-
cial U(z,t,) = a"(z), isto é, a solugdo local para
o problema de Riemann (23)-(24). Multiplicando
(25) por &= e usando (22), podemos escrever essa
equagio como

1 tn+1
n+1 _ n
u;

= u. — —
YAz

[F(U(i41/2,1)) —

= FU(mj-1/2,1))]dt. (26)
Como sabemos que a solugao em = = x;y1/2
dependerd de uj e uj,; (da mesma forma que a
solugdo em x = x;_1/o dependerd de uy ; e uj),
definimos a fungao de fluxo numérico como

n 1 bat 7
it1/2 = A_t/ F(U(wi41/2,t))dt (27)

tn

substituindo a defini¢do acima em (26) obtemos o
esquema conservativo de Godunov

“?H =ug — R[h?Jrl/Q - h?71/2] (28)
onde R = ﬁ—;;

A solugao U ¢ uma solugao de similaridade para
o problema de Riemann (23)-(24), isto é, U pode

. r T—T;
ser escrita como U(x,t) = ¢ (——£
n

em x = ;_1/2, U(x;_1/2,t) = 9(0) é constante
para t € [tn,tn+1]. Usando este fato, a integral na
definicao de A} , /o €m (27) pode ser simplificada e
obtemos

Assim,

h?71/2 = F(U($z‘—1/2,t))-

Uma expressao analoga pode ser obtida para h}, | /2
A dificuldade mais relevante da aplicacdo do
método de Godunov é o fato que este exige a solugao
exata de uma seqiiéncia de problemas de Riemann a
cada passo de tempo, o que na prética tem um alto
custo computacional. E além disso, pode acontecer
da solucao do Problema de Riemann nao existir.
Uma caracteristica importante do método de Go-
dunov é que ele produz uma solucao que satisfaz a

condi¢do de entropia (ref. [6]).
4.2 Aplicacgoes de Métodos
Numéricos para Leis de Con-

servagao Escalares

(29)

A seguir consideramos alguns exemplos onde en-
contramos a solugao numérica de uma lei de con-
servacao escalar e em alguns casos comparamos essa
solucao com a solucao analitica.

1. Vamos utilizar o esquema de MacCormack para
aproximar a solucao da equagao de Burgers

1
Ut+(§v2) =0, ze€(=1,1),t>0 (30)

com condicao inicial

—1.0 se
1.0 se

z <0

x>0 (31)

vo(z) = v(z,0) = {

Figura 1: Solugoes exata e aproximada para equagao
de Burgers com condigao inicial (31) no tempo t =
0.125. Solugdo calculada usando o esquema MacCo-
marck, Az = 0.01 e At = 0.001.

e condi¢des de contorno numéricas uj = —1.0
[ —
e ufy, = 1.0.

Vemos na Figura 1 que a solucao dada pelo
esquema MacComark ¢é igual a condigao ini-
cial. Isto nao é tao mal, pois a velocidade
de propagacao da descontinuidade s é igual a
0. Além disso, vemos que essa solucao, é uma
solugao fraca para o problema acima. Mas, essa
solucao nao satisfaz a Condicao de Entropia I
F'(vy) > s > F'(vg), isto é, ela nao é uma
solugao viscosa. Disso, a solucao viscosa para
o problema (30), (31) com condigoes de con-
torno numéricas uj = —1.0 e uly; = 1.0 contera
um leque e nao serad a solucao dada na Figura
1. Assim, temos um método que converge para
uma solucao fraca que nao é a entrépica.

2. Utilizando o esquema de Lax-Wendroff para
aproximar a solugdo da equacao de Burgers
(30) com condigao inicial

1.0 se
0.5 se

<0

x>0 (32)

(o) = o(2.0) = {
na regiao [—1,1] e com condigdo de contorno
v(—1,t) = 1.0 e condigdo de contorno numérica
ufy; = 0.5, obtemos a solucao apresentada na
Figura 2.

Figura 2: Solugoes exata e aproximada da equagao de
Burgers com condigdo inicial (32) em ¢ = 0.5. Solugdo
calculada usando o esquema Lax-Wendroff, Az = 0.01
e At = 0.001.

Para o tempo ¢t = 0.5 sabemos que a descon-
tinuidade deveria estar localizada em = 0.375
mas, pela Figura 2 percebemos que nao con-
seguimos decidir exatamente onde ocorre o
salto, devido as oscilagoes. Esse tipo de com-
portamento ocorre quando tentamos usar o es-
quema de Lax-Wendroff linear para calcular



solugoes descontinuas. Lembramos que para
esquemas lineares essas oscilagoes ocorrem de-
vido ao fato que o termo principal do erro é um
termo dispersivo. A dissipacao desse método é
de ordem 4 e nao é suficiente para amortecer as
oscilagoes de alta freqliéncia. Assim, vemos que
o esquema Lax-Wendroff fornece-nos a veloci-
dade correta de propagacao da descontinuidade
mas, nao pode resolver adequadamente a des-
continuidade. Se fossemos calcular solugoes
para um tempo grande, a solugao seria pior.

Os problemas apresentados acima em cada e-
xemplo ocorrem devido ao fato que apesar dos
métodos numéricos serem consistentes, estaveis e
convergentes, eles nao sao conservativos, TVD,
mondétonos, nem de alta ordem de precisao.

Resolvendo os exemplos acima pelo método de
Godunov obtemos os resultados mostrados nas Fi-
guras 3 e 4.

Figura 3: Solugoes exata e aproximada para a equagao
0.5.
Solugao calculada usando o método de Godunov, Ax =
0.01 e At = 0.005.

de Burgers com condicao inicial (31) em ¢ =

Figura 4: Solugoes exata e aproximada para a equagao
0.5.
Solucéo calculada usando o método de Godunov, Az =

0.0L e At =0.005. ,
Observando as Figuras 3 e 4 podemos concluir

que o esquema de Godunov parece sempre calcular
a solucao viscosa desejada.

5 Sistemas de Leis
servacao

de Burgers com condigdo inicial (32) em ¢t =

de Con-

Embora exista muitas similaridades entre os resul-
tados para leis de conservacao escalares e vetori-
ais, existem também algumas diferencas técnicas
que algumas vezes sao dificeis de descrever. Nesta
secao enfatizaremos tais diferencas entre os resulta-
dos para leis de conservagao vetoriais e escalares.
Para trabalharmos com sistemas de leis de con-
servacao devemos verificar quais resultados, con-
ceitos e definigoes, validas para leis de conservacao

escalares, podem e quais nao podem ser utilizados
para sistemas de leis de conservacao. Um sistema
de leis de conservagao tem K familias de carac-
teristicas. Definimos as curvas caracteristicas de
um sistema de lei de conservagao como as solugoes
do problema de valor inicial

An (v ((t), 1))
z(0) = a9

paraalgumxgen = 1,..., K. Obviamente que como
A, depende de v, as curvas caracteristicas também
dependerao de v e assim nao podemos resolver fa-
cilmente o problema de valor inicial (33)-(34).

A diferenga mais importante entre o caso escalar
e o vetorial é que nesse caso nao podemos concluir
que a solugdo € constante sobre uma curva carac-
teristica.

Como no caso de leis de conservacao escalares,
a solugao fraca para um sistema de lei de con-
servacao nao é unica. Novamente precisaremos do
conceito de uma solucao viscosa ou algum tipo de
condicao de entropia para ajudar-nos a escolher a
melhor solugao v. Como no caso escalar, buscamos
condigoes que impostas sobre as solugoes garantirao
que elas sao solucoes viscosas.

Um exemplo de um sistema de leis de conservagao
é o sistema de equacoes de Euler que, entre outros
fenémenos, descreve o escoamento de um gds em
um tubo de choque. Tal sistema pode ser escrito em
fungao das varidveis primitivas ou varidveis fisicas
densidade p, pressao p e velocidade v ou em fungao
das varidveis conservadas: densidade p, momentum
pv e energia total por unidade de massa E. Fisi-
camente, estas quantidades conservadas resultam
naturalmente da aplicagao das leis fundamentais de
conservacao de massa, segunda Lei de Newton e da
Lei de conservacao de energia. A seguir apresenta-
mos uma breve descrigao do problema: Considere
um tubo cheio com gas e uma membrana que se-
para o tubo em duas seg¢oes. Suponha que o tubo
¢ infinitamente longo, a membrana esta situada em
x =0, para x < 0 a densidade e a pressao sao iguais
a 2, para x > 0 a densidade e a pressao sao iguais a
1 e a velocidade é zero em todo dominio. No tempo
t = 0, amembrana é removida. O problema é deter-
minar o escoamento resultante no tubo. Assumimos
que o gas ¢ inviscito, o escoamento unidimensional
e escrevemos as leis de conservagao para o fluido
(massa, momentum e energia) como

pe+(pv)e = 0 (35)
(pv)i + (pv* +p)e = (36)
Eit+[w(E+pl. = 0 (37)

Certamente, tanto para o problema fisico como
para o problema numérico sao necessarios um
dominio finito e condigoes de contorno. Visto que o
sistema é composto de trés equacoes teremos uma



combinacao de trés descontinuidades, associadas a
cada uma das curvas caracteristicas.

Vamos resolver numericamente o problema do
tubo de choque, ou seja, o problema de valor inicial
formado pelo sistema de leis de conservagao (35) no
intervalo (—2,2) com condigoes iniciais

(2,0) = 2 se —2<x<0

PRE)I =9 1 se 0<x<2,
2 se —2<z<0

p(m,O)—{l se 0<x<2,

e v(z,0) =0,z € [-2,2]. Condigdes de contorno de
Neumann e condi¢bes de contorno numeéricas
Po
PM
En

p1,mo =my, By = Ey, para x=-2;

= PM-1, My =Mpy-1 €

= Ey-1, x=2.

para

Da referéncia [6] sabemos que préximo de z =
1.25 todas as 3 varidveis tém descontinuidades de
saltos que sao choques. Como trata-se de um 3-
sistema, temos uma combinacao de trés leques e
descontinuidades, ou seja, temos um leque ou de-
scontinuidade associada com cada uma das curvas
caracteristicas.

Figura 5: Gréfico da densidade do problema do tubo de
choque para o tempo ¢t = 1.0. A solugdo foi encontrada
pelo esquema de Lax-Wendroff com Az = 0.01 e At =

0.0025.
Analisando a Figura 5 vemos que o método de

Lax-Wendroff gera oscilagbes nos resultados como
ocorreu com o caso escalar.

Figura 6: Gréfico da densidade do problema do tubo de
choque para o tempo t = 1.0. A solugéo foi encontrada
pelo esquema de diferengas associado com A definida
pelo método de linearizagdo de Roe, Az = 0.01 e At =

0.0025.
Comparando os resultados obtidos com o es-

quema de Lax-Wendroff e aqueles obtidos pelos
solugoes aproximadas de Riemann, vemos que estas
fornecem solug¢oes muito melhores do que as obtidas
pelo esquema de Lax-Wendroff, capturando as sin-
gularidades sem gerar oscilagoes na solugdo. Além
disso, comparamos os resultados que obtivemos com

os resultados obtidos por Toro, ref.[7], pag. 370-372
e verificamos que nossos resultados sao compativeis
com os da referéncia.

6 Conclusao

Neste trabalho estudamos vdarias técnicas
necessarias para leis de conservagao escalares
com o intuito de entender as técnicas de solucao
para sistemas de leis de conservagao.

O objetivo deste trabalho foi o de estudar
métodos numéricos robustos para a aproximacgao da
solucao de leis de conservacao hiperbdlicas escalares
unidimensionais e bidimensionais e de sistemas de
leis de conservagao hiperbdlicas.

Do trabalho realizado podemos concluir que den-
tre todos os métodos estudados, o Unico que sem-
pre fornece-nos a solugao fraca desejada, ou seja, a
solucao viscosa é o método de Godunov. O método
de Lax-Wendroff nao captura a singularidade cor-
retamente, quando a solucao apresenta rarefagao,
gerando oscilagoes na solugao.

Para sistemas de leis de conservagao, o método
de Lax-Wendroff apresenta os mesmos problemas
de oscilagoes que sao conhecidas para o caso escalar.
Métodos conservativos como o de Godunov com lin-
earizagao de Roe apresentam melhores resultados.
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