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Introdução
Desde a antiguidade o ser humano preocupa-

se em desvendar os mecanismos desencadeadores
de fenômenos da natureza. Um desses fenômenos
que desperta interesse no meio cient́ıfico é o pro-
cesso de formação de padrões e formas em Bio-
logia. O mecanismo proposto por Alan Turing
[8] representa uma das mais importantes con-
tribuições matemáticas para os estudos teóricos so-
bre a formação de estruturas em Biologia (mor-
fogênese). Turing sugere que, sob certas condições,
populações podem interagir e se dispersar de al-
guma maneira produzindo padrões heterogêneos
estáveis. É importante destacar que os padrões re-
sultantes são determinados unicamente pelas taxas
de reação e difusão das substâncias qúımicas en-
volvidas no processo e não por algum outro mecan-
ismo externo.

Na última década, a formação de padrões mode-
lada por sistemas de reação-difusão tem sido alvo
de intensa pesquisa, como pode ser visto nos tra-
balhos de Murray [7] para formação de listras em
zebras, Kondo e Asai [4] e Asai et al. [1] que mode-
lam a pigmentação de peixes marinhos e Meinhardt
[5] sobre os padrões em conchas do mar.

Neste sentido, muitos modelos têm sido propos-
tos, tanto discretos como cont́ınuos. Há várias
razões para se focalizar o estudo em modelos
discretos, dentre as quais destaca-se a facilidade e
a agilidade em implementá-los e desse modo repro-
duzir o comportamento dos modelos cont́ınuos para
uma gama de parâmetros e distribuições espaciais
iniciais.

O modelo
Neste trabalho analisamos a formação de padrões

espaciais heterogêneos estáveis na interação de duas
espécies. Consideramos um modelo discreto es-
pacialmente estruturado no qual os indiv́ıduos de
ambas populações são distribúıdos em um domı́nio
bidimensional dividido em um reticulado quadrado
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de células ou “patches”. A dinâmica do sistema in-
corpora uma fase de reação e uma fase de dispersão,
resultado da interação e da movimentação de ambas
espécies [3].

A dinâmica de reação será descrita em cada
região discreta do espaço (“patch”) pelo seguinte
sistema de equações a diferenças:

N
′
i,t = f(Ni,t, Pi,t), (1)

P
′
i,t = g(Ni,t, Pi,t), (2)

onde Ni,t e Pi,t são as densidades populacionais no
“patch”i e no instante t e N

′
i,t e P

′
i,t as densidades

populacionais após a dinâmica local de reação.
Suponhamos que existe um estado estacionário

para o sistema acima, no qual as espécies estão bem
misturadas e uniformes. A idéia de Turing é sim-
ples: na ausência da difusão, Ni,t e Pi,t aproximam-
se de um estado de equiĺıbrio uniforme linearmente
estável quando t →∞. Então, a partir de uma pe-
quena perturbação causada pela introdução da di-
fusão, padrões espacialmente não homogêneos po-
dem ocorrer. Este mecanismo é conhecido como
“instabilidade difusiva” [2],[7].

Com a finalidade de mimetizar o mecanismo de
Turing utilizando o sistema de equações a diferenças
proposto, introduzimos a difusão clássica de Fick
através das seguintes equações:

Ni,t+1 = (1− µN )N
′
i,t + µNN

′

i,t, (3)

Pi,t+1 = (1− µP )P
′
i,t + µP P

′

i,t, (4)

onde µN e µP representam as frações populacionais
que abandonam seus “patches” a cada geração
para colonizar eqüitativamente os quatro “patches”
mais próximos. N

′

i,t e P
′

i,t são as médias tomadas
sobre os quatro vizinhos mais próximos do “patch”
i.

Simulações
Nas simulações apresentadas, consideramos um

sistema presa-predador no qual a presa apresenta



efeito Allee [9]. Escolhemos,

f(N,P ) =
rN2

1 + (r − 1)N2
e−aP e (5)

g(N,P ) = cNP, (6)

para descrever a dinâmica vital, onde r, a e c são
constantes positivas.

As simulações foram realizadas em um reticu-
lado de 50 × 50 com os seguintes valores para os
parâmetros: r = 3, 8, a = 0, 01 e c = 1, 2. Estes
parâmetros foram escolhidos dentro da região de es-
tabilidade do ponto de equiĺıbrio do sistema sem di-
fusão. Além disso, escolhemos µN = 0, 1 e µP = 0, 9
pois o mecanismo de instabilidade difusiva requer
uma taxa de movimentação muito maior para o
predador do que para a presa.

Inicialmente, ao estado de equiĺıbrio espacial-
mente homogêneo de cada população é imposta
uma pequena perturbação periódica. Assumimos
ainda condições reflexivas na fronteira do habitat,
extensões do modelo para outras condições de fron-
teira são diretas.
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Figura 1: População total de presas e predadores

A Figura 1 mostra a população total de pre-
sas e a população total de predadores em função
do tempo. Observamos que inicialmente há um
decĺınio da população total para ambas espécies.
Com o aumento de t, as populações rapidamente
aproximam-se de valores constantes.

Os padrões espaciais estáveis resultantes estão
ilustrados na Figura 2. As regiões mais escuras

(claras) correspondem a densidades populacionais
mais baixas (altas).
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Figura 2: Padrão espacial da população de presas e da

população de predadores.

Conclusões
As simulações iniciais do modelo mostram que o

sistema discreto reproduz comportamentos qualita-
tivamente similares aos apresentados por modelos
cont́ınuos de reação-difusão.

Quando analisamos a formação de padrões es-
paciais em um sistema presa-predador, com efeito
Allee na dinâmica vital das presas, as simulações de-
senvolvidas mostram que o modelo proposto pode
produzir padrões espaciais heterogêneos estáveis a
partir de pequenas perturbações em torno de um
equiĺıbrio espacialmente homogêneo. Os padrões
espaciais obtidos estão fortemente relacionados com
o tipo de perturbação inicialmente imposta à pop-
ulação de presas.

Os resultados iniciais obtidos confirmam a im-
portância dos modelos discretos como uma valiosa
ferramenta dispońıvel para o estudo de sistemas
biológicos de reação-difusão. Eles podem repro-
duzir, com significativas vantagens do ponto de
vista computacional, importantes resultados obti-
dos a partir de Equações Diferenciais Parciais.
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