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Recentemente têm se observado um grande in-
teresse no estudo da dinâmica não linear com dois
graus de liberdade. O modelo apresentado neste
trabalho consiste de uma massa suspensa por uma
mola com coeficiente elástico não linear, presa em
um suporte que oscila verticalmente com freqüência
e amplitude constantes e não afetadas pelo movi-
mento do pêndulo (problema ideal). Neste trabalho,
a análise do sistema é realizada investigando o com-
portamento dinâmico com a variação de alguns
parâmetros do modelo matemático. Apresentamos
as equações do movimento e a solução de equiĺıbrio
do sistema. Resultados numéricos são apresentados,
discutimos alguns resultados obtidos e expressamos
as nossas conclusões. Técnicas numéricas usuais são
utilizadas para analisar os comportamentos do sis-
tema dinâmico.

Uma modelagem matemática e sugestões de sim-
plificação do sistema dinâmico em questão podem
ser encontradas no trabalho de Andrade e Peruzzi
[1]. Zaki e colaboradores [12], estudam o efeito da
força harmônica que excita um pêndulo elástico tan-
gencialmente ao movimento da massa, bem como o
efeito da não linearidade da mola. No trabalho de
Souza Junior [9] é investigado o aspecto essencial do
critério de estabilidade do movimento do navio, bem
como o modelo matemático do movimento do navio
em grandes amplitudes. No trabalho de Bishop e
Xu [4] é estudada a dinâmica e controle de um sis-
tema pendular excitado verticalmente.

Na figura (1) temos o esboço do modelo, onde
u = Acos(wt), é a excitação externa com ampli-
tude A e freqüência ω; m e θ são respectivamente a
massa e o ângulo de oscilação do pêndulo; l o com-
primento da mola em repouso; g a aceleração da
gravidade terrestre; Z a deformação da mola; k e ε
os coeficientes de elasticidade linear e não linear da
mola respectivamente.

Equações Adimensionais

A modelagem matemática foi feita a partir do for-
malismo Lagrangeano, através das energias cinética
e potencial [1][2]. Introduzindo as relações τ =
√

g
l
t = νt e Z= lz, as equações adimensionais de
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Figura 1: Pêndulo elástico com excitação paramétrica
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Ponto de Equiĺıbrio

Em termos das variáveis de estado (x1, x2, x3, x4) =

(θ, θ̇, z, ż), se considerarmos ε > 0 o ponto de
equiĺıbrio do sistema dinâmico é x∗
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Note que se considerarmos a mola linear, isto é, λ = 0,
então teremos x∗3 = κ−1. É natural observar que o
ponto de equiĺıbrio depende dos coeficientes lineares e
não lineares da mola. A solução x∗3 acima é um zero real
do polinômio de terceiro grau em x3 [5], e se supormos
ε < 0, podemos obter três zeros reais desse polinômio
[7].

Em geral, é imposśıvel obter soluções anaĺıticas ex-
atas de equações diferenciais não lineares, e então,



procuramos o comportamento em primeira aproximação
na vizinhança dos pontos de equiĺıbrio. Tal pro-
cedimento é conhecido como linearização do sistema
dinâmico [8]. Estudando a aproximação linear, pode-
se, às vezes, prever o comportamento das soluções do
sistema não linear que se iniciam na vizinhaça de um
ponto de equiĺıbrio. Fazemos uma translação do sis-
tema para colocar o ponto de equiĺıbrio na origem do
sistema de coordenadas, e obtemos a matriz jacobiana
J calculada no ponto de equiĺıbrio
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Os autovalores dessa matriz são:
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Quando ψ2 − 4[κ + 3λ(x∗3)
2] < 0 e η2 − 4(1 + x∗3)
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com ω1 e ω2 respectivamente as frequências da mola e
do pêndulo. Observando os autovalores da jacobiana
conclúımos que existem valores dos parâmetros para os
quais o ponto de equiĺıbrio passa de hiperbólico para
não hiperbólico, assim como autovalores passam de reais
para complexos.

Resultados Numéricos

Para realizar simulações numéricas consideramos a mola
linear, isto é, λ = 0. A amplitude da força de excitação
é considerada muito grande quando α > 1.0. Na tabela
abaixo exibimos os valores adotados para os parâmetros,
de modo que as frequ̇ências ω1 e ω2 estejam aproximada-
mente em ressonâncias 2 : 1, 1 : 1 e 9 : 4. O propósito
dessa última ressonância é analisar a dinâmica do sis-
tema quando o mesmo está em uma ressonância interna
de ordem elevada. Para valores de λ diferente de zero
essas ressonâncias deixam de existir, a menos que ten-
hamos λ ≈ 0. Ainda com respeito ao parâmetro não
linear da mola, lembramos que para se ter uma mola

macia é necessário que λ = ε
m

l2

ν2
< 0. Nesse caso pode-

mos ter
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o que acarreta uma mudança na topologia do sistema,
e outros pontos de equiĺıbrio aparecem [7].

As figuras 2(a) e 2(b) ilustram o movimento da mola
no espaço de fases com o parâmetro de controle α = 0.3
e 0.55 respectivamente. A velocidade do movimento
(x4) é maior quando α é maior, como podemos obser-
var nos respectivos gráficos (2(a) e 2(b)), mas a am-
plitude não sofre grande alteração. Nas figuras 3(a)
e 3(b) estão ilustradas as secções de Poincaré para o
movimento angular, onde o fluxo atravessa a secção de
Poincaré com um peŕıodo de 2π

Ω
. As figuras mostram

o comportamento dinâmico de x1 (posição angular), e
quando α varia há uma duplicação do peŕıodo angular.
Para α = 0.4, o sistema dinâmico sob as condições de

Ressonância 1 2 3
parâmetros: ω1 ≈ 2ω2 ω1 ≈ ω2 4ω1 ≈ 9ω2

λ = ε2l2ν−2 0 0 0
κ = ω2

0
ν−2 3.00 1.618 4.00

ψ = c2

m
ν−1 0.04 2.000 0.02

η = c1

ml2
ν−1 0.07 0.010 0.01

α = Aw2

g
- - -

Ω = ων−1 1.73 0.786 2.0
ω1 1.7319 0.78613 2.0000
ω2 0.8658 0.78614 0.8944

Tabela 1: Parâmetros do sistema. O sistema se encon-

tra em ressonância interna 2:1 para os valores da coluna

1, 1:1 para coluna 2 e 9:4 para a coluna 3.

ressonância 2, apresenta um ciclo limite no movimento
do pêndulo, conforme podemos notar nas figuras 4(a)
e 4(b). Nas figuras 5(a) e 5(b) mostra-se os compor-
tamentos do pêndulo e da mola respectivamente, cor-
respondentes à ressonância 3 e α = 0.499, nesse caso
o sistema apresenta várias amplitudes de oscilação do
ângulo e da mola.

Os sistemas pendulares são objetos clássicos de
pesquisa [10] [11], pois podem ser usados em muitos
sistemas f́ısicos ou sistemas elétricos [4]. Este sistema
(equações 1 e 2) paramétricamente excitado, tem uma
grande quantidade de fenômenos não lineares, por ex-
emplo, temos a hipótese de que o número de voltas
anti-horárias e horárias que o pêndulo realiza em um
peŕıodo de tempo, depende do estado caótico do sis-
tema [4]. Para mostrar que o sistema se encontra em
comportamento caótico pode-se usar o expoente carac-
teŕıstico de Lyapunov. Se |dS| representa a medida da
distância entre duas condições iniciais vizinhas e |ds| a
medida depois de um tempo t, o expoente de Lyapunov
para uma orientação i é calculado por

σ(i) = limt→∞(
1

t
ln(

|ds|

|dS|
))

Se o expoente de Lyapunov é positivo, os fluxos di-
vergem exponencialmente com o tempo, isto é, |ds| =
|dS|exp(σt) [6] [11]. Podemos observar na figura 7 o
expoente caracteŕıstico de Lyapunov para o pêndulo,
existe uma tendência para o movimento caótico no
ińıcio, mas depois o movimento torna-se regular (figura
a). É ilustrada na figura 7(b) o cálculo do expoente
máximo para o caso ressonância 3 e expoente é pos-
itivo indicando o comportamento caótico. Na figura
8 encontram-se as secções de Poincaré no espaço de
fases para o movimento da mola. Comparando com
as curvas no espaço de fases das figuras 5(b) e 6(b), as
secções de Poincaré também confirmam o movimento
regular para α = 0.499 (figura 8(a)), e movimento
caótico para α = 0.33 (figura 8(b)). Nas simulações so-
mente foi encontrado regime caótico na ressonância 3 da
tabela. Uma outra ferramenta para análise de um sis-
tema dinâmico pode ser obtida acumulando-se arquivos
as diversas secções de Poincaré [3], variando lentamente
o parâmetro de controle. No caso do pêndulo elástico
excitado verticalmente, a amplitude de excitação α pode
ser usado como o parâmentro de controle.



Figura 2: Ressonância 1 (ver tabela 1) . As figuras (a) e (b) ilustram as curvas no espaço de fases para mola,
partindo de uma mesma condição inicial, sem a fase transiente e com valores α = 0.3 e α = 0.55 respectivamente.

Figura 3: Ressonância 1 e α = 0.001 (a) e α = 0.3 (b). A figuras ilustram as secções de Poincaré para o
movimento angular, para diferentes valores da amplitude α.

Figura 4: Ressonância 2 (coluna 3) e α = 0.4. As figuras (a) e (b) ilustram curvas no espaço de fases que
caracterizam um ciclo limite, pois em (a) temos a condição inicial x2 = x3 = x4 = 0 e x1 = 0.1, e em (b) a
condição inicial é x2 = x3 = x4 = 0 e x1 = 0.3.

conclusão

Neste trabalho inicia-se uma breve análise da dinâmica
de um pêndulo elástico excitado verticalmente. Ver-

ificamos um comportamento caótico para uma con-
formação particular do sistema, além de outros re-
sultados numéricos para análise do comportamento
dinâmico. Os autovalores foram calculados explicita-



Figura 5: Ressonância 3 e α = 0.499. As figuras ilustram as curvas no espaço de fases, sem a fase transiente,
para o deslocamento angular e a oscilação da mola respectivamente.

Figura 6: ressonância 3 e α = 0.33. As figuras (a) ilustra o comportamento da solução angular no espaço de
fases e (b) o movimento da mola no espaço de fases. Ambos os movimentos são caóticos.

Figura 7: Expoente caracteŕıstico de Lyapunov. A figura (a) está sob o regime de ressonância 2 e α = 0.4
(estável), e a figura (b) sob o regime 3 com α = 0.33 (caótico).

mente em função dos parâmetros, e constatamos que
eles podem assumir valores reais ou complexos, depen-
dendo dos valores dos parâmetros do sistema dinâmico.
Neste estudo preliminar foi encontrado um movimento

caótico (ressonância de alta ordem 9:4), e também foi
posśıvel prever as diversas explorações que o sistema
oferece. Em trabalhos futuros sobre este sistema pode-
se considerar uma força periódica tangente à massa para



Figura 8: As figuras ilustram a seccão de Poincaré para ressonância 3 com α = 0.499 e α = 0.33 respectivamente.
Compare (a) e (b) com as figuras 5(b) e 6(b).

estimular a oscilação angular do pêndulo.
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