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Recentemente tém se observado um grande in-
teresse no estudo da dinamica nao linear com dois
graus de liberdade. O modelo apresentado neste
trabalho consiste de uma massa suspensa por uma
mola com coeficiente eldstico nao linear, presa em
um suporte que oscila verticalmente com freqiiéncia
e amplitude constantes e nao afetadas pelo movi-
mento do péndulo (problema ideal). Neste trabalho,
a andlise do sistema é realizada investigando o com-
portamento dinamico com a variacao de alguns
parametros do modelo matemético. Apresentamos
as equagoes do movimento e a solugao de equilibrio
do sistema. Resultados numéricos sao apresentados,
discutimos alguns resultados obtidos e expressamos
as nossas conclusoes. Técnicas numéricas usuais sao
utilizadas para analisar os comportamentos do sis-
tema dinadmico.

Uma modelagem matematica e sugestoes de sim-
plificacao do sistema dinamico em questao podem
ser encontradas no trabalho de Andrade e Peruzzi
[1]. Zaki e colaboradores [12], estudam o efeito da
forga harmonica que excita um péndulo elastico tan-
gencialmente ao movimento da massa, bem como o
efeito da néo linearidade da mola. No trabalho de
Souza Junior [9] é investigado o aspecto essencial do
critério de estabilidade do movimento do navio, bem
como o modelo matematico do movimento do navio
em grandes amplitudes. No trabalho de Bishop e
Xu [4] é estudada a dindmica e controle de um sis-
tema pendular excitado verticalmente.

Na figura (1) temos o esboco do modelo, onde
u = Acos(wt), é a excitagdo externa com ampli-
tude A e freqiiéncia w; m e 0 sdo respectivamente a
massa e o angulo de oscilagao do péndulo; [ o com-
primento da mola em repouso; g a aceleracao da
gravidade terrestre; Z a deformagao da mola; k e €
os coeficientes de elasticidade linear e nao linear da
mola respectivamente.

Equacoes Adimensionais

A modelagem matematica foi feita a partir do for-
malismo Lagrangeano, através das energias cinética
e potencial [1][2]. Introduzindo as relagoes 7 =
ﬂt = vt e Z= lz, as equagoes adimensionais de
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Figura 1: Péndulo elédstico com excitagao paramétrica
vertical
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Ponto de Equilibrio

Em termos das varidveis de estado (21, x2, 23, 24) =
(0,0,z,%), se considerarmos € > 0 o ponto de
equilibrio do sistema dinamico é 7 = 0, 25 = 0,
z;=0¢e
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Note que se considerarmos a mola linear, isto é, A = 0,
entdo teremos zi = K1. E natural observar que o
ponto de equilibrio depende dos coeficientes lineares e
nao lineares da mola. A solugao z3 acima é um zero real
do polinémio de terceiro grau em z® [5], e se supormos
€ < 0, podemos obter trés zeros reais desse polinémio
[7].

Em geral, é impossivel obter solugoes analiticas ex-
atas de equagbes diferenciais ndo lineares, e entdo,
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procuramos o comportamento em primeira aproximacao
na vizinhanca dos pontos de equilibrio. Tal pro-
cedimento é conhecido como linearizacao do sistema
dinamico [8]. Estudando a aproximagao linear, pode-
se, as vezes, prever o comportamento das solugoes do
sistema nao linear que se iniciam na vizinhaca de um
ponto de equilibrio. Fazemos uma translagdo do sis-
tema para colocar o ponto de equilibrio na origem do
sistema de coordenadas, e obtemos a matriz jacobiana
J calculada no ponto de equilibrio

0 1 0 0
1
J= T ifer (1+Z§)2 0 0
0 0 0 1
0 0 —k —3X\(z5)? —

Os autovalores dessa matriz sdo:

Ao = _% + %\/W A+ 307

n? —4(1 + x3%)3

Ag=—5—"
AT T wanr T 21 tan)
Quando 9% — 4[k + 3A(23)%] < 0 e n® —4(1 + z3)® <
0 temos A1,2 = —% + wli [S] A3,4 = —m + (UQi,
3

com wi e we respectivamente as frequéncias da mola e
do péndulo. Observando os autovalores da jacobiana
concluimos que existem valores dos parametros para os
quais o ponto de equilibrio passa de hiperbdlico para
nao hiperbdlico, assim como autovalores passam de reais
para complexos.

Resultados Numéricos

Para realizar simulagoes numéricas consideramos a mola
linear, isto é, A = 0. A amplitude da forca de excitagao
é considerada muito grande quando a > 1.0. Na tabela
abaixo exibimos os valores adotados para os parametros,
de modo que as frequéncias wi e w2 estejam aproximada-
mente em ressonancias 2 : 1, 1:1e 9 :4. O propdsito
dessa ultima ressonancia é analisar a dindmica do sis-
tema quando 0 mesmo estd em uma ressonancia interna
de ordem elevada. Para valores de A diferente de zero
essas ressonancias deixam de existir, a menos que ten-
hamos A ~ 0. Ainda com respeito ao parametro nao
linear da mola, lembramos que para se ter uma mola
macia é necessirio que A\ = ~ L—z < 0. Nesse caso pode-
mos ter Ko 1.,

(ﬁ) + (ﬁ) <0

0 que acarreta uma mudancga na topologia do sistema,
e outros pontos de equilibrio aparecem [7].

As figuras 2(a) e 2(b) ilustram o movimento da mola
no espago de fases com o parametro de controle oo = 0.3
e 0.55 respectivamente. A velocidade do movimento
(z4) é maior quando a é maior, como podemos obser-
var nos respectivos gréficos (2(a) e 2(b)), mas a am-
plitude ndo sofre grande alteragdo. Nas figuras 3(a)
e 3(b) estao ilustradas as secgoes de Poincaré para o
movimento angular, onde o fluxo atravessa a secgao de
Poincaré com um periodo de %" As figuras mostram
o comportamento dindmico de x1 (posi¢do angular), e
quando « varia hd uma duplicagdo do periodo angular.
Para a = 0.4, o sistema dindmico sob as condigoes de

Ressonancia | 1 2 3
parametros: w1 A 2w | w1 R ws | dwi = Ywo
A=€e2%v=2 |0 0 0
K= wgV_Q 3.00 1.618 4.00
P = %l/_l 0.04 2.000 0.02
n = WCJZ vt 0.07 0.010 0.01

Aw?
o = - - -

g

Q=wr! 1.73 0.786 2.0
w1 1.7319 0.78613 | 2.0000
wo 0.8658 0.78614 | 0.8944

Tabela 1: Parametros do sistema. O sistema se encon-
tra em ressonancia interna 2:1 para os valores da coluna
1, 1:1 para coluna 2 e 9:4 para a coluna 3.

ressonancia 2, apresenta um ciclo limite no movimento
do péndulo, conforme podemos notar nas figuras 4(a)
e 4(b). Nas figuras 5(a) e 5(b) mostra-se os compor-
tamentos do péndulo e da mola respectivamente, cor-
respondentes & ressonancia 3 e a = 0.499, nesse caso
o sistema apresenta vérias amplitudes de oscilagao do
angulo e da mola.

Os sistemas pendulares sao objetos cldssicos de
pesquisa [10] [11], pois podem ser usados em muitos
sistemas fisicos ou sistemas elétricos [4]. Este sistema
(equagdes 1 e 2) paramétricamente excitado, tem uma
grande quantidade de fendomenos nao lineares, por ex-
emplo, temos a hipdtese de que o nimero de voltas
anti-hordrias e horarias que o péndulo realiza em um
periodo de tempo, depende do estado cadtico do sis-
tema [4]. Para mostrar que o sistema se encontra em
comportamento cadtico pode-se usar o expoente carac-
teristico de Lyapunov. Se |dS| representa a medida da
distancia entre duas condigoes iniciais vizinhas e |ds| a
medida depois de um tempo ¢, o expoente de Lyapunov
para uma orientagao i é calculado por

Ids|

(i) = zimtw(%zn(w' ))

Se o expoente de Lyapunov é positivo, os fluxos di-
vergem exponencialmente com o tempo, isto é, |ds| =
|dS|exp(at) [6] [11]. Podemos observar na figura 7 o
expoente caracteristico de Lyapunov para o péndulo,
existe uma tendéncia para o movimento cadtico no
infcio, mas depois o movimento torna-se regular (figura
a). E ilustrada na figura 7(b) o célculo do expoente
méaximo para o caso ressonancia 3 e expoente é pos-
itivo indicando o comportamento cadtico. Na figura
8 encontram-se as secgbes de Poincaré no espago de
fases para o movimento da mola. Comparando com
as curvas no espaco de fases das figuras 5(b) e 6(b), as
secgoes de Poincaré também confirmam o movimento
regular para a = 0.499 (figura 8(a)), e movimento
cadtico para a = 0.33 (figura 8(b)). Nas simulagoes so-
mente foi encontrado regime cadtico na ressonancia 3 da
tabela. Uma outra ferramenta para anglise de um sis-
tema dinamico pode ser obtida acumulando-se arquivos
as diversas secgbes de Poincaré [3], variando lentamente
o parametro de controle. No caso do péndulo elastico
excitado verticalmente, a amplitude de excitagdo o pode
ser usado como o paramentro de controle.
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Figura 2: Ressonéancia 1 (ver tabela 1) . As figuras (a) e (b) ilustram as curvas no espaco de fases para mola,
partindo de uma mesma condigao inicial, sem a fase transiente e com valores a = 0.3 e a = 0.55 respectivamente.
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Figura 3: Ressonancia 1 e a = 0.001 (a) e a = 0.3 (b).
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A figuras ilustram as secgbes de Poincaré para o

movimento angular, para diferentes valores da amplitude a.

0.z ‘ ‘ ‘ ‘ : : ‘ ‘ 0.25 ‘ ‘ : : : :
0.15 n2p |
D185t 1
01
0t 1
0.05
w wooosf .
=L =L
(=] (=]
o o o oF i
=] =]
o o
Yo D ooost 1
o1t 1
0.1
015} 1
015 sl |
0.z L L L L L L L L 025 L L o i L L
$2 018 01 005 0 005 01 018 02 025 B3 0z 01 0 01 02 03
DESLOCAMENTO ANGULAR DESLOCAMENTO ANGULAR
Figura 4: Ressonancia 2 (coluna 3) e @ = 0.4. As figuras (a) e (b) ilustram curvas no espago de fases que

caracterizam um ciclo limite, pois em (a) temos a condigao inicial 2 = 23 = 24 = 0 e z1 = 0.1, e em (b) a

condicao inicial é x2 = x3 =x4 =0e z; = 0.3.

conclusao

Neste trabalho inicia-se uma breve andlise da dindmica
de um péndulo eldstico excitado verticalmente. Ver-

ificamos um comportamento cadtico para uma con-
formagao particular do sistema, além de outros re-
sultados numéricos para andlise do comportamento
dindmico. Os autovalores foram calculados explicita-
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Figura 6: ressonancia 3 e @ = 0.33. As figuras (a)

WELOCIDADE (%2)

I
-32.4

L L L
-32 -31.5 -3 -30.8 -0
DESLOCAMENTO ANGULAR {31 )

2948

WELOCIDADE (X4)

L L L
-0 o o1 0z 03 04 05
DEFORMAGAD DA MOLA

03 02

ilustram as curvas no espago de fases, sem a fase transiente,

151

. . . .
04 02 0 02 04 06 08 1
DEFORMAGAO DA MOLA (33 )

ilustra o comportamento da solugdo angular no espago de

fases e (b) o movimento da mola no espago de fases. Ambos os movimentos sdo cadticos.
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Expoente caracteristico de Lyapunov. A figura (a) estd sob o regime de ressonéncia 2 e a = 0.4
(estavel), e a figura (b) sob o regime 3 com « = 0.33 (cadtico).

mente em fun¢do dos pardmetros, e constatamos que
eles podem assumir valores reais ou complexos, depen-
dendo dos valores dos parametros do sistema dinamico.
Neste estudo preliminar foi encontrado um movimento

cadtico (ressonédncia de alta ordem 9:4), e também foi
possivel prever as diversas exploragdes que o sistema
oferece. Em trabalhos futuros sobre este sistema pode-
se considerar uma forga periédica tangente a massa para
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Figura 8: As figuras ilustram a seccao de Poincaré para ressonancia 3 com o = 0.499 e o = 0.33 respectivamente.
Compare (a) e (b) com as figuras 5(b) e 6(b).

estimular a oscilagdo angular do péndulo.
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