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1 Introdução

Os reticulados vem sendo muito utiliza-
dos na Teoria das Comunicações. Sinais de
constelações tendo estrutura de reticulados são po-
pularmente conhecidos como bons para transmissão
com eficência espectral elevada. Boas constelações
de sinais para o canal Rayleigh com desvaneci-
mento são encontradas usando corpos de números
algébricos totalmente reais. A eficácia destas
constelações encontra-se no seu elevado grau de di-
versidade, a qual é de fato a maior posśıvel. Reti-
culados constrúıdos através da imersão canônica de
um corpo de números K totalmente reais possuem
diversidade máxima L = n, onde n é o grau de
K. Isso nos motiva a investigar reticulados sobre
corpos de números totalmente reais. Neste traba-
lho apresentamos uma construção algébrica de Zn-
reticulados, com base na teoria de Ideais Reticula-
dos, e pelo do Teorema de Krüskemper, mostramos
que todo reticulado inteiro pode ser compreendido
como um ideal reticulado.

1.1 Definições básicas

Introduzimos aqui algumas definições utilizadas no
decorrer deste trabalho. Considere K = Q(θ) um
corpo de números de grau n.

Definição 1 Um elemento α ∈ K é chamado in-
teiro algébrico (ou simplesmente inteiro) sobre Z se
existirem, a0, a1, . . . , an−1 ∈ Z, não todos nulos, tal
que αn + an−1α

n−1 + · · · + a1α + a0 = 0. Esta
equação é chamada de equação de dependência in-
tegral de α.

Exemplo 1 O elemento ξ3 = e
2πi
3 é inteiro

algébrico, pois é raiz do polinômio x2 + x + 1.

Definição 2 Considere os distintos n monomorfis-
mos σj : K −→ C. Se σj(K) ⊆ R, diz-se que σj é
real, caso contrário, σj é dito imaginário. Quando
todos os monomorfismos são reais diz-se que K é
um corpo totalmente real e quando os monomorfis-
mos são todos imaginários diz-se que K é um corpo
totalmente imaginário.

Definição 3 Sejam σ1, σ2, . . . , σn, os distintos mo-
nomrosfismos de K em C, e seja α ∈ K. Defi-

nimos o traço de α por Tr(α) =
n∑

i=1

σi(α), a norma

por N(α) = det(σi(α)) =
n∏

i=1

σi(α) e o polinômio

caracteŕıstico por mα(x) = det(xI − σi(α)) =
xn − (Tr(α))xn−1 + · · ·+ (−1)ndet(α).

Definição 4 O conjunto OK dos elementos de K
que são inteiros sobre Z é um anel, chamado anel
de inteiros de K.

Definição 5 O anel de inteiros de K, OK, é um
Z-módulo livre de posto n = [K : Q], cuja base é
chamada de base integral de K (ou de OK).

Definição 6 Uma ordem D de K é um subanel de
K que como um Z-módulo livre é finitamente ge-
rado e tem posto máximo n = [K : Q]. Como OK é
um subanel de K, também chamamos OK de ordem
máxima de K.

Definição 7 Seja {w1, w2, . . . , wn} ⊆ K. Defini-
mos o discriminante do conjunto {w1, w2, . . . , wn}
por D(w1, w2, . . . , wn) = det(Tr(wiwj)), para i, j =
1, . . . , n. Se {w1, w2, . . . , wn} é uma Z-base de OK,
DK = D(w1, w2, . . . , wn) é chamado de discrimi-
nante absoluto de K.

Definição 8 O grupo quociente C(K) =
I(K)
F (K)

é

chamado grupo das classes de ideais de K, onde
I(K) é o grupo dos ideais fracionários não nulos
de K, e F (K) é o subgrupo dos ideais fracionários
principais de K. O número h(K) = #C(K) é a
cardinalidade do grupo das classes de ideais de K.

Definição 9 Seja M um subconjunto de K. O con-
junto M∗ = {x ∈ K : Tr(xy) ∈ OK,∀ y ∈ M} é
definido como o codiferente de M sobre K.

Definição 10 Um reticulado Λ é um subconjunto
discreto do Rn gerado por um Z-módulo livre.

Definição 11 Sejam Λ um reticulado n-
dimensional e x = (x1, ..., xn) ∈ Λ.

1. A diversidade de x, denotado por div(x), é o
número de x,

is não nulos;



2. A diversidade de Λ é definida por div(Λ) =
min{div(x)|x ∈ Λ, x 6= 0}.

Definição 12 Seja Λ um reticulado n-dimensional
com diversidade L = n. Definimos a distância pro-

duto de x = (x1, x2, ..., xn) por dp(x) =
n∏

i=1

|xi| e

a distância produto mı́nima de Λ por dp,min(Λ) =
minx∈Λdp(x), x 6= 0.

2 Ideal reticulado

Um método para gerar reticulados no Rn é ob-
tido através do homomorfismo canônico de um
corpo. Os reticulados assim gerados dependem di-
retamente do anel de inteiros do corpo de números.

Sejam σ1, . . . , σr1 os monomorfismos reais e
σr1+1, . . . , σr2 os pares de monomorfismos ima-
ginários. Assim, n = r1 + 2r2 e para cada x ∈ K,
temos que o homomorfismo σK : K −→ Rn definido
por

σK(x) = (σ1(x), . . . , σr1+2r2(x)) ∈ Rr1 × R2r2 ,

é um homomorfismo injetivo de anéis, chamado de
homomorfismo canônico ou homomorfismo de Min-
kowisk de K em Rr1 × R2r2 . Geralmente identifi-
camos Rr1 × R2r2 com Rn, e este homomorfismo
também pode ser visto como

σK(x) = (σ1(x), . . . , σr1)(x),<σr1+1(x),=σr1+1(x),
. . . ,<σr1+r2(x),=σr1+r2(x)),

onde < representa aparte real do número complexo
e = representa a parte imaginária.

Proposição 1 [3] Seja K um corpo de números de
grau n. Se M ⊆ K é um Z-módulo livre de posto n
e se (xj)1≤j≤n é uma Z-base de M, então σK(M) é
um reticulado no Rn, com volume

V ol(σK(M)) = 2−r2 |det1≤j, k≤n(σj(xk))|,

onde r2 é o número de pares de monomorfismos
imaginários.

Definição 13 Um ideal reticulado é um reticulado
(I, b), onde I é um ideal de OK, b : I × I −→ Z é
tal que b(x, y) = Tr(αxy),∀x, y ∈ I e α ∈ K é to-
talmente positivo, isto é, σi(α) > 0, para todo i.

Definição 14 Seja {w1, . . . , wn} uma Z−base do
ideal I ⊆ OK. Considere a pertubação da imersão
canônica σα : K −→ Rn definida como

σα(x) = (
√

α1σ1(w1), . . . ,
√

αnσn(wn)),

onde αi = σi(α) > 0, para i = 1, . . . , n.

Definição 15 Usando a pertubação da imersão
canônica, a matriz geradora M do reticulado Λ =
σα(I) é dada por

M =


√

α1σ1(w1)
√

α2σ2(w1) · · · √
αnσn(w1)√

α1σ1(w2)
√

α2σ2(w2) · · · √
αnσn(w2)

...
...

. . .
...√

α1σ1(wn)
√

α2σ2(wn) · · · √
αnσn(wn)

 .

Observação 1 De modo análogo, ao homomor-
fismo canônico, temos que σα(I) é um reti-
culado.

Proposição 2 [1] O reticulado σα(I) tem diversi-
dade r1 + r2.

Proposição 3 [1] Um ideal reticulado Λ = (I, b)
pode ser imerso no Rn, com diversidade
i) n se K é totalmente real.
ii) n

2 se K é totalmente complexo.

Pela Proposição 3 a diversidade máxima é atingida
quando trabalhamos com corpos de números total-
mente reais. Portanto consideraremos de agora em
diante K = Q(θ) um corpo de números totalmente
real de grau n.

Teorema 1 [4] Sejam K um corpo de números to-
talmente real com discriminante DK, D uma or-
dem de K e I um ideal principal de D. A distância
produto mı́nima de um ideal reticulado de determi-
nante det(Λ) definido sobre I é

dp,min =

√
det(Λ)

DK

1
[OK : D]

.

Krüskemper [2] provou que toda forma Z-bilinear
simétrica não degenerada pode se realizar como
uma forma traço sobre Z[θ], onde θ é um inteiro
algébrico. Com base neste resultado, provamos
que todo reticulado inteiro pode ser compreendido
como um ideal reticulado. Para isso, seja L um Z-
módulo livre finitamente gerado de rank n e seja
b : L× L −→ Z uma forma bilinear simétrica. Seja
f(x) um polinômio mônico irredut́ıvel de grau n e

θ ∈ C uma raiz de f(x). Então
Z[x]
〈f(x)〉

= Z[θ], cuja

base é
{
1, θ, . . . , θn−1

}
. Seja I um ideal de Z[θ] e

I∗ o codiferente de I.

Teorema 2 [4] Seja (L, b) um reticulado. Então e-
xiste um inteiro algébrico θ, um ideal I de Z[θ] e
α ∈ (I2)∗ ⊆ Q(θ) tal que b é isomorfa a

I × I → Z

(x, y) → Tr(αxy).

Com base no Teorema 2, fornecemos o algoritmo
de construção do reticulado.



1. Primeiramente precisamos encontrar uma ma-
triz simétrica A, com coeficientes em Z, tal que
seu polinômio caracteŕıstico seja irredut́ıvel. A
pode ser tomada aleatoriamente.

2. Considere

vj = (−1)i+j∆ij(A− θIn),

isto é, vj é o j-ésimo cofator em uma dada co-
luna da matriz (A− θIn), e construa o vetor

vθ =


v1

v2

...
vn

 .

3. Calcule V e G, onde V é a matriz
das coordenadas de v1, . . . , vn na base
{1, θ, . . . , θn−1} e G é a matriz dada por
G = (TrQ(θ)/Q(θi−1θj−1))n

i,j=1.

4. Calcule o vetor v,
θ tal que

v,
θ =

n∑
i=1

mijθ
i−j ,

onde (mij)n
i,j=1 = G−1(V t)−1.

5. Tome α = v,
i

vi
, para algum i ∈ {1, . . . , n}.

6. A matriz geradora do reticulado é dada por
√

α1σ1(v1) · · · √
αnσn(v1)√

α1σ1(v2) · · · √
αnσn(v2)

...
. . .

...√
α1σ1(vn) · · · √

αnσn(vn)

 .

Note que RRt = In.

Exemplo 2 Para a dimensão n = 2, escolha

A =
(

1 1
1 0

)
.

O polinômio caracteŕıstico de A, é χA = x2−x−1,
que é irredut́ıvel sobre Z.
Escolhendo i = 2 e fazendo os cálculos temos que

vθ =
(
−1
1− θ

)
.

Logo,

V =
(
−1 1

0 −1

)
e

(V t)−1 =
(
−1 0
−1 −1

)
.

Temos que Tr(1) = 3 e pela definição 3, Tr(θ) =
1. O elemento θ é raiz de x2−x−1, logo, θ2 = θ+1

e dessa forma, Tr(θ2) = Tr(θ)+Tr(1) = 1+2 = 3.
Assim,

G = (TrQ(θ)/Q(θi−1θj−1))2i,j=1

G =
(

2 1
1 3

)
,

G−1 =

 3
5

−1
5

−1
5

2
5

 e

G−1(V t)−1 =

 −2
5

1
5

−1
5

−2
5

 .

Assim,

v,
j =

2∑
i=1

mijθ
i−1, e portanto,

v,
θ =

 −2
5
− 1

5
θ

1
5
− 2

5
θ

 .

Escolhendo i = 1, temos que α =
v,
1

v1
=

2
5

+
1
5
θ. O

conjunto das ráızes de χA é
{

1
2

+
1
2

√
5,

1
2
− 1

2

√
5
}

.

Logo as imersões reais de θ são σ1(θ) = 1, 61833989
e σ2(θ) = −0, 61833989. Assim, a matriz geradora
do reticulado é dada por

R =
(
−0, 850686768 −0, 525672923
−0, 525672923 0, 850686768

)
.

Neste caso temos que K = Q(
√

5), assim, DK =
5. Como todos ideais de Q(

√
5) são principais, te-

mos que h(K) = 1 e [OK : D] = 1. Logo, a distância
produto mı́nima de Λ é dp,min(Λ) = 1√

5
.
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