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1 Polinémios de Szeg6

Seja 1) uma medida positiva no circulo unitario
C = {z € C: |z| = 1}, ou seja, 1(e?), definida
em —7m < 0 < m, é uma funcao real, limitada e
nao decrescente com infinitos pontos de aumento.
Suponhamos que os momentos

um:/ 2 MdY(z) = /ﬂ- eiimedﬂ}(e)v m=0,1,..,
C —7

existam.
Considere o produto interno definido em Lo (v))
dado por

(f.0) = /C F(2)g@du(z).

A seqiiéncia de polinémios moénicos, {pn(2)}52,
que satisfaz

(o) = [ pu( o l0() =0, nm,

onde p, tem grau n, é conhecida como seqiiéncia
de polinémios de Szegé com relagao a i, (veja [8] e
9)).

Os polinémios, py,(2), e seus reciprocos, pi(z) =
2"pn(1/2), sdo dados por
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de onde podemos obter

m 0, se m=0,1,...n—1,
(on(2). 2 >{ -
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A, _
* my _ A, S¢ M= 0,
<pn(Z),Z > { 0, se m=12,...,n.

O determinante A,, é chamado determinante de
Toeplitz e satisfaz

A, >0, para n>0.

Os polinomios de Szegé satisfazem o sistema de
relagao de recorréncias

p:(z) :SnZPn—l(Z)JFP;_1(Z)7 nZ 17
pn(2) = npy(2) + (1 — |5n|2)zpn—1(z)a n>1,
com as condigoes iniciais
po(2) =1,  pplz) =1

E conhecido (vejal9]) que os zeros dos polinémios
de Szegd estdo no interior do circulo unitario.

2 Analise de freqiiéncia

Seja um sinal em tempo discreto dado por

I
_ Z ozjei“’fm7 m=20,1,2,.... N — 1,

xy(m) = =

0, m < 0oum > N.

O problema de andlise de freqiiéncia consiste em
determinar as freqiiéncias w; para N dados obser-
vados em instantes de tempo igualmente espagados,

tm =mAt, m=0,1,..,.N—1, At>0.
Os ntimeros o representam as amplitudes, com
ag >0, 0#a;=0_; €C, ji=1,..,1,
os nimeros reais w; denotam as freqiiéncias, onde
O=wyp <wy <..<wy<m,

wj :—w,j, ]:1,,.[

Os pontos e™i, j = 0,£1,42,...,+I, sdo co-
nhecidos como pontos de freqiiéncia. A quantidade
de pontos de freqiiéncia seré denotada por

1, se a9 >0

ng=2I+r <N, onde r{ 0, se ag=0"
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Definimos a medida ¢ em [—,

7| por

din(0) = df, —m<6<m, € N.
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Com relacao & medida v, temos o produto interno

<f7g>1/1N: f(

—T

D)g(e®)dn(9),  fig €A,

os polinémios de Szegd p,(¢¥n,z) e 0s momentos
(m=0,£1,%2,...)

Definimos, agora, uma medida discreta por

07 —T<l< w_y,
—I+k
Z i, worik <O <wopprga,
Y(O) =4 =1
I
Z lo?, wr <0<,
j=—I

0 <k <2I -1, com momentos
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e com os polindmios de Szegd p,(z) associados a
ela.

A seguir apresentaremos uma técnica para en-
contrar as freqgiiéncias w; baseada na convergéncia
dos zeros dos polinémios de Szegd p, (YN, z) quando
N — o0, esta técnica é chamada N-processo. Em
[2] encontramos que

I

Z loj|2e™ "™ m € Z,
j=—I

O

1
Pno(2) = (2 —1) H z—eWi)(z — e”W9),

Foi provado em [4], Lema 2.1, que

1

1
Nug;iv)_ﬂm+0(N>v COmN—>OO,

param = 0,+1,£2, ... . Com isto é possivel mostrar
(veja [4], Lema 3.2) que, para cadan =0, 1,...,ng,

]\}Enoo pn(wNv Z) = p”(z)’

com convergéncia localmente uniforme em C. Em
particular,

9= -1 [[e =) —e)

de onde vemos que os zeros z(j, no, V) de pp, (YN, 2)
podem ser ordenados apropriadamente, tal que,

J\’lgnoo Pro (wNa

lim z(j,no, N) = €™, j==41,42,...,+1.
N—oco

Ser # 0 (isto é, ap > 0 ), entdo lim z(0,ng,N) =
N—o0

1 = 0

A utilidade desta convergéncia é apenas tedrica,
pois, a quantidade de pontos de freqiiéncia ng é
desconhecida. Isto é, nao sabemos qual o grau do
polindmio de Szegé associado a ¥y que devemos
tomar para obter as freqiiéncias w;. E necessario,
entao, investigar a convergéncia para polinémios de
grau n suficientemente grande (n > ng). Antes, va-
mos considerar um exemplo, dado em [7] por Pan
e Saff, onde vemos que, para n > ng, a seqiiéncia
{pn(¥n,2)}3_, pode ndo ser convergente.

Exemplo 3.1. Consideremos um sinal da forma
xn(m) = e "™/ 4 gt/ — 9 cos(mm/4),

onde as unicas freqiéncias sio w_y = —7/4 e
w1 =7/4 e, as amplitudes sdo a_1 = a1 = 1.

Vemos que ng =2 e
p2(2) = Qs5(z) = (2— z—e™h) = 22 —\/2241.

Vamos tomar duas subseqiiéncias de { N} e calcular
os respectivos momentos,
(a) Com N =0 (mod4), temos

us =2N, W = V2N -2),
(N) sV = —V2(N - 2).

Ho - _27
(b) Com N =2 (mod4), temos

e—iﬂ'/4)(

™ =2N+2, 4V = V2N,
N N
s =0, s = V2N -2).

Assim, obtemos

5)

Jm p3(tak, 2) = p2(2) <Z + =

im p3(Yant2,2) = p2(2) <Z + \/§>,

k—o0 4

ou seja, o limite de {p3(¢¥n, 2)}, com N — 0o, ndo é
Unico. Os momentos podem ser calculados através
de (2) e o polinémio p3 (1N, z) através de (1). Deve-
mos notar que, embora nao sejam iguais, os limites
encontrados sdo da forma p2(2)U;(z) onde Uy é um



polinémio com zero em |z| < 1. Veremos adiante
que isso nao é uma mera coincidéncia.

Em [4] (Lema 3.3 e Teorema 3.1) e em [7] (Teo-
rema 2.4) foi mostrado que se {N;};°, é uma
seqiiéncia arbitraria de ntimeros naturais, entao
existe uma subseqiiéncia { Ny, }°2 ; de { Ny} tal que,
para todo m = 1,2,3,... e todo z € C, existe uma
seqiiéncia de polinémios {U,,(z)}5°_,, dependendo
de {Ng, }, com todos os zeros no disco |z| < 1, tal
que

Un(2)pny(2), 1=0,1,

lim pn(kaL, ’ Z) =
V—00
com convergéncia localmente uniforme em C. Além
disso,

Vlirgo Pno+m (kau ; Z) =
I
UD () (== 1) [z - )z — o),
j=1

e, para cada n > ng e v > 1, existem zeros
2(j,n, Ni, ) de pn(¥n,, , 2) tal que

lim z(j,n, Ny, ) =™, j=41,42, .., +I.

V—00
Se r # 0, entdo lim, o 2(0,n, Ni, ) = 1 = €.

Como é possivel ter mais zeros do que pontos
de freqiiéncia, Jones e Petersen [2] (Teorema 3.7),
mostraram que os zeros z(j,n, N) de p,(¢¥n, z) que
nao convergem para os pontos de freqiiéncia satis-
fazem

|2(4,n,N)| < K,, < 1.

Outras técnicas de aproximagao das freqiiéncias
w; utilizam polindmios ortogonais na reta real (ver

[1)-

Este trabalho trata-se de comparagoes entre o
N-processo, modificagoes dele encontradas na lite-
ratura, por exemplo em [5] e [6], e as técnicas de
aproximacao das freqiiéncias w; dadas em [1].
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