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1 Polinômios de Szegő

Seja ψ uma medida positiva no ćırculo unitário
C = {z ∈ C : |z| = 1}, ou seja, ψ(eiθ), definida
em −π ≤ θ ≤ π, é uma função real, limitada e
não decrescente com infinitos pontos de aumento.
Suponhamos que os momentos

µm=
∫
C

z−mdψ(z) =
∫ π

−π
e−imθdψ(θ), m = 0, 1, ...,

existam.
Considere o produto interno definido em L2(ψ)

dado por

〈f, g〉 =
∫
C

f(z)g(z)dψ(z).

A seqüência de polinômios mônicos, {ρn(z)}∞n=1,
que satisfaz

〈ρn, ρm〉 =
∫
C

ρn(z)ρm(z)dψ(z) = 0, n 6= m,

onde ρn tem grau n, é conhecida como seqüência
de polinômios de Szegő com relação à ψ, (veja [8] e
[9]).

Os polinômios, ρn(z), e seus rećıprocos, ρ∗n(z) =
znρn(1/z), são dados por

(1) ρn(z)=
1

∆n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

µ0 µ−1 · · · µ−n
µ1 µ0 · · · µ−n+1

...
...

. . .
...

µn−1 µn−2 · · · µ1

1 z · · · zn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
e

ρ∗n(z)=
1

∆n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

µ0 µ1 · · · µn
µ−1 µ0 · · · µn−1

...
...

. . .
...

µ−n+1 µ−n+2 · · · µ−1

zn zn−1 · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
de onde podemos obter

〈ρn(z), zm〉 =
{

0, se m = 0, 1, ..., n− 1,
∆n

∆n−1
, se m = n,
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e

〈ρ∗n(z), zm〉 =
{ ∆n

∆n−1
, se m = 0,

0, se m = 1, 2, ..., n.

O determinante ∆n é chamado determinante de
Toeplitz e satisfaz

∆n > 0, para n ≥ 0.

Os polinômios de Szegő satisfazem o sistema de
relaçaõ de recorrências

ρ∗n(z) = δnzρn−1(z) + ρ∗n−1(z), n ≥ 1,
ρn(z) = δnρ

∗
n(z) + (1− |δn|2)zρn−1(z), n ≥ 1,

com as condições iniciais

ρ0(z) = 1, ρ∗0(z) = 1.

É conhecido (veja[9]) que os zeros dos polinômios
de Szegő estão no interior do ćırculo unitário.

2 Análise de freqüência

Seja um sinal em tempo discreto dado por

xN (m) =


I∑

j=−I
αje

iwjm, m = 0, 1, 2, ..., N − 1,

0, m < 0 ou m ≥ N.

O problema de análise de freqüência consiste em
determinar as freqüências wj para N dados obser-
vados em instantes de tempo igualmente espaçados,

tm = m∆t, m = 0, 1, ..., N − 1, ∆t > 0.

Os números αj representam as amplitudes, com

α0 ≥ 0, 0 6= αj = α−j ∈ C, j = 1, ..., I,

os números reais wj denotam as freqüências, onde

0 = w0 < w1 < ... < wI < π,

wj = −w−j , j = 1, ..., I.

Os pontos eiwj , j = 0,±1,±2, ...,±I, são co-
nhecidos como pontos de freqüência. A quantidade
de pontos de freqüência será denotada por

n0 = 2I + r < N, onde r =
{

1, se α0 > 0
0, se α0 = 0 ,
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Definimos a medida ψN em [−π, π] por

dψN (θ)=
1
2π

∣∣∣∣∣
N−1∑
k=0

xN (k)e−ikθ
∣∣∣∣∣
2

dθ, −π≤θ≤π, ∈ N.

Com relação à medida ψN , temos o produto interno

〈f, g〉ψN
=

∫ π

−π
f(eiθ)g(eiθ)dψN (θ), f, g ∈ Λ,

os polinômios de Szegő ρn(ψN , z) e os momentos
(m = 0,±1,±2, . . .)

(2) µ(N)
m =


N−m−1∑
k=0

xN (k)xN (k +m), m ≥ 0,

µ
(N)
−m, m ≤ −1.

Definimos, agora, uma medida discreta por

ψ(θ) =



0, −π < θ < w−I ,
−I+k∑
j=−I

|αj |2, w−I+k ≤ θ ≤ w−I+k+1,

I∑
j=−I

|αj |2, wI ≤ θ < π,

0 ≤ k ≤ 2I − 1, com momentos

µm=
∫ π

−π
e−imθdψ(θ) =

I∑
j=−I

|αj |2e−imwj , m ∈ Z,

e com os polinômios de Szegő ρn(z) associados a
ela.

A seguir apresentaremos uma técnica para en-
contrar as freqüências wj baseada na convergência
dos zeros dos polinômios de Szegő ρn(ψN , z) quando
N → ∞, esta técnica é chamada N-processo. Em
[2] encontramos que

ρn0(z) = (z − 1)L
I∏
j=1

(z − eiwj )(z − e−iwj ).

Foi provado em [4], Lema 2.1, que

1
N
µ(N)
m = µm +O

(
1
N

)
, com N →∞,

para m = 0,±1,±2, ... . Com isto é posśıvel mostrar
(veja [4], Lema 3.2) que, para cada n = 0, 1, ..., n0,

lim
N→∞

ρn(ψN , z) = ρn(z),

com convergência localmente uniforme em C. Em
particular,

lim
N→∞

ρn0(ψN , z) = (z − 1)r
I∏
j=1

(z − eiwj )(z − e−iwj ),

de onde vemos que os zeros z(j, n0, N) de ρn0(ψN , z)
podem ser ordenados apropriadamente, tal que,

lim
N→∞

z(j, n0, N) = eiwj , j = ±1,±2, ...,±I.

Se r 6= 0 (isto é, α0 > 0 ), então lim
N→∞

z(0, n0, N) =

1 = ei0.
A utilidade desta convergência é apenas teórica,

pois, a quantidade de pontos de freqüência n0 é
desconhecida. Isto é, não sabemos qual o grau do
polinômio de Szegő associado a ψN que devemos
tomar para obter as freqüências wj . É necessário,
então, investigar a convergência para polinômios de
grau n suficientemente grande (n ≥ n0). Antes, va-
mos considerar um exemplo, dado em [7] por Pan
e Saff, onde vemos que, para n > n0, a seqüência
{ρn(ψN , z)}∞N=1 pode não ser convergente.

Exemplo 3.1. Consideremos um sinal da forma

xN (m) = e−imπ/4 + eimπ/4 = 2 cos(mπ/4),

onde as únicas freqüências são w−1 = −π/4 e
w1 = π/4 e, as amplitudes são α−1 = α1 = 1.

Vemos que n0 = 2 e

ρ2(z) = Q5(z) = (z−e−iπ/4)(z−eiπ/4) = z2−
√

2z+1.

Vamos tomar duas subseqüências de {N} e calcular
os respectivos momentos,
(a) Com N ≡ 0 (mod 4), temos

µ
(N)
0 = 2N, µ

(N)
1 =

√
2(N − 2),

µ
(N)
2 = −2, µ

(N)
3 = −

√
2(N − 2).

(b) Com N ≡ 2 (mod 4), temos

µ
(N)
0 = 2N + 2, µ

(N)
1 =

√
2N,

µ
(N)
2 = 0, µ

(N)
3 = −

√
2(N − 2).

Assim, obtemos

lim
k→∞

ρ3(ψ4k, z) = ρ2(z)
(
z +

√
2

3

)
e

lim
k→∞

ρ3(ψ4k+2, z) = ρ2(z)
(
z +

√
2

4

)
,

ou seja, o limite de {ρ3(ψN , z)}, com N →∞, não é
único. Os momentos podem ser calculados através
de (2) e o polinômio ρ3(ψN , z) através de (1). Deve-
mos notar que, embora não sejam iguais, os limites
encontrados são da forma ρ2(z)U1(z) onde U1 é um



polinômio com zero em |z| < 1. Veremos adiante
que isso não é uma mera coincidência.

Em [4] (Lema 3.3 e Teorema 3.1) e em [7] (Teo-
rema 2.4) foi mostrado que se {Nk}∞k=1 é uma
seqüência arbitrária de números naturais, então
existe uma subseqüência {Nkν}∞ν=1 de {Nk} tal que,
para todo m = 1, 2, 3, ... e todo z ∈ C, existe uma
seqüência de polinômios {Um(z)}∞m=1, dependendo
de {Nkν

}, com todos os zeros no disco |z| < 1, tal
que

lim
ν→∞

ρn(ψNkν
, z) = Um(z)ρn0(z), l = 0, 1,

com convergência localmente uniforme em C. Além
disso,

lim
ν→∞

ρn0+m(ψNkν
, z) =

U (1)
m (z) (z − 1)r

I∏
j=1

(z − eiwj )(z − e−iwj ),

e, para cada n ≥ n0 e ν ≥ 1, existem zeros
z(j, n,Nkν ) de ρn(ψNkν

, z) tal que

lim
ν→∞

z(j, n,Nkν ) = eiwj , j = ±1,±2, ...,±I.

Se r 6= 0, então limν→∞ z(0, n,Nkν
) = 1 = ei0.

Como é posśıvel ter mais zeros do que pontos
de freqüência, Jones e Petersen [2] (Teorema 3.7),
mostraram que os zeros z(j, n,N) de ρn(ψN , z) que
não convergem para os pontos de freqüência satis-
fazem

|z(j, n,N)| ≤ Kn < 1.

Outras técnicas de aproximação das freqüências
wj utilizam polinômios ortogonais na reta real (ver
[1]).

Este trabalho trata-se de comparações entre o
N-processo, modificações dele encontradas na lite-
ratura, por exemplo em [5] e [6], e as técnicas de
aproximação das freqüências wj dadas em [1].
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