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1 Introdução

O objetivo deste trabalho é analisarmos a existência
local e unicidade de solução fraca para o problema
de Cauchy abstrato, o qual denotaremos por (P):

(P )

∣∣∣∣∣∣

u” + M(‖u(t)‖2)Au + M1(|u(t)|2)u = f
u(t) = u0

u′(0) = u1

Onde V e H são espaços de Hilbert com produto
interno e norma representados respectivamente por
((.)), ‖.‖ e (, ), |.|, V denso em H, com injeção com-
pacta, as funções M , M1 são de classe C1(0,∞),
M(λ) > 0 e M1(λ) ≥ 0; ∀λ ≥ 0. O operador A
definido pela terna V, H; ((, )) nas condições da
Teoria Espectral. Ainda com relação ao problema
(P), os dados iniciais u0, u1 e f são considerados
de modo que u0 ∈ D(A), u1 ∈ V e f ∈ L2(0, T ; H).

2 Hipóteses

Seja 0 ≤ t ≤ T0, T0 > 0 fixado. E as seguintes
hipóteses sobre as funções M , M1:

a) M,M1 ∈ C1(0,∞;<)
b) M(s) ≥ m0 > 0, ∀s ≥ 0
c) M1(s) ≥ m1 ≥ 0, ∀s ≥ 0.

Temos o seguinte resultado.

3 Resultado Principal

Teorema 01
Suponhamos que D(A) com imersão compacta em
V e que as funções M e M1 satisfazem as condições
estabelecidas acima. Dados u0 ∈ D(A), u1 ∈ V e
f ∈ L2(0,∞; H), existe uma única função vetorial

u : [0, T0] → H tal que:

1)u ∈ L∞ (0, T0;D(A)) ,
2)u′ ∈ L∞ (0, T0; V ) ,
3)u” ∈ L2(0, T0;H),
4) d

dt (u
′(t), v) + M(‖u(t)‖2)((u(t), v))+

+M1|u(t)|2)(u(t), v) = (f(t), v), ∀v ∈ V,
no sentido D′(0, T0),
5)u(t) = u0 e u′(0) = u1,
onde M, M1 ∈ C1([0,∞]); com M(λ) > 0
e M1(λ) ≥ 0; ∀λ ≥ 0.

Demonstração:
O método utilizado para demonstrar a existência
de solução será o método de Faedo-Galerkim que
nos dará uma seqüência de soluções aproximadas
do nosso problema. Em seguida, mostraremos que
a seqüência em questão convergirá para solução do
problema numa topologia conveniente e isto será
demonstrado através das estimativas a priori.

4 1a Etapa: Soluções Aproxi-
madas

Sejam {wν}ν∈N um sistema ortonormal completo de
H constitúıdo de vetores próprios do operador A e

{λν}ν∈N

a correspondente seqüência de valores próprios.
Seja

Vm = [w1, w2, w3, . . . , wm]

o subespaço gerado pelos vetores
{w1, w2, w3, . . . , wm} .

Devemos encontrar uma solução

um(t) =
m∑

ν=1

gνm(t)wν ∈ Vm,



onde os gνm são de classe C2, para o problema
aproximado:

(u”m (t) , wj) + M(‖um(t)‖2)(Aum(t), wj) +

M1(|um(t)|2)(um(t), wj)
= (f(t), wj) (1)

u0m =
m∑

ν=1

ανm(t)wν −→ u0 em D(A) (2)

e

u1m =
m∑

ν=1

βνm(t)wν −→ u1 em V. (3)

Colocamos o problema aproximado 1 nas condições
de existência Carathéodory. Para isso, usamos um
sistema equivalente. Feitos os devidos cálculo, obte-
mos solução um (t) em [0, tm) , tm ≺ T. As estima-
tivas a priori, obtidas na próxima etapa, nos permi-
tirão prolongar a solução um (t) ao intervalo [0, T ] .

2a Etapa: Estimativas a Priori
Como a equação aproximada em (1) é válida para

todo wj , j = 1, 2, ...,m, segue por linearidade que
ela é valida em todo Vm, isto é,

(u
′′
m(t), v) + M(‖um(t)‖2)(Aum(t), v)+
M1(|um(t)|2)(um(t), v) = (f(t), v).

(4)

para todo v ∈ Vm.

Estimativas a Priori I
Tomando v = u

′
m(t), na equação aproximada (4)

obtemos

(u
′′
m(t), u

′
m(t)) + M(‖um(t)‖2)((um(t), u

′
m(t)))

+M1(|um(t)|2)(um(t), u
′
m(t)) = (f(t), u

′
m(t)).

isto é,

1
2

d
dt

∣∣∣u′m(t)
∣∣∣
2

+ M(‖um(t)‖2) 1
2

d
dt ‖um(t)‖2

+M1(|um(t)|2) 1
2

d
dt |um(t)|2 = (f(t), u

′
m(t).

Depois de alguns cálculos, obtemos os seguintes re-
sultados:

(um) é limitada em L∞ (0, T ; V )
e(
u
′
m

)
é limitada em L∞ (0, T ; H) .

Estimativas a Priori II
Tomando v = Au

′
m(t), na equação aproximada

(4) obtemos

(u
′′
m(t), Au

′
m(t)) + M(‖um(t)‖2)((um(t), Au

′
m(t)))

+M1(|um(t)|2)(um(t), Au
′
m(t)) = (f(t), Au

′
m(t)).

(5)

temos que:

(u
′′
m(t), Au

′
m(t)) =

(
(u
′′
m(t), u

′
m(t))

)

=
1
2

d

dt

∥∥∥u
′
m (t)

∥∥∥
2

(
(um(t), Au

′
m(t))

)
= (Aum(t), Au

′
m(t))

=
1
2

d

dt
|Aum (t)|2

(um(t), Au
′
m(t)) = (um(t), u

′
m(t))

=
1
2

d

dt
‖um (t)‖2 .

Utilizando algumas convergências, imersões, de-
sigualdades temos:(

u
′
m

)
é limitada em L∞ (0, T0; V )

e
(um) é limitada em L∞ (0, T0; D (A)) .

Estimativas a Priori III
Tomando v = u

′′
m(t) na equação aproximada (1),

obtemos

(u
′′
m(t), u

′′
m(t)) + M(‖um(t)‖2)(Aum(t), u

′′
m(t))

+M1(|um(t)|2)(um(t), u
′′
m(t)) = (f(t), u

′′
m(t))

ou seja,

2
∣∣∣u′′m(t)

∣∣∣
2

+ 2M(‖um(t)‖2)(Aum(t), u
′′
m(t))

+2M1(|um(t)|2)(um(t), u
′′
m(t)) = 2(f(t), u

′′
m(t))

Usando limitações, desigualdades e fazendo os de-
vidos cálculos, segue o resultado:(

u
′′
m

)
é limitada em L2 (0, T0; H) .

3a Etapa: Passagem ao Limite
Das estimtivas anteriores concluimos que
(um) é limitada em L∞(0, T0; D(A))(
u
′
m

)
é limitada em L∞(0, T0; V )(

u
′′
m

)
é limitada em L2 (0, T0; H)

Agora utilizaremos o teorema de Banach-
Alouglu-Borbaki, pois os espaços onde as sequências
são limitadas são na pior das hipóteses espaços de
Banach, dessa forma, podemos extrair uma sub-
sequência de (um), que continuaremos a denotar por
(um) tal que:

um −→ u em L∞(0, T0;D(A)), fraco−F (6)

u
′
m −→ u

′
em L∞(0, T0; V ), fraco−F (7)

u
′′
m −→ u

′′
em%L2(0, T0; H), fraco (8)



Usando o fato que
L∞ (0, T ;X) é imerso em L2(0, T ;X)

segue de (6) que

um −→ u em L2(0, T0; D(A)), fraco

isto é,

(Aum, w) −→ (Au,w),∀w ∈ L2 (0, T0; H) (9)

Da convergência 8 deduzimos que

(u
′′
m, w) −→ (u

′′
, w), ∀w ∈ L2 (0, T0;H) (10)

Convergência dos termos não lineares

Por (6) e (7), segue que (um) é limitada em
L2(0, T0; D(A)) e (u

′
m) é limitada em L2(0, T0; V )

de modo que usando o lema de Compacidade de
Aubin-Lions, com B0 = D(A) , B = B1 = V , pode-
mos extrair novamente uma subsequência de (um)
, que continuamos denotando por (um) , tal que

um −→ u, em L2(0, T0;V )

e portanto,

‖um‖ −→ ‖u‖ , em L2(0, T0)

e passando a uma subsequência de (um), se
necessário, podemos supor que

‖um(t)‖2 −→ ‖u(t)‖2 , q.s. em [0, T0]

e sendo M cont́ınua, obtemos

M(‖um(t)‖2) −→ M(‖u(t)‖2), q.s. em [0, T0] (11)

Usando (9) e (11) concluimos a convergência de um
termo não linear, isto é,

M(‖um(t)‖2)((um(t), v)) −→ M(‖u(t)‖2)((u(t), v))

em L2(0, T0; V ) (12)

Para concluir a convergência do outro termo não lin-
ear, basta notar que V ↪→ H, assim,

M1(|um(t)|2)(um(t), v) −→ M1(t)(|u(t)|2)(u(t), v)

em L2(0, T0; H) (13)

Para passagem ao limite, tomemos ξ = θ.v, onde
θ (t) ∈ L2(0, T0) e v ∈ Vm0 , m0 fixo. Agora integrando
a equação aproximada (4) de 0 até T0, obtemos:

∫ T0
0

(u
′′
m(t), v)θ (t) dt+

+
∫ T0
0

M(‖um(t)‖2)(Aum(t), v)θ (t) dt+

+
∫ T0
0

M1(|um(t)|2)(um(t), v)θ (t) dt

=
∫ T0
0

(f(t), v)θ (t) dt.

(14)

Tomando o limite em (14), com m → ∞, e usando
(10), (12) e (13), obteremos

∫ T0
0

(u
′′
(t), v)θ (t) dt+

+
∫ T0
0

M(‖u(t)‖2)(Au(t), v)θ (t) dt+

+
∫ T0
0

M1(|u(t)|2)(u(t), v)θ (t) dt

=
∫ T0
0

(f(t), v)θ (t) dt.

∀θ ∈ L2 (0, T0) e v ∈ Vm0 . Como Vm0 é denso em
H, a última igualdade acima é valida ∀θ ∈ L2 (0, T0) e
v ∈ H.

5 4a Etapa:Condições Iniciais

Observemos inicialmente que faz sentido calcular u(0)

e u
′
(0), pois temos de resultados anteriores que u ∈

L2(0, T0; D(A)), u
′ ∈ L2(0, T0; V ) e u

′′ ∈ L2(0, T ; H) e
usando resultados de regularidade, concluimos que

u ∈ C0([0, T0]; V )

e

u
′ ∈ C0([0, T0]; H)

Consideremos θ ∈ C1([0, T0]), com θ(0) = 1 e θ(T0) =

0 e v ∈ V , como, u
′
m −→ u

′
em L2(0, T0; V ), segue que

((u
′
m(t), w)) −→ ((u

′
(t), w))∀w ∈ L2(0, T0; V )

Tomando w(t) = θ(t)v, com θ(t) ∈ L2(0, T0) e v ∈ V ,
temos que

T0∫

0

((u
′
m(t), v))θ(t)dt −→

T0∫

0

((u
′
(t), v))θ(t)dt

isto é,

T0∫

0

d

dt
((um(t), v))θ(t)dt −→

T0∫

0

d

dt
((u(t), v))θ(t)dt (15)

usando integração por partes em ambas as integrais em
(15) resulta:

∣∣∣∣∣∣∣∣

−((um(0), v))−
T0∫
0

((um(t), v))θ
′
(t)dt →

−→ −((u(0), v))−
T0∫
0

((u(t), v))θ
′
(t)dt

de (6), temos:

T0∫

0

((um(t), v))ϕdt −→
T0∫

0

((u(t), v))ϕdt;

∀v ∈ V ;∀ϕ ∈ L
1
(0, T0)

Assim, conclúı-se que

((um(0), v)) −→ ((u(0), v)). (16)

Mas,

um(0) = u0m −→ u0emD(A) ↪→ V

então,

((um(0), v)) −→ ((u0, v))∀v ∈ V (17)



De (16) e (17) obtemos

((u(0), v)) = ((u0, v)), ∀v ∈ V

Por densidade, u(0) = u0.

Para provarmos que u
′
(0) = u1 usamos as con-

vergências (3) e (7) e procedemos de forma análoga,
donde conclúımos

((u
′
(0), v)) = ((u1, v)), ∀v ∈ H

Logo u
′
(0) = u1. Dessa maneira fica concluida a

demonstração do teorema 1.

6 5a ETAPA: UNICIDADE

Sejam u e v funções vetorias definidas de [0, T ] em H
tais que sejam soluções do nosso problema nas condições
do teorema 1 e considere w (t) = u (t)− v (t) . Então,

w ∈ L∞ (0, T0; D (A)) (18)

w
′ ∈ L∞ (0, T0; V ) (19)

w
′′ ∈ L2 (0, T0; H) (20)

w
′′

+ M
(‖u‖2) Au−M

(‖v‖2) Av

+M1

(|u|2) u−M1

(|v|2) v
= 0 em L2 (0, T ; H)

(21)

w (0) = 0 e w
′
(0) = 0 (22)

Mas note que de (21) implica

w” + M
(‖u‖2) Aw + M1

(|u|2) w+

+
[
M

(‖u‖2)−M
(‖v‖2)] Av

+
[
M1

(|u|2)−M1

(|v|2)] v
= 0

(23)

usando o produto interno de H em (23) com w
′
(t), ter-

emos

(
w” (t) , w

′
(t)

)
+ M

(‖u (t)‖2)
((

w (t) , w
′
(t)

))

+M1

(|u (t)|2)
(
w (t) , w

′
(t)

)

+
[
M

(‖u (t)‖2)−M
(‖v (t)‖2)]

(
Av (t) , w

′
(t)

)

+
[
M1

(|u (t)|2)−M1

(|v (t)|2)]
(
v (t) , w

′
(t)

)

= 0.

Agora fazendo os devidos cálculos, obteremos:

∣∣∣w′ (t)
∣∣∣+‖w (t)‖2 + |w (t)|2 ≤ c9

∫ t

0




‖w (s)‖2
+ |w (s)|2

+
∣∣∣w′ (s)

∣∣∣
2


 ds,

e usando lema de Gronwall, conclúımos que

∣∣∣w′ (t)
∣∣∣ + ‖w (t)‖2 + |w (t)|2 = 0 =⇒ |w (t)| = 0.

Portanto,

u (t) = v (t) , t ∈ [0, T0]
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