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Resumo
A equivalência entre resultados para análise de estabilidade
baseados no método de Lyapunov de sistemas com atraso pre-
cisamente conhecidos e resultados de estabilidade robustade
sistemas de comparação sem atraso empregando condições do
teorema do ganho pequeno, foi apresentada recentemente na
literatura. A extensão desses resultados para tratar sistemas
com atraso e incerteza em domínios politópicos é a principal
contribuição deste artigo. A partir da definição de uma reali-
zação genérica para um sistema, são apresentadas desigual-
dades matriciais lineares com variáveis extras, equivalentes
a condições de ganho pequeno escalonadas. Devido à inser-
ção dessas variáveis extras, condições dependentes do atraso
para análise de estabilidade de sistemas com atraso em domí-
nios politópicos podem ser elaboradas empregando matrizes
de Lyapunov dependentes de parâmetro, resultando em con-
dições menos conservadoras que outras já apresentadas na
literatura, como ilustrado por exemplos numéricos.

1 Introdução

A análise de estabilidade de sistemas com atraso de
transporte é um tema que vem sendo bastante explo-
rado, o que pode ser visto a partir do grande número
de trabalhos publicados recentemente (ver [3], [6], [7] e
suas referências). As duas abordagens possíveis na aná-
lise de estabilidade de sistemas com atraso são: estabili-
dade independente do atraso e estabilidade dependente
do atraso [10]. Na primeira, o interesse consiste em de-
terminar se o sistema é estável independentemente da
magnitude do atraso. A segunda abordagem se preocupa
em definir a máxima magnitude do atraso tal que o sis-
tema permaneça estável. Técnicas no domínio do tempo
utilizando funcionais de Lyapunov-Krasovskii são am-
plamente empregadas na análise de estabilidade de sis-
temas com atraso, gerando condições suficientes para a
estabilidade do sistema formuladas como desigualdades
matriciais lineares (linear matrix inequalitiesem inglês
- LMIs) que podem ser resolvidas com algoritmos de
tempo polinomial [2].

Uma conexão entre condições Lyapunov para análise
de estabilidade de sistemas contínuos com atraso preci-
samente conhecidos e condições no domínio da freqüên-
cia do teorema do ganho pequeno escalonado aplicadas

a um sistema de comparação sem atrasos foi apresentada
em [11] (ver também [4] e [8] ).

A presença de incerteza nos parâmetros do sistema
torna a análise de estabilidade uma tarefa mais com-
plexa. Uma maneira de tratar as incertezas paramétri-
cas na análise de sistemas com atraso é utilizar matrizes
constantes nos funcionais de Lyapunov-Krasovskii. En-
tretanto, essa técnica, conhecida como estabilidade qua-
drática, pode levar a resultados muito conservadores.

Resultados menos conservadores para estabilidade
robusta foram obtidos recentemente através do uso de
funções de Lyapunov dependentes de parâmetro e al-
guns desses resultados foram estendidos para tratar sis-
temas com atraso.

Este artigo trata da análise de estabilidade dependente
do atraso de sistemas contínuos com atraso e parâmetros
representados em politopos utilizando as condições LMI
de ganho pequeno escalonado. O atraso e os parâmetros
do sistema são considerados invariantes no tempo. Con-
dições suficientes na forma de LMIs, dependentes do
atraso, são formuladas em termos dos vértices do poli-
topo, estendendo assim os resultados da literatura para
o caso incerto, introduzindo também novas condições
LMI com variáveis extras.

Mostra-se, através de exemplos numéricos, que as no-
vas condições com matrizes extras reduzem o conserva-
dorismo na análise de estabilidade robusta dependente
do atraso de sistemas contínuos com atraso.

2 Preliminares

Considere o sistema contínuo dado por:

ẋ(t) = Ax(t)+Aτx(t − τ) (1)

cujas condições iniciais são

x(t0 +θ) = φ(θ),∀θ ∈ [−τ,0], t0,φ ∈ ℜ+ ×C v
τ (2)

sendo quex ∈ Rn é o estado eτ > 0 é um atraso de
transporte constante.

O sistema com atraso (1)-(2) foi analisado em [11]
através da definição de um sistema de comparação com
uma variável matricial livre, reescrito como a interco-
nexão de um sistema linear invariante no tempoG(s)
com um bloco∆ representando a incerteza estruturada,



∆ = diag{∆1,∆2} = {λ1In1,λ2In2}, λ1,λ2 ∈ C, ‖∆‖∞ ≤
1. Desse modo, a estabilidade do sistema (1)-(2) para
0 ≤ τ ≤ τ̄ é garantida pela estabilidade robusta do sis-
tema mostrado na Figura 1, como descrito no seguinte
lema:

w z
G(s)

∆

Figura 1: SistemaG(s) afetado pela incerteza∆.

Lema 1 Considere o sistema interconectado mostrado
na Figura 1 com∆ = diag{∆1, . . . ,∆r}, ∆i = λi Ini , λi ∈
C, i = 1, . . . , r, ‖∆‖∞ ≤ 1 e G(s) com realização mínima
dada por

{

ẋ = A x+Bw
z= C x+Dw

(3)

Então o sistema em malha fechada é estável se
existirem matrizes P= P′ > 0, P ∈ ℜn×n, e Q =
diag{Q1, . . . ,Qr} > 0, Qi ∈ ℜni×ni , i = 1, . . . , r tais que





A ′P+PA PB C ′Q
⋆ −Q D ′Q
⋆ ⋆ −Q



 < 0 (4)

No lema que segue são propostas condições LMI
equivalentes às obtidas no Lema 1, porém com variáveis
matriciais extras.

Lema 2 Existem matrizes P= P′ > 0, P ∈ ℜn×n, e
Q = diag{Q1, . . . ,Qr} > 0, Qi ∈ ℜni×ni , i = 1, . . . , r tais
que (4) no Lema 1 é satisfeita se e somente se existi-
rem P= P′ > 0, Q= diag{Q1, . . . ,Qr}> 0, Qi ∈ℜni×ni ,
i = 1, . . . , r e X de dimensão apropriada tais que

Q̃+X B̃+ B̃′X ′ < 0 (5)

com

Q̃ =









0 P 0 0
⋆ 0 0 0
⋆ ⋆ Q 0
⋆ ⋆ ⋆ −Q









(6)

B̃ =

[

I −A 0 −B
0 −C I −D

]

(7)

Prova: Usando o complemento de Schur,
pode ser mostrado que (4) é equivalente a
[

x′ w′
]

Ω
[

x′ w′
]′

< 0 com

Ω =

[

A ′P+PA +C ′QC PB +C ′QD
⋆ −Q+D ′QD

]

< 0

satisfazendo

(x′A ′ +w′B ′)Px+x′P(A x+Bw)

+(x′C ′ +w′D ′)Q(C x+Dw)−w′Qw< 0

Agora, usando (3) e definindoζ =
[

ẋ′ x′ z′ w′
]′,

obtém-seB̃ζ = 0 com B̃ dado por (7) e ˙x′Px+ x′Pẋ+
z′Qz−w′Qw = ζQ̃ζ com Q̃ dada por (6). Finalmente,

usando resultados do Lema de Finsler (ver [1]), existeQ̃
tais queζQ̃ζ < 0,∀ζ : B̃ζ = 0 se e somente se existirem
Q̃ eX tal que a equação (5) é satisfeita.

As condições apresentadas no Lema 2 são equivalen-
tes às condições dadas no Lema 1 quandoA , B , C , and
D são matrizes precisamente conhecidas. Entretanto,
as variáveis matriciais introduzidas proporcionam graus
de liberdade úteis que podem ser usados na análise de
sistemas incertos em domínios politópicos, como apre-
sentado em [5].

Nas próximas seções será mostrado como duas das
escolhas particulares para(A ,B ,C ,D ) usadas em [11]
também podem ser usadas nas condições do Lema 2.
Além disso, são apresentadas condições LMI depen-
dentes de parâmetro assegurando a estabilidade robusta
do sistema (1)-(2) com matrizes incertas(A,Aτ) perten-
cendo a um domínio politópico. Como em [11], as con-
dições são apresentadas para sistemas com apenas um
atraso, mas são facilmente extensíveis para analisar es-
tabilidade de sistemas com múltiplos atrasos.

3 Resultados Principais

3.1 Sistemas Precisamente Conhecidos

Duas condições suficientes para análise de estabilidade
do sistema (1)-(2) são obtidas com escolhas especiais de
(A ,B ,C ,D ) aplicadas ao Lema 2.

Lema 3 O sistema (1)-(2) é assintóticamente estável
para0≤ τ≤ τ̄ se existirem P= P′ > 0, V =V ′ > 0, U =
U ′ > 0, Fi , Gi , Hi , i = 1, . . . ,6 tais que (8) é satisfeita,
com

Ψ1 = −F1(A+Aτ)−G1A−H1Aτ +F ′
2 +P

Ψ2 = −F2(A+Aτ)−G2A−H3Aτ − (A′ +A′
τ)F

′
2−A′G′

2−A′
τH

′
3

Ψ3 = G2− (A′ +A′
τ)F

′
3−A′G′

3−A′
τH ′

3

Ψ4 = H3− (A′ +A′
τ)F

′
4−A′G′

4−A′
τH ′

4

Ψ5 = −τ̄F2Aτ − (A′ +A′
τ)F

′
5−A′G′

5−A′
τH ′

5

Ψ6 = −τ̄F2Aτ − (A′ +A′
τ)F

′
6−A′G′

6−A′
τH ′

6

Prova: Em [11], mostra-se que a escolha

A = A+Aτ,B =
[

τ̄Aτ τ̄Aτ
]

,C =

[

A
Aτ

]

,D = 0 (9)

substituída no Lema 1 resulta em condições suficientes
para a estabilidade do sistema (1)-(2) para 0≤ τ ≤ τ̄.
A mesma escolha aplicada ao Lema 2 leva às LMIs do
Lema 3, comQ̃ descrito por (6) e

Q = diag{V,U}

X =





F ′
1 F ′

2 F ′
3 F ′

4 F ′
5 F ′

6
G′

1 G′
2 G′

3 G′
4 G′

5 G′
6

H ′
1 H ′

2 H ′
3 H ′

4 H ′
5 H ′

6





′

(10)

Lema 4 O sistema (1)-(2) é assintóticamente estável
para 0 ≤ τ ≤ τ̄ se existirem P= P′ > 0, V = V ′ > 0,



















F1+F ′
1 Ψ1 G1 +F ′

3 H1 +F ′
4 −τ̄F1Aτ +F ′

5 −τ̄F1Aτ +F ′
6

⋆ Ψ2 Ψ3 Ψ4 Ψ5 Ψ6
⋆ ⋆ G3 +G′

3 +V H3 +G′
4 −τ̄F3Aτ +G′

5 −τ̄F3Aτ +G′
6

⋆ ⋆ ⋆ H4 +H ′
4 +U −τ̄F4Aτ +H ′

5 −τ̄F4Aτ +H ′
6

⋆ ⋆ ⋆ ⋆ −τ̄F5Aτ − τ̄A′
τF

′
5−V −τ̄F5Aτ − τ̄A′

τF ′
6

⋆ ⋆ ⋆ ⋆ ⋆ −τ̄F6Aτ − τ̄A′
τF ′

6−U

















< 0 (8)

















F1 +F ′
1 Φ1 G1 +F ′

3 H1 +F ′
4 −τ̄F1− τ̄N1 +F ′

5 N1Aτ −G1AτAτ +F ′
6

⋆ Φ2 Φ3 Φ4 Φ5 Φ6
⋆ ⋆ G3 +G′

3 +V H3 +G′
4 −τ̄F3− τ̄N3 +G′

5 N3Aτ −G3AτAτ +G′
6

⋆ ⋆ ⋆ H4 +H ′
4 +U −τ̄F4− τ̄N4 +H ′

5 N4Aτ −G4AτAτ +H ′
6

⋆ ⋆ ⋆ ⋆ −τ̄F5− τ̄N5− τ̄F ′
5− τ̄N′

5−V N5Aτ −G5AτAτ − τ̄(F ′
6 +N′

6)
⋆ ⋆ ⋆ ⋆ ⋆ Φ7

















< 0 (11)

U =U ′ > 0, Ni , Fi , Gi , Hi , i = 1, . . . ,6 tais que a equação
(11) é satisfeita, com

Φ1 = −F1A− (F1 +N1)Aτ −G1AτA−H1 +F ′
2 +P

Φ2 = −F2A−A′F ′
2− (F2 +N2)Aτ −A′

τ(F
′
2 +N′

2)

−G2AτA−A′A′
τG

′
2−H3−H′

3

Φ3 = G2−A′F ′
3−A′

τ(N
′
3 +F ′

3)−A′A′
τG

′
3−H′

3

Φ4 = H3−A′F ′
4 −A′

τ(N
′
4 +G′

4)−A′A′
τG

′
4−H′

4

Φ5 = −τ̄F2− τ̄N2−A′F ′
5−A′

τ(N
′
5 +F ′

5)−A′A′
τG

′
5−H′

5

Φ6 = −N2Aτ −G2AτAτ −A′F ′
6

−A′
τ(N

′
6 +F ′

6)−A′A′
τG

′
6−H′

6

Φ7 = −N6Aτ −G6AτAτ +A′
τN

′
6−A′

τA
′
τG

′
6−U

Prova: Semelhantemente, a escolha

A = A+MAτ, B =
[

τ̄M (I −M)Aτ
]

,

C =

[

AτA
I

]

,D =

[

0 AτAτ
0 0

]

(12)

substituída no Lema 1 resultou em [11] em condições
suficientes para a estabilidade do sistema (1)-(2) para
0≤ τ≤ τ̄ comM sendo considerada uma variável matri-
cial livre. Com a mesma escolha empregada no Lema 2
e realizando a substituição de variáveisFiM = Ni + Fi,
i = 1, . . . ,6 obtêm-se as condições do Lema 4. Como
feito em [11], essa mudança de variáveis é possível pois
M e Ni são variáveis livres, relacionadas entre si pela
expressãoNi = Fi(M− I), i = 1, . . . ,6.

3.2 Análise de Sistemas Incertos

Conside que as matrizesA andAτ não são precisamente
conhecidas, mas pertencem a um domínio politópico de
incertezaP dado por

P =
{

(A,Aτ)(ξ) : (A,Aτ)(ξ) =
N

∑
j=1

ξ j (A,Aτ) j ;

N

∑
j=1

ξ j = 1 ; ξ j ≥ 0
}

(13)

Qualquer par de matrizes no conjuntoP pode ser escrito
como uma combinação convexa dos vértices(A,Aτ) j

do politopo. Nas LMIs seguintes, as matrizesA j e
Aτ j , mesmo aparecendo separadamente, correspondem
ao vértice(A,Aτ) j deP , j = 1, . . . ,N.

Na literatura, as condições de estabilidade robusta
para sistemas com atraso descritos por (1)-(2) com
(A,Aτ) ∈ P geralmente empregam estabilidade quadrá-
tica (P eQ são consideradas matrizes constantes nos le-
mas 1 e 2). A estabilidade quadrática pode ser verifi-
cada para todo(A,Aτ) ∈ P testando as condições (por
exemplo a condição do Lema 1) nos vértices(A,Aτ) j
deP , j = 1, . . . ,N do politopo. Resultados menos con-
servadores que possuem a estabilidade quadrática como
um caso particular podem ser obtidos considerando ma-
trizes dependentes de parâmetroP(ξ) = P(ξ)′ > 0 e
Q(ξ) = Q(ξ)′ > 0 dadas por

P(ξ) =
N

∑
j=1

ξ jPj ; Q(ξ) =
N

∑
j=1

ξ jQ j ;
N

∑
j=1

ξ j = 1; ξ j ≥ 0 (14)

no Lema 1. Empregando a escolha dada por (9) para
(A ,B ,C ,D ), nos vértices deP , a estabilidade robusta
do sistema (1)-(2) com(A,Aτ) ∈ P é garantida pelos se-
guintes lemas.

Lema 5 O sistema (1)-(2) com(A,Aτ) ∈ P dado por
(13) é robustamente estável para0≤ τ ≤ τ̄ se existirem
Pj = P′

j > 0 e

Q j = Q′
j = diag{Vj ,U j} > 0 (15)

tais que

Wj =





A ′jPj +PjA j PjB j C
′
jQ j

⋆ −Q j D
′
jQ j

⋆ ⋆ −Q j



 < 0;

j = 1, . . . ,N (16)

Wjk =





Ξ PkB j +PjBk C
′
jQk +C ′kQ j

⋆ −Q j −Qk D ′
jQk +D ′

kQ j

⋆ ⋆ −Q j −Qk



 < 0;

j = 1, . . . ,N−1; k = j +1, . . . ,N (17)

comΞ = A ′jPk +PkA j +A
′
kPj +PjA k e

A j = A j +Aτ j , B j =
[

τ̄Aτ j τ̄Aτ j
]

,

C j =

[

A j
Aτ j

]

, D j = 0 ; j = 1, . . . ,N (18)



Prova: Com a escolhaA j , B j , C j , D j dada por (18),
P(ξ) = P(ξ)′ > 0 e Q(ξ) = Q(ξ)′ > 0 dadas por (14),
substituindo-se nas condições do Lema 5 tem-se





A (ξ)′P(ξ)+P(ξ)A (ξ) P(ξ)B (ξ) C (ξ)′Q(ξ)
⋆ −Q(ξ) D (ξ)′Q(ξ)
⋆ ⋆ −Q(ξ)





=
N

∑
j=1

ξ2
jWj +

N−1

∑
j=1

N

∑
k= j+1

ξ j ξkWjk < 0 (19)

o que assegura que o sistema incerto (1)-(2) com
(A,Aτ) ∈ P dado por (13) é robustamente estável para
0≤ τ ≤ τ̄. Usando os
graus de liberdade extras proporcionados pela matrizX
no Lema 2, o seguinte resultado é proposto.

Lema 6 O sistema (1)-(2) com(A,Aτ) ∈ P dado por
(13) é robustamente estável para0≤ τ ≤ τ̄ se existirem
Pj = P′

j > 0, Qj = Q′
j > 0 dadas por (15) eX j , j =

1, . . . ,N com dimensões adequadas tais que

Q̃ j +X j B̃ j + B̃′
jX

′
j < 0; j = 1, . . . ,N (20)

Q̃ j + Q̃k +X j B̃k +XkB̃ j + B̃′
jX

′
k + B̃′

kX
′
j < 0;

j = 1, . . . ,N−1; k = j +1, . . . ,N (21)

comA j , B j , C j , D j dadas em (18) e

Q̃ j =









0 Pj 0 0
⋆ 0 0 0
⋆ ⋆ Q j 0
⋆ ⋆ ⋆ −Q j









; j = 1, . . . ,N (22)

Prova: A prova é bastante semelhante à prova do
Lema 5. As LMIs do Lema 6 asseguram que existem
P(ξ) = P(ξ)′ > 0 eQ(ξ) = Q(ξ)′ > 0 como em (14) e
X (ξ) dada por

X (ξ) =
N

∑
j= j

ξ jX j ,
N

∑
j=1

ξ j = 1, ξ j ≥ 0 (23)

tais que

Q̃(ξ)+X (ξ)B̃(ξ)+ B̃(ξ)′X (ξ)′ < 0 (24)

que, de acordo com o Lema 2, é equivalente a (19).
É importante enfatizar que, embora as LMIs depen-

dentes de parâmetro (19) e (24) sejam equivalentes, as
variáveis matriciais extrasX j no Lema 6 fazem com que
as condições suficientes do Lema 6 assegurando (24) se-
jam menos conservadoras que as condições suficientes
do Lema 5 (que asseguram que (19) é satisfeita).

Como feito para sistemas precisamente conhecidos, a
escolha de(A ,B ,C ,D ) dada por (12) nos vértices do
politopoP resulta em condições de estabilidade robusta
dependentes do atraso para o sistema (1)-(2).

Lema 7 O sistema (1)-(2) com(A,Aτ) ∈ P dado por
(13) é robustamente estável0≤ τ ≤ τ̄ se existirem Pj =
P′

j > 0, Vj =V ′
j > 0, U j =U ′

j > 0 eN j , j = 1, . . . ,N com
dimensões adequadas tais que as LMIs (25), (26) e (27)
sejam satisfeitas.

Prova: Semelhante às provas dos lemas 5 e 6.

Lema 8 O sistema (1)-(2) com(A,Aτ) ∈ P dado por
(13) é robustamente estável para0≤ τ ≤ τ̄ se existirem
Pj = P′

j > 0, Vj = V ′
j > 0, U j = U ′

j > 0 eN 1 j , G1 j , H1 j ,
. . . ,N 6 j , G6 j , H6 j , j = 1, . . . ,N de dimensões adequadas
tais que as LMIs (28) sejam satisfeitas.

Prova: Semelhante às provas dos lemas 5 e 6. As LMIs
(28) são suficientes para garantir queP(ξ) = P(ξ)′ > 0,
Q(ξ) = Q(ξ)′ > 0 dadas por (14) comQ j definida em
(15) eX (ξ) dada por (23) comX j particionada como
em(10) verificam as condições do Lema (4) para todo
(A,Aτ) ∈ P .

Note que as LMIs (28) poderiam ser escritas sepa-
radamente em três expressões para evitar redundâncias,
semelhantemente ao apresentado no Lema 7. A formu-
lação adotada no Lema 8 foi escolhida para evitar a apre-
sentação de outras duas LMIs de tamanho semelhante.
Também vale destacar que os lemas 6 e 8 podem ser usa-
dos com a matrizX fixa, resultando em uma condição
mais simples porém mais conservadora.

Os Lemas 7 e 8 mantêm o grau de liberdade represen-
tado pela matrizM, como em [11], sendo que os melho-
res resultados para estabilidade dependente do atraso fo-
ram obtidos quandoM é considerada uma variável ma-
tricial livre (porém fixa).

4 Exemplo Numérico

Considere o sistema incerto apresentado em [9] com
vértices dados por

(A,Aτ)1 = (

[

−1.3451 0.6510
0.6135 −0.3007

]

,

[

0.0025 −0.7350
0.0859 −0.0086

]

)

(A,Aτ)2 = (

[

−0.1849 0.1202
−0.9822 0.1787

]

,

[

−0.3219 0.1123
0.4372 −0.1571

]

)

O atraso máximōτ para o qual a estabilidade robusta
é assegurada foi calculado testando as condições dos le-
mas 5 (L5), 6 (L6), 7 (L7) and 8 (L8), resultando nos se-
guintes valores:̄τL5 = 0.448, τ̄L6 = 0.712, τ̄L7 = 1.288
e τ̄L8 = 2.191 (em [9] o melhor resultado obtido foi
τ̄ = 1.480).

5 Conclusões

Extensões de resultados para análise de estabilidade de-
pendente do atraso, baseados em condições LMI do te-
orema do ganho pequeno escalonado que se relacionam
a funcionais de Lyapunov-Krasovskii, foram propostas
em um espaço de parâmetros aumentado com o objetivo
de tratar a análise de sistemas contínuos com atraso e
incerteza politópica. Através de exemplos numéricos,
mostrou-se que as condições LMI propostas podem re-
duzir o conservadorismo de resultados anteriores apre-
sentados na literatura.
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











A′
jPj +A′

τ j(N j +Pj)+PjA j +(N j +Pj)Aτ j τ̄(N j +Pj) −N jAτ j A′
jA

′
τ jVj U j

⋆ −Vj 0 0 0
⋆ ⋆ −U j A′

τ jA
′
τ jVj 0

⋆ ⋆ ⋆ −Vj 0
⋆ ⋆ ⋆ ⋆ −U j













< 0; j = 1, . . . ,N (25)













Γ1 2τ̄(N j +PJ)+ τ̄(N k +Pk) Γ2 A′
kA′

τ jVj +A′
jA

′
dkVj +A′

jA
′
τ jVk 2U j +Uk

⋆ −2Vj −Vk 0 0 0
⋆ ⋆ −2U j −Uk A′

dkA
′
τ jVj +A′

τ jA
′
dkVj +A′

τ jA
′
τ jVk 0

⋆ ⋆ ⋆ −2Vj −Vk 0
⋆ ⋆ ⋆ ⋆ −2U j −Uk













< 0;

j = 1, . . . ,N; k = 1, . . . ,N,k 6= j (26)

Γ1 = A′
jPj +A′

τ j(N j +Pj)+PjA j +(N ′
j +Pj)Aτ j +A′

jPk +A′
τ j(N k +Pk)

+PjAk +(N ′
j +Pj)Adk+A′

kPj +A′
dk(N j +Pj)+PkA j +(N ′

j +Pj)Aτ j

Γ2 = −N jAτ j −N kAτ j −N jAdk













Ξ1 2(τ̄(N j +Pj)+ τ̄(N k +Pk)+ τ̄(N ℓ +Pℓ)) Ξ2 Ξ3 2(U j +Uk +Uℓ)
⋆ −2(Vj +Vk +Vℓ) 0 0 0
⋆ ⋆ −2(U j +Uk +Uℓ) Ξ4 0
⋆ ⋆ ⋆ −2(Vj +Vk +Vℓ) 0
⋆ ⋆ ⋆ ⋆ −2(U j +Uk +Uℓ)













< 0;

j = 1, . . . ,N−2; k = 1, . . . ,N−1; ℓ = 1, . . . ,N (27)

Ξ1 = A′
jPk +A′

kPj +A′
jPℓ +A′

ℓPj +A′
kPℓ +A′

ℓPk +A′
τ j(N k +Pk)+A′

dk(N j +Pj)+A′
τ j (N ℓ +Pℓ)

+A′
dℓ(N j +Pj)+A′

dk(N ℓ +Pℓ)+A′
dℓ(N k +Pk)+PjAk +PkA j +PjAℓ +PℓA j +PkAℓ +PℓAk

+(N ′
j +Pj)Adk+(N ′

k +Pk)Aτ j +(N ′
j +Pj)Adℓ +(N ′

ℓ +Pℓ)Aτ j +(N ′
k +Pk)Adℓ +(N ′

ℓ +Pℓ)Adk

Ξ2 = −N jAdk−N kAτ j −N jAdℓ−N ℓAτ j −N kAdℓ −N ℓAdk

Ξ3 = A′
kA′

τ jVℓ +A′
kA′

dℓVj +A′
jA

′
dkVℓ +A′

ℓA
′
dkVj +A′

jA
′
dℓVk +A′

ℓA
′
τ jVk

Ξ4 = A′
dkA

′
τ jVℓ +A′

dkA
′
dℓVj +A′

τ jA
′
dkVℓ +A′

dℓA
′
dkVj +A′

τ jA
′
dℓVk +A′

dℓA
′
τ jVk





Λ11jkℓ · · · Λ16jkℓ
. . .

⋆ Λ66jkℓ



 < 0 ; j ,k, ℓ = 1, . . . ,N (28)

com

Λ11jkℓ = F1 j +F ′
1 j +F1k +F ′

1k +F1ℓ +F ′
1ℓ;

Λ12jkℓ = −F1 jA j − (F1 j +N1 j )Aτ j −F1kAk− (F1k +N1k)Aτk−F1ℓAℓ − (F1ℓ +N1ℓ)Aτℓ

−G1 jAτ jA j −H1 j +F ′
2 j +Pj −G1kAτkAk−H1k +F ′

2k +Pk−G1ℓAτℓAℓ −H1ℓ +F ′
2ℓ +Pℓ

Λ13jkℓ = G1 j +F ′
3 j +G1k +F ′

3k +G1ℓ +F ′
3ℓ ; Λ14jkℓ = H1 j +F ′

4 j +H1k +F ′
4k +H1ℓ +F ′

4ℓ

Λ15jkℓ = −τ̄F1 j − τ̄N1 j +F ′
5 j − τ̄F1k− τ̄N1k +F ′

5k− τ̄F1ℓ− τ̄N1ℓ +F ′
5ℓ

Λ16jkℓ = N1 jAτ j −G1 jAτ jAτ j +F ′
6 j +N1kAτk−G1kAτkAτk +F ′

6k +N1ℓAτℓ−G1ℓAτℓAτℓ +F ′
6ℓ

Λ22jkℓ = −F2 jA j −A′
jF

′
2 j − (F2 j +N2 j )Aτ j −A′

τ j(F
′
2 j +N′

2 j )−G2 j Aτ jA j −A′
jA

′
τ jG

′
2 j −H3 j −H ′

3 j

−F2kAk−A′
kF ′

2k− (F2k +N2k)Aτk−A′
τk(F

′
2k +N′

2k)−G2kAτkAk−A′
kA′

τkG′
2k−H3k−H ′

3k

−F2ℓAℓ−A′
ℓF

′
2ℓ− (F2ℓ +N2ℓ)Aτℓ−A′

τℓ(F
′
2ℓ +N′

2ℓ)−G2ℓAτℓAℓ−A′
ℓA

′
τℓG

′
2ℓ −H3ℓ −H ′

3ℓ

Λ23jkℓ = G2 j −A′
jF

′
3 j −A′

τ j(N
′
3 j +F ′

3 j)−A′
jA

′
τ jG

′
3 j −H ′

3 j +G2k−A′
kF ′

3k−A′
τk(N

′
3k +F ′

3k)−A′
kA′

τkG′
3k−H ′

3k

+G2ℓ −A′
ℓF

′
3ℓ−A′

τℓ(N
′
3ℓ +F ′

3ℓ)−A′
ℓA

′
τℓG

′
3ℓ −H ′

3ℓ

Λ24jkℓ = H3 j −A′
jF

′
4 j −A′

τ j(N
′
4 j +G′

4 j )−A′
jA

′
τ jG

′
4 j −H ′

4 j +H3k−A′
kF ′

4k−A′
τk(N

′
4k +G′

4k)−A′
kA′

τkG′
4k−H ′

4k

+H3ℓ −A′
ℓF

′
4ℓ−A′

τℓ(N
′
4ℓ +G′

4ℓ)−A′
ℓA

′
τℓG

′
4ℓ −H ′

4ℓ



Λ25jkℓ = −τ̄F2 j − τ̄N2 j −A′
jF

′
5 j −A′

τ j(N
′
5 j +F ′

5 j)−A′
jA

′
τ jG

′
5 j −H ′

5 j − τ̄F2k− τ̄N2k−A′
kF ′

5k

−A′
τk(N

′
5k +F ′

5k)−A′
kA′

τkG′
5k−H ′

5k− τ̄F2ℓ− τ̄N2ℓ −A′
ℓF

′
5ℓ−A′

τℓ(N
′
5ℓ +F ′

5ℓ)−A′
ℓA

′
τℓG

′
5ℓ −H ′

5ℓ

Λ26jkℓ = −N2 jAτ j −G2 jAτ jAτ j −A′
jF

′
6 j −A′

τ j(N
′
6 j +F ′

6 j)−A′
jA

′
τ jG

′
6 j −H ′

6 j −N2kAτk−G2kAτkAτk−A′
kF ′

6k

−A′
τk(N

′
6k +F ′

6k)−A′
kA′

τkG′
6k−H ′

6k−N2ℓAτℓ−G2ℓAτℓAτℓ−A′
ℓF

′
6ℓ−A′

τℓ(N
′
6ℓ +F ′

6ℓ)−A′
ℓA

′
τℓG

′
6ℓ−H ′

6ℓ

Λ33jkℓ = G3 j +G′
3 j +Vj +G3k +G′

3k +Vk +G3ℓ +G′
3ℓ +Vℓ;Λ34jkℓ = H3 j +G′

4 j +H3k +G′
4k +H3ℓ +G′

4ℓ

Λ35jkℓ = −τ̄F3 j − τ̄N3 j +G′
5 j − τ̄F3k− τ̄N3k +G′

5k− τ̄F3ℓ− τ̄N3ℓ +G′
5ℓ

Λ36jkℓ = N3 jAτ j −G3 jAτ jAτ j +G′
6 j +N3kAτk−G3kAτkAτk +G′

6k +N3ℓAτℓ−G3ℓAτℓAτℓ +G′
6ℓ

Λ44jkℓ = H4 j +H ′
4 j +U j +H4k +H ′

4k +Uk +H4ℓ +H ′
4ℓ +Uℓ;

Λ45jkℓ = −τ̄F4 j − τ̄N4 j +H ′
5 j − τ̄F4k− τ̄N4k +H ′

5k− τ̄F4ℓ− τ̄N4ℓ +H ′
5ℓ

Λ45jkℓ = N4 jAτ j −G4 jAτ jAτ j +H ′
6 j +N4kAτk−G4kAτkAτk +H ′

6k +N4ℓAτℓ−G4ℓAτℓAτℓ +H ′
6ℓ

Λ55jkℓ = −τ̄F5 j − τ̄N5 j − τ̄F ′
5 j − τ̄N′

5 j −Vk− τ̄F5k− τ̄N5k− τ̄F ′
5k− τ̄N′

5k−Vℓ − τ̄F5ℓ− τ̄N5ℓ − τ̄F ′
5ℓ− τ̄N′

5ℓ −Vℓ

Λ56jkℓ = N5 jAτ j −G5 jAτ jAτ j − τ̄(F ′
6 j +N′

6 j )+N5kAτk−G5kAτkAτk− τ̄(F ′
6k +N′

6k)+N5ℓAτℓ

−G5ℓAτℓAτℓ− τ̄(F ′
6ℓ +N′

6ℓ)

Λ66jkℓ = −N6 jAτ j −G6 jAτ jAτ j +A′
τ jN

′
6 j −A′

τ jA
′
τ jG

′
6 j −U j −N6kAτk−G6kAτkAτk +A′

τkN′
6k−A′

τkA′
τkG′

6k−Uk

−N6ℓAτℓ−G6ℓAτℓAτℓ +A′
τℓN

′
6ℓ −A′

τℓA
′
τℓG

′
6ℓ −Uℓ
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