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Resumo aum sistema de comparacao sem atrasos foi apresentada

A equivaléncia entre resultados para andlise de estatdédaem [11] (ver também [4] e [8] ).

baseados no método de Lyapunov de sistemas com atraso prék presenca de incerteza nos parametros do sistema

cisamente conhecidos e resultados de estabilidade roligstdorna a andlise de estabilidade uma tarefa mais com-

sistemas de comparag&o sem atraso empregando condigdepléxa. Uma maneira de tratar as incertezas paramétri-

teorema do ganho pequeno, foi apresentada recentementecaa na analise de sistemas com atraso é utilizar matrizes

literatura. A extensdo desses resultados para tratar sise constantes nos funcionais de Lyapunov-Krasovskii. En-

com atraso e incerteza em dominios politépicos € a princigdietanto, essa técnica, conhecida como estabilidade qua-

contribuicdo deste artigo. A partir da definigdo de uma realdratica, pode levar a resultados muito conservadores.

zagéo genérica para um sistema, sdo apresentadas desigualResultados menos conservadores para estabilidade

dades matriciais lineares com variaveis extras, equivieen robusta foram obtidos recentemente através do uso de

a condicdes de ganho pequeno escalonadas. Devido a indancdes de Lyapunov dependentes de paradmetro e al-

céo dessas variaveis extras, condi¢des dependentes dmatguns desses resultados foram estendidos para tratar sis-

para andlise de estabilidade de sistemas com atraso em doteinas com atraso.

nios politdpicos podem ser elaboradas empregando matrizesEste artigo trata da analise de estabilidade dependente

de Lyapunov dependentes de parametro, resultando em cda-atraso de sistemas continuos com atraso e parametros

dicbes menos conservadoras que outras ja apresentadasr@presentados em politopos utilizando as condi¢6es LMI

literatura, como ilustrado por exemplos numéricos. de ganho pequeno escalonado. O atraso e 0s parametros
do sistema séo considerados invariantes no tempo. Con-
di¢bes suficientes na forma de LMIs, dependentes do

1 |ntrodu9éo atraso, sdo formuladas em termos dos vértices do poli-
topo, estendendo assim os resultados da literatura para

A anélise de estabilidade de sistemas com atrasoQdeaso incerto, introduzindo também novas condi¢tes

transporte é um tema que vem sendo bastante expiyl com variaveis extras.

rado, o que pode ser visto a partir do grande nimerdViostra-se, através de exemplos numéricos, que as no-

de trabalhos publicados recentemente (ver [3], [6], [7)&s condi¢des com matrizes extras reduzem o conserva-

suas referéncias). As duas abordagens possiveis na @8ismo na analise de estabilidade robusta dependente

lise de estabilidade de sistemas com atraso séo: esta@fliatraso de sistemas continuos com atraso.

dade independente do atraso e estabilidade dependente

do atraso [10]. Na primeira, o interesse consiste em de- o

terminar se o sistema é estavel independentement%a Preliminares

magmtgd_e do a,”‘."‘so- A segundaabordagem S€ Pre0CuBBidere o sistema continuo dado por:

em definir a méxima magnitude do atraso tal que o sis-

tema permaneca estavel. Técnicas no dominio do tempo X(t) = AX(t) + Ax(t — 1) (1)

utilizando funcionais de Lyapunov-Krasovskii sdo am- L

plamente empregadas na andlise de estabilidade de®ias condices iniciais s&o

temas_ com atrasp, gerando condi¢des suficie_ntes para a X(to+8) = ¢(8),¥0 € [-1,0], to,pe 01 x ¥ (2)

estabilidade do sistema formuladas como desigualdades

matriciais lineareslifiear matrix inequalitiessm inglés sendo quex € R" é o estado @ > 0 é um atraso de

- LMIs) que podem ser resolvidas com algoritmos deansporte constante.

tempo polinomial [2]. O sistema com atraso (1)-(2) foi analisado em [11]

Uma conexao entre condi¢cfes Lyapunov para andléeavés da definicdo de um sistema de comparagao com

de estabilidade de sistemas continuos com atraso praoia variavel matricial livre, reescrito como a interco-

samente conhecidos e condi¢cdes no dominio da frequiéexao de um sistema linear invariante no tengis)

cia do teorema do ganho pequeno escalonado aplicactas um blocA representando a incerteza estruturada,



A = diag{A1,02} = {Alng, A2l b, A,A2 € C, ||All < usando resultados do Lema de Finsler (ver [1]), exste

1. Desse modo, a estabilidade do sistema (1)-(2) ptass quelQZ < 0,VZ : BL = 0 se e somente se existirem

0 <1 < T é garantida pela estabilidade robusta do si&-e x tal que a equacéo (5) é satisfeita. (]
tema mostrado na Figura 1, como descrito no seguintéAs condigées apresentadas no Lema 2 séo equivalen-
lema: tes as condicdes dadas no Lema 1 quamgds, ¢, and

9 s80 matrizes precisamente conhecidas. Entretanto,
as variaveis matriciais introduzidas proporcionam graus

A
L J de liberdade Uteis que podem ser usados na andlise de
w z

sistemas incertos em dominios politépicos, como apre-
sentado em [5].
Nas proximas sec¢bes sera mostrado como duas das
Figura 1: Sistem&(s) afetado pela incerteza escolhas particulares pafa,s,c, ) usadas em [11]
também podem ser usadas nas condi¢cdes do Lema 2.
Além disso, sdo apresentadas condi¢cdes LMI depen-
Lema 1 Considere o sistema interconectado mostradtentes de parametro assegurando a estabilidade robusta
na Figura 1 comA = diag{Ay, ..., Ar}, & = Ailn, A € do sistema (1)-(2) com matrizes incer{ésA;) perten-
C,i=1,...1 ||Alls < 1e G(s) comrealizagdo minimacendo a um dominio politépico. Como em [11], as con-

G(s)

dada por _ dicdes sdo apresentadas para sistemas com apenas um
X=AX+BW (3) atraso, mas s&o facilmente extensiveis para analisar es-
Z=CX+DW

tabilidade de sistemas com multiplos atrasos.
Entdo o sistema em malha fechada é estavel se
existirem matrizes PP >0, Pe O™", e Q=

diag{Ql,...,Qr} >0Q € gnixni j = 1,...,rtais que 3 Resultados PrInCIpaIS

a'P+Pa P3 ('Q ) ] _
* -Q 2'Q 4 3.1 Sistemas Precisamente Conhecidos
* * —
© Duas condic¢des suficientes para analise de estabilidade
No lema que segue sdo propostas condi¢cdes LR sistema (1)-(2) séo obtidas com escolhas especiais de
equivalentes as obtidas no Lema 1, porém com variaveis 3, C, ) aplicadas ao Lema 2.

matriciais extras. ) i o i
Lema 3 O sistema (1)-(2) € assintéticamente estavel

Lema 2 Existem matrizes B- P’ > 0, P € O™N e para0<Tt<TseexistremP-P' >0,V =V'>0,U =
Q=diag{Q1,...,Q} >0,Q € 0" M =1 rtais U’ >0, R, G, H,i=1,...,6tais que (8) é satisfeita,
gue (4) no Lema 1 é satisfeita se e somente se exigfMm

remP=P >0,Q=diag{Q1,...,Qr} >0, Q € O"*N,

i=1,...,rex de dimensao apropriada tais que W1 = —F1(A+A) —GlA—HiA +F;+P

Wy = —Fp(A+Ar) — GoA— HaAr — (A + AL F) — A G, — ALHJ

o 5 . B +/
QrxBrBx <0 © Wa = Gz (A + Ay )F}— NGy~ A
com Wy =Hz— (A +A)F;—AGy—AHy
< S E 8 8 W5 = —TFRAr — (A + Ap)Fg — A'Gg — ArHg
Q= *x = Q O ®) We = —TRA — (A +A4)Fé - A/G% —A’[Hé
* x * —Q
Prova: Em [11], mostra-se que a escolha
= I -2 0 -3
| |
0O —c | -2 — — A
A=A+AL3=[TA TA |,c= { A },@:O 9
Prova: Usando o complemento de Schur, )
pode ser mostrado que (4) € equivalente sgbstituida no Lema 1 resulta em condi¢des suficientes
[ X W ]Q[X W ] <0com para a estabilidade do sistema (1)-(2) pard < T.
A mesma escolha aplicada ao Lema 2 leva as LMIs do
_ { a'P+Pa+c'Qc Ps+c'Qop } Lema 3, conQ descrito por (6) e
Q= / <0
* —-Q+2'Qp
Q = diag{V,U}

satisfazendo

(Xa'+wWB")Px+XP(ax+ Bw)

G, G, G, G, G, Gl
+ (X' +WD"Q(cx+ pw) —wWQw< 0

FfF R Ry Fp FCOFRLT
(10)
Hi Hy HL H, HL H.

Agora, usando (3) e definindo= [ X X Z w ],
obtém-seB{ = 0 comB dado por (7) &Px+xPXx+ [ema

40 ema (1)-(2) é assintéticamente estavel
ZQz—wWQw = ZOZ com @ dada por (6). Finalmente,para0 < T

st
T se existirem P=P' >0,V =V’ > 0,

Si
<



Fi+F Wi  Gi+F Hi+F; —TRA+F —TFRA+F

* W, q-’g Wy qJ5 l-|J6
* *  G3+G3+V Hz + G} —TR3Ar 4 Gf —TR3A; + Gy <0 ®)
* * * Ha+H,+U —TF4AT +HY —TFaAr + Hy
* * * * —TFRsA — TALR, -V —TFsAr — TAT R
* * * * * —TRsAr —TATR{—U
F+ F{ D4 G1+ F3/ Hq + FL{ *‘FF]_ — T_Nj_ + FSI N1Ar — G1AA + FGI
* (Dz (Dg (D4 (D5 (DG
* *x  Gz+GL+V Hz + G} —TR3— TN+ Gf N3A; — GeArA; + G <0 (1)
* * * Ha+ H£+U f'FF47T_N4+HE/—) N4Ac 7G4ATAT+Hé
o x x —TF5—TNs — TR, —TNL =V NoAr — GsAcA — T(FS + NJ)
* * * * * [o¥

U :u’ >0,N,F,Gj,H,i=1,...,6taisqueaequacédo Na literatura, as condicGes de estabilidade robusta
(11) é satisfeita, com para sistemas com atraso descritos por (1)-(2) com
®1 = —F1A— (F1+Ni)A — GIAA— Hy +Fy+P (AA) €P qeralme_nte empregam estabilidade quadra-

®y — —FoA— AF)— (Fa+ No)Ac — AL (F+ NS tica (P e Q séo consideradas matrizes constantes nos le-

2 ‘ 2t mas 1 e 2). A estabilidade quadratica pode ser verifi-

’GZ,AT/A’élA%G/ ’/H?’ ’,Hé o cada para toddA, A;) € P testando as condigbes (por
®3 =Gy~ AF3 —Ar(N3 +F3) - AAG; —Hs exemplo a condi¢do do Lema 1) nos vérti¢asA;);
s =Hg— AR — Ar(N; +Gj) —AA Gy —Hy der, j=1,...,N do politopo. Resultados menos con-
®5 = —TF — TN, — A'F — AL(NE + F) — AN GE — HY servadores que possuem a estabilidade quadratica como
g = —NoA; — GoAA — AR um caso particular podem ser obtidos considerando ma-
H A !/
CAL(NG+FL) — AAGl — HY trlzesidepe?degtgsdde parameld) = P(§)’ >0 e
®7 = —NeAr — GoArAr + AING — ALA Gy — U Q(8) = Q(§)" > 0 dadas por
N N N
Prova: Semelhantemente, a escolha PE) =S &P; Q&)=Y &Q; S &=1§ >0 (14)
— =1 =1 =1
ﬂ:A—i-MAT,QS:[TM (I—M)Ar]7 : ! ]
[ AA [0 AA 1 no Lema 1. Empregando a escolha dada por (9) para
€= I I I ) (12) (a,8,c,D), nos vértices dev, a estabilidade robusta

o __do sistema (1)-(2) corfA, A) € 2 é garantida pelos se-
substituida no Lema 1 resultou em [11] em condi¢Oggintes lemas.

suficientes para a estabilidade do sistema (1)-(2) para

0 <1 < TcomM sendo considerada uma variavel matti-ema 5 O sistema (1)-(2) coniA, A;) € » dado por
cial livre. Com a mesma escolha empregada no Lemg@3) é robustamente estavel paa T < T se existirem
e realizando a substituicdo de variavei®l = N +F, P;= ij >0e

i=1,...,6 obtém-se as condi¢cbes do Lema 4. Como

feito em [11], essa mudanca de varidveis é possivel pois Qj = Qj = diag{V;,Uj} >0 (15)
M e N; séo variaveis livres, relacionadas entre si pela
expressadi = R(M—1),i=1,...,6. m laisque
: . aiPj+Pja; Pi3; ciQ
. jriTRAp BB CRQj
3.2 Andlise de Sistemas Incertos W = [ N —Q 0'Q; ] <o
Conside que as matrizésandA; ndo sdo precisamente * * —Qj

conhecidas, mas pertencem a um dominio politépico de j=1,...,N (16)
incertezar dado por

N -
B ) B ‘ . = PBBi+Pi3c  clQc+ Qi
—JAA)E) : (AA)E) = AA; i +P; , kQj
2 = {(AAI@) : (AAIE) = 3 Fi(AM), ij:{* o @;ka;oj]w,
N * * —Qj—
2151:1?5120} (13) j=1..N-1k=j+1...N (17)
=

- _— g/ . /D. X
Qualquer par de matrizes no conjutitgode ser escrito ©0M== AR+ R + 4P +Pjace

como uma combinagéo convexa dos VErtiCAsA;);
do politopo. Nas LMIs seguintes, as matriz&s e
Aqj, mesmo aparecendo separadamente, correspondem Ccj= { :j- } ,Dj=0; j=1,....N (18)
ao vertice(A, Ar)jder, j=1,...,N.



Prova: Com a escolhaj, 3j, ¢j, »j dada por (18), Prova: Semelhante as provas doslemas5e 6. =

PE&) =P&) >0eQ(&) = Q&) > 0 dadas por (14), ,

substituindo-se nas condiges do Lema 5 tem-se ~ -éma 8 O sistema (1)-(2) conA, Ar) € # dado por
(13) é robustamente estavel pdiac 1 < T se existirem

AQ)PE)+PEAE) PEBE) C(§)QAE) Pi=Pj>0,V;=Vj>0,U; =Uj>0ea;, G, Hy,
* Q&) D(&)YQ() ..., Nsj, Gsj, Hej, j =1,...,N de dimensdes adequadas
* * —Q(&) tais que as LMIs (28) sejam satisfeitas.
_ % E,ZW,' +Nil % EEW <0 (19) Prova:~ Sem_el_hante as provas dc_)s lemas5e 6,. As LMIs
= ST (28) séo suficientes para garantir (&) = P(§)’ > 0,

_ . Q(§) = Q(§)’ > 0 dadas por (14) cor®; definida em
0 que assegura que o §|stema incerto (1):(2) Q) e x (£) dada por (23) conx; particionada como
(A Ar) € # dado por (13) & robustamente estavel paig, 10) verificam as condigdes do Lema (4) para todo
0<t<t m Usando os (AA) € 2. .
graus de Iiberdade_ extras proporcfionados pela matriz e que as LMIs (28) poderiam ser escritas sepa-
no Lema 2, o seguinte resultado € proposto. radamente em trés expressdes para evitar redundancias,

Lema 6 O sistema (1)-(2) comiA,A;) € # dado por semelhantemente ao apresentado no Lema 7. A formu-
5 IMNT ~ . . .

(13) é robustamente estavel paa T < T se existirem lagdo adotada no Lema 8 foi escolhida para evitar a apre-

Pp=P >0 Q =Q >0 dadas por (15) exj, j = Sentacdo de outras duas LMIs de tamanho semelhante.

1,...,N com dimensbes adequadas tais que Também vale destacar que os lemas 6 e 8 podem ser usa-
yeees A o
B o dos com a matriz¢ fixa, resultando em uma condicéo
Qj+xjBj+Bjx{<0;j=1,...,N (20) mais simples porém mais conservadora.

Os Lemas 7 e 8 mantém o grau de liberdade represen-
~ x ~ f s s, tado pela matriM, como em [11], sendo que os melho-
Qj + Qut X B+ Bj + Bj i+ Bixj < 0; res resultados para estabilidade dependente do atraso fo-
j=1...,N-L k=j+1,...,N (21) ram obtidos quandM é considerada uma variavel ma-

tricial livre (porém fixa).
comaj, Bj, Cj, »j dadas em (18) e (P )

I I AP 4 Exemplo Numérico

G = _ cj=1,...,N (22)
o+ Q0 _ Considere o sistema incerto apresentado em [9] com
* ok ok Q) vértices dados por

Prova: A prova é bastante semelhante a prova doA A;); = (
Lema 5. As LMIs do Lema 6 asseguram gue existem

_ _ —0.1849 01202 —-0.3219 01123
E((EE)) aaF(;(aE)}c;oi 0eQ(§) =Q() >0comoem (14) e (AA),= ([ ~0.9822 01787 } ’ { 04372 01571 ])

O atraso maxima para o qual a estabilidade robusta

—1.3451 06510 0.0025 —-0.7350 )
0.6135 —0.3007 |’| 0.0859 —0.0086

N N € assegurada foi calculado testando as condic¢des dos le-
X@€)=3 &x5, 3 §=1§=20 (23) mas5 (L5), 6 (L6), 7 (L7) and 8 (L8), resultando nos se-
== guintes valoresT, s — 0.448,T,s — 0.712,T,7 — 1.288
tais que e T.g = 2.191 (em [9] o melhor resultado obtido foi
. . . T=1.480).
Q&) +x(§)B(E) +B(&)'x(§) <0 (24)

gue, de acordo com o Lema 2, é equivalente a (1%. 5 Conclusdes
E importante enfatizar que, embora as LMIs depen-

dentes de parametro (19) e (24) sejam equivalentesggfensaes de resultados para andlise de estabilidade de-
variaveis matriciais extras; no Lema 6 fazem com duependente do atraso, baseados em condicdes LMI do te-
as condicdes suficientes do Lema 6 assegurando (24}$8ma do ganho pequeno escalonado que se relacionam
jam menos conservadoras que as condicdes suficieRt@gncionais de Lyapunov-Krasovskii, foram propostas
do Lema 5 (que asseguram que (19) é satisfeita).  em um espaco de parametros aumentado com o objetivo
Como feito para sistemas precisamente conhecidogeatratar a analise de sistemas continuos com atraso e
escolha dg2,3,c, ) dada por (12) nos vértices dqncerteza politépica. Através de exemplos numéricos,
politopo# resulta em condi¢des de estabilidade robustystrou-se que as condicdes LMI propostas podem re-
dependentes do atraso para o sistema (1)-(2). duzir o conservadorismo de resultados anteriores apre-

sentados na literatura.
Lema 7 O sistema (1)-(2) confA,A;) € » dado por

(13) é robustamente estav@k T < T se existirem P= _
P/>0,Vj=V/>0,Uj=U/>0exj,j=1,...,Ncom 6 Agradecimentos
dimensbes adequadas tais que as LMIs (25), (26) e (27)

sejam satisfeitas. As agéncias CAPES, CNPq e FAPESP.



AP+ AL (NG +P) +PIA + (G +P)AG - TG +Py)  —2GAG  AALY U
0

* -V, 0 0

* * * =V 0

* * * * =U;
M 2t +Py) + T+ F) Mo A{(A’[jvj +A/jA/dej +A’jA’Eij 2U;j + Uy
* V)~V 0 0 0
* * * —2Vj —V 0
* * * * —2Uj — Uk

j=1..,N;k=1,...,Nk#]j (26)
1= APy + AL (4G + Pj) + PjA] + (A +Py)Arj + AjP+ A (A + P)
+Pj A+ (A + Pj) Adk+ AP; + A (4G + Py) + PA] + (A + Pj)Arj
M2 = —AArj — NiArj — NjAdk

Z1 0 2(T(AG +Py) + Tk + ) +T(G + ) = =3 2(Uj +Uc+Uyp)
* —2(Vj +Vk+Vy) 0 0 0
* * 72(Uj +Uk+Ug) =4 0 < 0;
* * * —2(Vj +Vi+Vp) 0
* * * * —2(Uj +Ux+Uy)

j=1,....N—-2k=1,....N-1;¢=1,...N (27)

=1 = AR+ AP} + AP+ ALP) + AP, + AP+ AL (N + Po) + A + Py) + A (G + Pr)
HAL (NG +Py) 4+ Agi(AG + Pr) + A (N + Py) + PjAc+ BA| + PjA + PAj + BAy + PrAg
(G +P)Adk+ (A + P)A + (3G +P))Ade + (A + Pr)Avj + (2 +P)Ade + (3 + Pr)Adk
=2 = —NjAdk — NiArj — NjAde — NoArj — NiAde — NeAdk
Z3 = ARG VL + ARGV AT AGVE + A AGY A AG Vi AVAT Vi
24 = AGA Ve AqAaV + AAGYE AgrAgV A A Vi AgeAr Vi

Agijke -+ Nasjke
<0; j,kt=1....N (28)
* Nesjke
com
Aatjke = Faj + Fij + Fic+ F + Fre + Fj;
A12ike = —F1jA] — (F1j +N1j)Arj — FueAx — (Fa+ Na) Ak — F1eAr — (Fre + Nig) Ay
—G1jArjAj — Hyj + F3j + Pj — GrAuAx — Hak + Foy + P — GroAvAr — Hy + Fp + P
A13jke = G1j +Fgj+ Gak + Fag + Gre + Fay 5 Avajke = Haj + Fyj + Hi + Fa +Hag + Fyy
Ausjke = —TF1j — TNgj + Fgj — TP — TNy + Fg — TR — TNy + Fgg
Asejke = N1jArj — G1jAcjArj + Fgj + NikArk — GrArkAk + ey + NieAry — GroAcAn + Fg
Nazjke = —FajAj — AjFgj — (F2j +Npj) Acj — At (F3j +Naj) — Goj ArjAj — AjAL  Ghj — Haj — Hg;
—FakAk — A2 — (Fak+ Naw) Ark — A (Fai+ Nay) — GarArkAk — AlAGax — Hak — Ha
—FopA — AFS, — (Fap 4 Nog) Arg — ALy (Fap + Noy) — GopAupAr — AYAL,Ghy — Hap — HE,
Aagjke = Gzj — AjF3j — Agj(Ngj + F3j) — Aj AL Gj — Haj + Gak — AlFg — Ay (Ngy + Fai) — AAL Gy — Hye
+Gop — AYFgy — Ay (Ngy +Fgp) — AYAL, Gy — Hy,
Noajke = Haj — AjFaj — AL (Ngj + Gjj) — A Ar Gy — Haj + Hai— AFa — At (N + Grye) — AlAy Gl — Hag
+Haz — AYF4, — Ay (N + Glyy) — ApAL Gl — Hyy
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