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Graciela Moro∗,
Programa de Pós-Graduação em Matemática Aplicada, PPGMAP, UFRGS,
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Neste trabalho, examinamos em detalhe resulta-
dos recentes apresentados em [1], [2], [3], [4] sobre
o comportamento de soluções para equações (es-
calares) de advecção-difusão não-lineares, da forma

ut + div(f(u)) = div(A(u)∇u),
x ∈ Rn, t > 0 (1)

correspondentes a estados iniciais u(·, 0) ∈ L1(Rn)∩
L∞(Rn). Aqui, A(u) é uniformemente positiva
definida para todos os valores de u em questão,
e f(u) = (f1(u), . . . , fn(u)) dá o fluxo da variável
conservada em cada direção coordenada, com A, f
suaves. Entre os vários resultados, tem-se em par-
ticular

‖u(·, t)‖Lp(Rn) ∼ γp,n(m)t−
n
2 (1− 1

p ) ao t → +∞,
(2)

onde γp,n(m) é uma certa constante (positiva sem-
pre que m 6= 0) que depende de p, n,m. No caso
p = 1, tem-se γp,n(m) = |m|, i.e.,

‖u(·, t)‖L1(Rn) −→ |m| ao t → +∞ (3)

onde m é a massa da solução. Além disso, sendo
u(·, t), û(·, t) um par qualquer de soluções com
mesma massa, isto é,∫

Rn

u(x, 0)dx =
∫

Rn

û(x, 0)dx (4)

temos

‖u(·, t)− û(·, t)‖L1(Rn) −→ 0 ao t → +∞ (5)

e também,

t
n
2 (1− 1

p )‖u(·, t)−û(·, t)‖Lp(Rn) −→ 0 ao t → +∞
(6)
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para cada 1 ≤ p ≤ ∞, uniformemente em p. Este
fato está relacionado com a seguinte propriedade
fundamental: as soluções u(·, t) de (1) podem ser
bem aproximadas ao t → +∞ por soluções v(·, t)
de equações mais simples: quando n ≥ 2, temos

‖u(·, t)− v(·, t)‖L1(Rn) −→ 0 ao t → +∞ (7)

e, mais geralmente, para cada 1 ≤ p ≤ ∞,

t
n
2 (1− 1

p )‖u(·, t)−v(·, t)‖Lp(Rn) −→ 0 ao t → +∞
(8)

onde v(·, t) é qualquer solução da equação linear

vt + div
(
vf
′
(0)

)
= div(A(0)∇u) (9)

tendo a mesma massa de u(·, t), e, no caso n =
1, o mesmo vale para v(·, t) dada pela equação de
Burgers

vt + f
′
(0)vx + f

′′
(0)vvx = a(0)vxx. (10)

Intuitivamente podemos explicar este comporta-
mento como segue: escrevendo (1) na forma

ut + f
′
(0) · ∇u + uf

′′
(0) · ∇u + . . . =

div(A(0)∇u) + div
(
uA

′
(0)∇u

)
+ . . . ,

e, observando as taxas de decaimento de u(·, t) e
suas derivadas

‖f
′
(0) · ∇u(·, t)‖L∞(Rn) = O

(
t−

n
2−

1
2

)
(11)

‖u(·, t)f
′′
(0) · ∇u(·, t)‖L∞(Rn) = O

(
t−n− 1

2

)
(12)

‖div (A(0)∇u) ‖L∞(Rn) = O
(
t−

n
2−1

)
(13)

‖div
(
u(·, t)A

′
(0)∇u

)
‖L∞(Rn) = O

(
t−n−1

)
; (14)



em particular, retendo o termo linear difusivo
div(A(0)∇u) na equação, precisamos apenas man-
ter o termo f

′
(0) · ∇u no caso n ≥ 2, visto que

os demais termos tem tamanho insignificante perto
de div(A(0)∇u); isso sugere a equação (9) acima.
Quando n = 1, precisamos ainda manter o segundo
termo na expansão do termo advectivo, visto que é
da mesma ordem de a(0)uxx; isso nos dá a equação
(10).
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