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1 Apresentacao do Problema

Neste trabalho, analisaremos a existéncia e unici-
dade de solugao fraca do sistema abaixo:

pr(y, uy — Au+ a(u —v) = f em Qr
p2(y, t)ve — Av — a(u —v) = g em Qr
u=v=0, em I'y(¢)
ou_ 1on o0 1w
ov (ot Ov (ot

(1)

=0, em I'y

Sendo Qr = Uyepeqp Qt) x {t} € R x [0,T],
8Q(t) = Fo(t) uly e ,0_17p2 >d > 0.

Como se pode observar, a fronteira do sistema
estd partida em duas partes, uma fixa e outra
tempo-dependente.

2 Hipédteses sobre o Dominio

Definimos X' := JycpeqpTo(t) x {t} e ¥ =
I'y x [0,7]. O conjunto X’ serd considerado uma
hiperficie n-dimencional suave. Se (y,t) € ¥/, de-
notaremos por v(y,t) = (vy,v;) a normal exterior
a Y’ no ponto (y,t). E assumiremos que ¥’ é uma
”time-like”, isto é:

o] < |vyl, V (vy,vr) € X
Vamos supor que existem abertos Qo(t) e Q tais
que:
9 (t) = To(t); (2)
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() = 2\ %ol

Qo(t)NTy = 0;
d(s, %) > 0.

(4)
()
(6)

Ainda nao dissemos & quais espacos funcionais
pertencem as fungoes do sistema, isto porque deve-
se tomar uma certo cuidado, pois o dominio é
variavel. Nesse sentido o lema abaixo é de muita
valia.

Lema 1 Fizado T > 0, seja t € [0,T]. Entdio,
existem a(T) > 0, um intervalo [t1,t2] contendo t,
com ta —t1 = a(T), e um dominio aberto O # ()
tais que:

Ot C m Qo(T).

t1<7<ts

O lema nos informa que é possivel colocar um
cilindro de altura 2«, contendo ¢ € [0,7] "no inte-
rior de X', Fica dessa forma bem definida a de-
sigualdade de Poincaré- Friendrichs tempo depen-
dente:

0| Leagt)) < C[/
Q

Dada a desigualdade acima temos nos espagos de
Sobolev tempo-dependentes:

Hpy)(Qt)) :=={v € H*(Q(t)) | v=0, em To(t)}

|Vo|?dz]?
®

0

e sua respectiva norma:

[/ \Vo|2dx]? .
Qo(t)

O espago Hrp, 1) (§2(t)) extende-se continuamente
ao espago H'(2), basta por v = 0, no interior de
Qo(t), Vv € Hry(1) (2(2)).



Temos ainda os seguintes espacos de Hilbert:

LQ(Oa T7 HFo(t) (Q(t)))y
L*(0,T; L*(Q(1)))- (8)

E suas respctivas normas:

T 1
[/ / |Vo|?dzdt]2
o Jaw
T 1
[ / / (o 2dzdi]}
o Jaw

3 Formulgcao Fraca do Prob-
lema

(9)

(10)

Considere o seguinte sistema:

(W) uy — Au+ alu—v) = f em ;QT

p2(y)vee — Av — au —v) = g em Qr

u=v=0, em Ty(t)

Ou 10u Ov 10v

i Ea:7-1-65:0,emf1 (11)
d

u(y,0) = uo(y) e = (4.0) = wi(y)

v(y.0) = vo(y) e 7 (4,0) = i (y)

sendo

Ug, Vg € Hro(o)(Q(O))
Uy, V1 € LQ( ( )),

T

/ v1p2(0)2(0) ds—|—/ / ve(p2ip2)rdsdt+
o) a(s)

/ VuVpadsdt + — / / <p2dadt—
0 Q(s ¢ Fl

/ / u — v)padsdt = / / gipadsdt.
Q(s) Q(s)
(1

(15)
para quaiquer fungoes ©1, P2
Oy
L2(0,T; HE () (1)) tal  que o

L*(0,T: L*(9(t))) e ¢(T') = 0.

O método de solucao consiste em transformar o
dominio nao cilindrico @7 em um outro cilincrico
Q7 através de um difeomorfismo conveniente. Faz-
se as mudangas de varidveis, resolve-se o sistema
em Q)T e resgata-se a solucdo do sitema em Q. A
técnica para exibir o difeomorfismo encontra-se no
ambito da topologia diferencial; o conceito de
isotopia e difeotopia s@o a bases para a existéncia
do difeomorfismo. Para um estudo detalhado in-
dicamos a referéncia [5]

4 Existéncia do difeomorfismo
e mudanca de variavel

Definigao 1 Um  difeomorfismo ¥ : 5T —
Qr, dado por U(y,t) = (Y(y,t),t) =
(V1(y,t)y ooy Y0 (y, 1), t) € dito hiperbdlico quando a

matriz abaizo simétrica positiva.

ey Oy Ory OVuyy

= (GG = (GAGHT

Observe que:

12
p1,p2 € WH(QUt)) e p1,p2 > d > 0; (12)
f,9 € L*(0,T; L*(Q(1))). oYy o1 N On
oy1 OYn oy oy
Defini-se a solugao fraca do problema acima como 4 — : . : : . : _
sendo o par ordenado de fungoes (u,v) tal que: O " ag O o
L 9yn yn Ayn Oyn
AR Oy
) L ) ) ot ot
57 € L2(0, 5 Hb, ) (2(0))) x L3(0,T5 L2(9(1), ; ;
OYn OYn
,8— )€ L*(0,T; HFO( )(Q(t))) x L2(0,T; L*(Q(t))), L "ot ot
u(y,0) =uo e v(y,0) = uo
(13) O 0w 0b; 00
i i i : A= ij)nxn, g L1 T
e verifica as identidades (@ij)nxn, Gij Z 3yk Dy a9t ot

T
/ ulpl(O)Lpl 0 d8+/ / Ut plgol)tdsdt—i—
Q%s) Q(s)

ou
VuVdsdt + — / prdodt+
/0 Q(s) ¢ N o

T
a/ / (u —v)p1dsdt = / fordsdt.
0 JQ(s) 0 JQ(s)

(14)

O teorema abaixo estabelece a existéncia do
difeomorfismo.

Teorema 1 Existe uma difeomorfismo ® : (0) x

[0,T] — @T que preserva a varidvel tempo tal que:

O = Id, em Q(0) x
de %;

[0,T] e numa vizinhanga



dg

. \E(y,tﬂ < B <1, V(z,t) € Q0) x

[0,T1;

o U =1 ¢ hiperbélico;

Um dos possiveis modelos do dominio QT sendo
transformado, pelo difeomorfismo ¥, no dominio
Qr estd ilusrado na figura abaixo. Deve-se levar
em conta que Q7 é ”time-like”e isso sugere uma
das possibilidades de sua geometria.

P —

~—
L

N
L [« [0, T]

4’2'

Y

E—>

De posse do difeomorfismo ¥ faremos as seguinte
mudangas de variaveis:

U(y,t);

o w(z,t) =uoW¥ iy,

o (x,t) =
) € Z(.I‘ t) - uolp_l(yat)v
t)egla,t)=go¥l(y,t),

o fla,t)=fol l(y,

o oi(z,t) = pro U lyt) e og(x,t) = pyo

Uy, 1)
O sistema (11) se reescreve da seguinte forma:
o1wes + Zil(xlt, D)wy + as(x,t, D)w+
Oé('UJ—Z):f, emQT

ooz + a1(x,t, D)z + az(z,t, D)z—
a(w—2) = §, em Qr

w=z=0em X

ow 1 Ow 0z 1 0z
01%+z+§:02%+6+520, emy
w(z,0) =wy e aqf(a: 0) = wn
z(x,0) =z e Bt (x 0) =2z
(16)
Sendo

~ "9 _ 0
as(z,t, D) = %(aijﬁx,)—‘r
ij=1 "7 ¢
sz(xvt)a 17
=1
_ 9 . 0
as(z,t,D) = — 87(0,”8 _)+
ig=1 "7 ¢
PN 0
bl(x,t)aixl
=1
~ Z 3% % _ 3% 81/]]
8yk Oyx (97f ot’
Ovs ;i 0
i = Z Oy Oy 0t o
7 & 12 . da 8wz
bl t) = D25 3 Z
=1 Yk j=1
T = a 2 . Az 0 7
et =0 ; Z ‘”+ o w.
=1 Yk j=1

Os operadores as e @y possuem as seguintes pro-
priedades:

1. Ai5 = Qjj e Qj5 = Qg

2. @;; = 01 e G;; = 02, em uma vizinhanca de 3;

3. existe uma constante o« > 0 tal que
Y Gi6& = adlly & e 30 ;g >
ad r &, para todo (z,t) € Q.

5 Existéncia e wunicidade do
sistema em dominio fixo

Define-se como solugao do problema (16) ao par or-
denado de fungoes (w, z) tal que:

ow
(w, T ot

(2, gj) € L2(0,T,V) x L*(0,T, H);

—) € L*0,T,V) x L*(0,T, H);

w(z,0) = wo, %—T(m,O) =w
z(z,0) = zo, %(LO) =z

e satisfazem as identidades:

8hzg01
o1wyprds — 2 / s+
/Q( 0) Z 2(0) Oz,



1 1
Z/ A, I
ij=1 Q(0) 8@- 81‘1 C T 1 ot
n W~
Z/ bigolds+a/ (w—x)p1rds =
i1 /Q(0) O (0)
fgplds
Q(0)
i 8hi02<p2
0224 pads — 2 / ds +
/Q(O) " ; 0(0) Ox; '

- 020 1 10
e
ij=19(0) z; dxj  C Jp, 02 O

Z/ bipads + a/ (w— x)pads =
i1 /Q(0) O, (0)
fgpgds

para quaisquer funcoes @1, 2 € H}- T (0 )(Q(O))

Agora estamos em condic¢oes de enunciar um dos
mais importantes teoremas deste trabalho.

Definindo V = Hll (O)(Q(O)) e H = L*(9(0)),
temos:

Teorema 2 Sejam (wg,w1), (20,21) pertencentes
ao espaco V. x H e f,§ pertencentes ao espago
L2(0,T; H). Entdo, o sistema (16) admite solugdo
dnica (w, z) tal que:

(w,9%) € 00, 7 V) x 0(0,7: H)
( %7“:) € C(0,T;V) x C(0,T; H3)
2 2
at i, at|rl € L°(0,T; L*(T'1))
6 Retorno ao sistema em
dominio médvel: Existéncia

e Unicidade de Solugao

De posse da solugao do sistema em dominio fixo,
podemos resgatar via o difeomorfismo inverso a
solu¢ao do sistema no dominio mével. Para isso
precisamos do lema abaixo.

Lema 2 A aplicagio Iy : L*(0,T; H} o0 (1)) —
L?(0,T;V), dada por Is(u) = uwo ® é um isomor-
fismo linear e seu inverso é Iy : L*(0,T;V) —
L*(0,T; H%O(t)(Q(t))), dada por Iy(w) = wo V.
A aplicagdo Jg : L*(0,T; L*(Q(t))) — L*(0,T; H),
dada por Jo(u) = uwo ® € um isomorfismo linear
e sua inversa é a aplicacdo Jy : L*(0,T;H) —

L2(0,T; L*(Q(t))), dada por Jy(w) = wo ¥

Teorema 3 Suponha que ug,vy € H%O(O)(Q(O)) e
qua f,g € L?(0,T;L?(Q(t))). Entdo, o sistema
(11) admite uma tnica solug¢ao (u,v) tal que:

u,v € L*(0,T; H(lI‘O(t)(Q(t))),

€ L*(0,T: L*(Q(1)))

e a aplicacdo

du dv du

(u07007ulvvlafvg)'_)( U, ’dt dt dt |F17dt|F1)

de

(' (0) (22(0)))*x (L(£(0)))*x (L*(0, T5 L*(Q(t))))?

em

(L2(0, T Hy, ) (2()))* % (L?(0, T3 L*((1))))

¢é linear e continua.

7 Consideracoes Iniciais

Estamos estudando a questao da existéncia e uni-
cidade de solucdo fraca, bem como a regularidade
escondida no bordo, considerando uma fungao nao-
linear h(u — v) no lugar de a(u — v). Pretende-se
apresentar o referido artigo no préximo CNMAC.
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