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1 Apresentação do Problema

Neste trabalho, analisaremos a existência e unici-
dade de solução fraca do sistema abaixo:





ρ1(y, t)utt −∆u + α(u− v) = f em Q̃T

ρ2(y, t)vtt −∆v − α(u− v) = g em Q̃T

u = v = 0, em Γ0(t)
∂u

∂υ
+

1
ζ

∂u

∂t
=

∂v

∂υ
+

1
ζ

∂v

∂t
= 0, em Γ1

(1)

Sendo Q̃T =
⋃

0≤t≤T Ω(t) × {t} ⊂ IRn × [0, T],
∂Ω(t) = Γ0(t) ∪ Γ1 e ρ1, ρ2 > d > 0.

Como se pode observar, a fronteira do sistema
está partida em duas partes, uma fixa e outra
tempo-dependente.

2 Hipóteses sobre o Domı́nio

Definimos Σ′ :=
⋃

0≤t≤T Γ0(t) × {t} e Σ :=
Γ1 × [0, T ]. O conjunto Σ′ será considerado uma
hiperf́ıcie n-dimencional suave. Se (y, t) ∈ Σ′, de-
notaremos por v(y, t) = (vy, vt) a normal exterior
a Σ′ no ponto (y, t). E assumiremos que Σ′ é uma
”time-like”, isto é:

|vt| < |vy|, ∀ (vy, vt) ∈ Σ′

Vamos supor que existem abertos Ω0(t) e Ω tais
que:

∂Ω0(t) = Γ0(t); (2)
∂Ω = Γ1; (3)

∗Aluno do PPGME/UFPA
†Orientador de dissertação de mestrado

Ω(t) = Ω \ Ω0(t); (4)
Ω0(t) ∩ Γ1 = ∅; (5)
d(Σ′, Σ) > 0. (6)

Ainda não dissemos à quais espaços funcionais
pertencem as funções do sistema, isto porque deve-
se tomar uma certo cuidado, pois o domı́nio é
variável. Nesse sentido o lema abaixo é de muita
valia.

Lema 1 Fixado T > 0, seja t ∈ [0, T ]. Então,
existem α(T ) > 0, um intervalo [t1, t2] contendo t,
com t2 − t1 = α(T ), e um domı́nio aberto Ot 6= ∅
tais que:

Ot ⊂
⋂

t1≤τ≤t2

Ω0(τ).

O lema nos informa que é posśıvel colocar um
cilindro de altura 2α, contendo t ∈ [0, T ] ”no inte-
rior de Σ′”. Fica dessa forma bem definida a de-
sigualdade de Poincaré- Friendrichs tempo depen-
dente:

|v|L(Ω0(t)) ≤ c[
∫

Ω0(t)

|∇v|2dx]
1
2

Dada a desigualdade acima temos nos espaços de
Sobolev tempo-dependentes:

HΓ0(t)(Ω(t)) := {v ∈ H1(Ω(t)) | v = 0, em Γ0(t)}
e sua respectiva norma:

[
∫

Ω0(t)

|∇v|2dx]
1
2 .

O espaço HΓ0(t)(Ω(t)) extende-se continuamente
ao espaço H1(Ω), basta por v = 0, no interior de
Ω0(t), ∀v ∈ HΓ0(t)(Ω(t)).



Temos ainda os seguintes espaços de Hilbert:

L2(0, T ; HΓ0(t)(Ω(t))); (7)

L2(0, T ; L2(Ω(t))). (8)

E suas respctivas normas:

[
∫ T

0

∫

Ω(t)

|∇v|2dxdt]
1
2 (9)

[
∫ T

0

∫

Ω(t)

|v|2dxdt]
1
2 (10)

3 Formulção Fraca do Prob-
lema

Considere o seguinte sistema:





ρ1(y)utt −∆u + α(u− v) = f em Q̃T

ρ2(y)vtt −∆v − α(u− v) = g em Q̃T

u = v = 0, em Γ0(t)
∂u

∂υ
+

1
ζ

∂u

∂t
=

∂v

∂υ
+

1
ζ

∂v

∂t
= 0, em Γ1

u(y, 0) = u0(y) e
du

dt
(y, 0) = u1(y)

v(y, 0) = v0(y) e
du

dt
(y, 0) = v1(y)

(11)

sendo





u0, v0 ∈ H1
Γ0(0)

(Ω(0));
u1, v1 ∈ L2(Ω(0));
ρ1, ρ2 ∈ W 1,∞(Ω(t)) e ρ1, ρ2 > d > 0;
f, g ∈ L2(0, T ; L2(Ω(t))).

(12)

Defini-se a solução fraca do problema acima como
sendo o par ordenado de funções (u, v) tal que:





(u,
∂u

∂t
) ∈ L2(0, T ; H1

Γ0(t)
(Ω(t)))× L2(0, T ; L2(Ω(t))),

(v,
∂v

∂t
) ∈ L2(0, T ; H1

Γ0(t)
(Ω(t)))× L2(0, T ;L2(Ω(t))),

u(y, 0) = u0 e v(y, 0) = u0

(13)
e verifica as identidades:

∫

Ω(s)

u1ρ1(0)ϕ1(0)ds +
∫ T

0

∫

Ω(s)

ut(ρ1ϕ1)tdsdt+
∫ T

0

∫

Ω(s)

∇u∇ϕdsdt +
1
ζ

∫ T

0

∫

Γ1

∂u

∂t
ϕ1dσdt+

α

∫ T

0

∫

Ω(s)

(u− v)ϕ1dsdt =
∫ T

0

∫

Ω(s)

fϕ1dsdt.

(14)

∫

Ω(s)

v1ρ2(0)ϕ2(0)ds +
∫ T

0

∫

Ω(s)

vt(ρ2ϕ2)tdsdt+
∫ T

0

∫

Ω(s)

∇v∇ϕ2dsdt +
1
ζ

∫ T

0

∫

Γ1

∂v

∂t
ϕ2dσdt−

α

∫ T

0

∫

Ω(s)

(u− v)ϕ2dsdt =
∫ T

0

∫

Ω(s)

gϕ2dsdt.

(15)
para quaiquer funções ϕ1, ϕ2 ∈

L2(0, T ;H1
Γ0(t)

(Ω(t))) tal que
∂ϕ

∂t
∈

L2(0, T ;L2(Ω(t))) e ϕ(T ) = 0.
O método de solução consiste em transformar o

domı́nio não cilindrico Q̃T em um outro cilincrico
QT através de um difeomorfismo conveniente. Faz-
se as mudanças de variáveis, resolve-se o sistema
em QT e resgata-se a solução do sitema em Q̃T . A
técnica para exibir o difeomorfismo encontra-se no
âmbito da topologia diferencial; o conceito de
isotopia e difeotopia são a bases para a existência
do difeomorfismo. Para um estudo detalhado in-
dicamos a referência [5]

4 Existência do difeomorfismo
e mudança de variável

Definição 1 Um difeomorfismo Ψ : Q̃T →
QT , dado por Ψ(y, t) = (ψ(y, t), t) =
(ψ1(y, t), ..., ψn(y, t), t) é dito hiperbólico quando a
matriz abaixo simétrica positiva.

A = (
∂ψt

∂y
)(

∂ψt

∂y
)T − (

∂ψt

∂t
)(

∂ψt

∂t
)T .

Observe que:

A =




∂ψ1
∂y1

· · · ∂ψ1
∂yn

...
. . .

...
∂ψ1
∂yn

· · · ∂ψn

∂yn







∂ψ1
∂y1

· · · ∂ψn

∂y1
...

. . .
...

∂ψ1
∂yn

· · · ∂ψn

∂yn


−




∂ψ1
∂t
...

∂ψn

∂t







∂ψ1
∂t
...

∂ψn

∂t




T

A = (aij)n×n, aij =
n∑

k=1

∂ψi

∂yk

∂ψj

∂yk
− ∂ψi

∂t

∂ψj

∂t

O teorema abaixo estabelece a existência do
difeomorfismo.

Teorema 1 Existe uma difeomorfismo Φ : Ω(0) ×
[0, T ] → Q̃T que preserva a variável tempo tal que:

• Φ = Id, em Ω0(0) × [0, T ] e numa vizinhança
de Σ;



• |dφ

dt
(y, t)| ≤ β < 1, ∀(x, t) ∈ Ω(0)× [0, T ];

• Ψ = Φ−1 é hiperbólico;

Um dos posśıveis modelos do domı́nio Q̃T sendo
transformado, pelo difeomorfismo Ψ, no domı́nio
QT está ilusrado na figura abaixo. Deve-se levar
em conta que Q̃T é ”time-like”e isso sugere uma
das posśıbilidades de sua geometria.

S

S

S

G
´

Y

x [0, T]

De posse do difeomorfismo Ψ faremos as seguinte
mudanças de variáveis:

• (x, t) = Ψ(y, t);

• w(x, t) = u ◦Ψ−1(y, t) e z(x, t) = u ◦Ψ−1(y, t),

• f̃(x, t) = f ◦Ψ−1(y, t) e g̃(x, t) = g ◦Ψ−1(y, t),

• σ1(x, t) = ρ1 ◦ Ψ−1(y, t) e σ2(x, t) = ρ2 ◦
Ψ−1(y, t)

O sistema (11) se reescreve da seguinte forma:





σ1wtt + ã1(x, t, D)wt + ã2(x, t,D)w+
α(w − z) = f̃ , em QT

σ2ztt + ã1(x, t, D)zt + â2(x, t,D)z−
α(w − z) = g̃, em QT

w = z = 0 em Σ′

σ1
∂w

∂υ
+

1
ζ

+
∂w

∂t
= σ2

∂z

∂υ
+

1
ζ

+
∂z

∂t
= 0, emΣ

w(x, 0) = w0 e
∂w

∂t
(x, 0) = w1

z(x, 0) = z0 e
∂z

∂t
(x, 0) = z1

(16)
Sendo:

ã1(x, t, D) = 2σ1

n∑

i=1

∂

∂xi
hi(x, t);

â1(x, t, D) = 2σ2

n∑

i=1

∂

∂xi
hi(x, t).

hi =
∂ψi

∂t
.

ã2(x, t,D) = −
n∑

i,j=1

∂

∂xj
(ãij

∂

∂xi
)+

n∑

i=1

b̃i(x, t)
∂

∂xi
;

ã2(x, t,D) = −
n∑

i,j=1

∂

∂xj
(âij

∂

∂xi
)+

n∑

i=1

b̂i(x, t)
∂

∂xi
.

ãij =
n∑

k=1

∂ψi

∂yk

∂ψj

∂yk
− σ1

∂ψi

∂t

∂ψj

∂t
;

âij =
n∑

k=1

∂ψi

∂yk

∂ψj

∂yk
− σ2

∂ψi

∂t

∂ψj

∂t
.

b̃i(x, t) =
n∑

k=1

∂ψ2
i

∂y2
k

+
n∑

j=1

∂ãij

∂xj
+ σ1

∂ψi

∂t
;

b̂i(x, t) =
n∑

k=1

∂ψ2
i

∂y2
k

+
n∑

j=1

∂âij

∂xj
+ σ2

∂ψi

∂t
.

Os operadores ã2 e â2 possuem as seguintes pro-
priedades:

1. ãij = ãji e âij = âji;

2. ãij = σ1 e âij = σ2, em uma vizinhança de Σ;

3. existe uma constante α > 0 tal que∑n
i,j=1 ãijξ1ξj ≥ α

∑n
i=1 ξ2

i e
∑n

i,j=1 âijξ1ξj ≥
α

∑n
i=1 ξ2

i , para todo (x, t) ∈ QT .

5 Existência e unicidade do
sistema em domı́nio fixo

Define-se como solução do problema (16) ao par or-
denado de funções (w, z) tal que:

(w,
∂w

∂t
) ∈ L2(0, T, V )× L2(0, T, H);

(z,
∂z

∂t
) ∈ L2(0, T, V )× L2(0, T,H);

w(x, 0) = w0,
∂w

∂t
(x, 0) = w1;

z(x, 0) = z0,
∂z

∂t
(x, 0) = z1.

e satisfazem às identidades:

∫

Ω(0)

σ1wttϕ1ds− 2
n∑

i=1

∫

Ω(0)

∂hiϕ1

∂xi
wtds +



n∑

i,j=1

∫

Ω(0)

ãij
∂w

∂xi

∂ϕ1

∂xj
+

1
ζ

∫

Γ1

1
σ1

∂w

∂t
ϕ1dθ +

n∑

i=1

∫

Ω(0)

∂w

∂xi
b̃iϕ1ds + α

∫

Ω(0)

(w − x)ϕ1ds =

∫

Ω(0)

f̃ϕ1ds

∫

Ω(0)

σ2zttϕ2ds− 2
n∑

i=1

∫

Ω(0)

∂hiσ2ϕ2

∂xi
ztds +

n∑

i,j=1

∫

Ω(0)

âij
∂z

∂xi

∂ϕ2

∂xj
+

1
ζ

∫

Γ1

1
σ2

∂z

∂t
ϕ2dθ +

n∑

i=1

∫

Ω(0)

∂z

∂xi
b̂iϕ2ds + α

∫

Ω(0)

(w − x)ϕ2ds =

∫

Ω(0)

f̃ϕ2ds

para quaisquer funções ϕ1, ϕ2 ∈ H1
Γ0(0)

(Ω(0)).
Agora estamos em condições de enunciar um dos

mais importantes teoremas deste trabalho.
Definindo V = H1

Γ0(0)
(Ω(0)) e H = L2(Ω(0)),

temos:

Teorema 2 Sejam (w0, w1), (z0, z1) pertencentes
ao espaço V × H e f̃ , g̃ pertencentes ao espaço
L2(0, T ;H). Então, o sistema (16) admite solução
única (w, z) tal que:

(w,
∂w

∂t
) ∈ C(0, T ; V )× C(0, T ; H);

(w,
∂w

∂t
) ∈ C(0, T ; V )× C(0, T ; H; )

∂w

∂t
|Γ1 ,

∂z

∂t
|Γ1 ∈ L2(0, T ;L2(Γ1))

6 Retorno ao sistema em
domı́nio móvel: Existência
e Unicidade de Solução

De posse da solução do sistema em domı́nio fixo,
podemos resgatar via o difeomorfismo inverso a
solução do sistema no domı́nio móvel. Para isso
precisamos do lema abaixo.

Lema 2 A aplicação IΦ : L2(0, T ; H1
Γ0(t)

(Ω(t))) →
L2(0, T ;V ), dada por IΦ(u) = u ◦ Φ é um isomor-
fismo linear e seu inverso é IΨ : L2(0, T ; V ) →
L2(0, T ;H1

Γ0(t)
(Ω(t))), dada por IΨ(w) = w ◦ Ψ.

A aplicação JΦ : L2(0, T ;L2(Ω(t))) → L2(0, T ; H),
dada por JΦ(u) = u ◦ Φ é um isomorfismo linear
e sua inversa é a aplicação JΨ : L2(0, T ; H) →
L2(0, T ;L2(Ω(t))), dada por JΨ(w) = w ◦Ψ

Teorema 3 Suponha que u0, v0 ∈ H1
Γ0(0)(Ω(0)) e

qua f, g ∈ L2(0, T ; L2(Ω(t))). Então, o sistema
(11) admite uma única solução (u, v) tal que:

u, v ∈ L2(0, T ;H1
( Γ0(t)(Ω(t))),

du

dt
,
dv

dt
∈ L2(0, T ; L2(Ω(t)))

.
e a aplicação

(u0, v0, u1, v1, f, g) 7→ (u, v,
du

dt
,
dv

dt
,
du

dt
|Γ1 ,

dv

dt
|Γ1)

de

(H1
Γ0(0)

(Ω(0)))2×(L2(Ω(0)))2×(L2(0, T ;L2(Ω(t))))2

em

(L2(0, T ; H1
Γ0(t)

(Ω(t))))2×(L2(0, T ;L2(Ω(t))))2×(L2(0, T ;L2(Γ1)))2

é linear e cont́ınua.

7 Considerações Iniciais

Estamos estudando a questão da existência e uni-
cidade de solução fraca, bem como a regularidade
escondida no bordo, considerando uma função não-
linear h(u − v) no lugar de α(u − v). Pretende-se
apresentar o referido artigo no próximo CNMAC.
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