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Neste trabalho, apresentamos um estudo sobre a
aplicagao de um método numérico do tipo Previsor-
Corretor a uma equagao diferencial parcial que re-
presenta o problema de eliminagao de ruidos em i-
magens digitais. Muitos modelos matematicos para
restauracao de imagens tém sido propostos ao longo
dos tltimos anos. Citamos, em particular, [1],
2], [3], [], [7], [8], [9]. Recentemente, Barcelos,
Boaventura e Silva Jr. [5] propuseram um novo
modelo de difusao anisotrépica nao linear, dado
pela equagao:

ut—g|w|dw(|v |) ML= g)u—D), (1)

u(z,y,0) = I(x,y), €, t >0,

onde g = g(|Gy * Vul) I(x,y) representa a imagem
original com ruido, u(z,y,t) é sua versao suavizada
na escala ”t”, o e X sdo parametros, G, ¢ um
nucleo de convolugdo (aqui, uma funcéo gaussiana),
e G, x Vu é a estimativa local de Vu usada para
a eliminagao de ruidos. A fungéo g(s) > 0 é uma
funcao nao crescente, e satisfaz g(0) =1 e g(s) — 0
quando s — oo.

O lado direito da equacao (1) é composto por
duas partes. A primeira representa o termo de
difusdo, proposto por Alvarez, Lions e Morel [2],
que permite a retirada de ruidos da imagem inicial
I(z,y). A segunda parte da equagao (1) é com-
posta pelo termo forgante (u — I), sugerido por
Nordstrom [8], que tem a propriedade de manter
u(z,y,t) préxima a imagem inicial I(z,y), multi-
plicado pelo termo regularizador (1 — g), denomi-
nado seletor de moderacao. Esta parcela de (1) age
de forma seletiva recuperando as caracteristicas ini-
ciais da imagem I(z,y) com mais intensidade nas
regioes de fronteira, visto que nessas regioes g == 0.
Por outro lado, nas regioes homogéneas, g ~ 1 e,
consequentemente, o termo forgante serd inexpres-
sivo, o que possibilita uma melhor suavizagao da
imagem.

Resultados experimentais [5] obtidos com a
aplicacao do modelo descrito acima em imagens
sintéticas, médicas e da vida real mostraram sua
eficiéncia produzindo imagens com alta qualidade
de segmentacao e eficiente suavizagao.
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Vamos, agora, descrever o processo de solucao da
equagdo (1) que é também utilizado, de um modo
geral, para outros modelos baseados em equagoes
diferenciais parciais.

Se denotarmos

fw) = glValdio (T4) =20 = g)(u - 1),

podemos escrever a equagao (1) na forma
up = L(u), 2)

com u(z,y,0) = I(z,y). A solucao deste problema
é encontrada substituindo-se as derivadas presentes
em ¢(u) por diferengas finitas (ver [2], [4], [7] e [9]).
A equacao diferencial é entdo aproximada, em uma
malha regular com incremento espacial h = Az =
Ay, pela equagao de diferencas

u?jl =i ; + Otl(u;), (3)
com u = I(x“y]) onde At é o incremento tem-
poral e u g é a solugao aproximada de u(z;,y;) no
tempo t,. Este ¢ um método bastante simples, mas

pouco preciso.

Apresentamos, aqui, o método conhecido como
método de Euler implicito para a solugao de (2),
que foi implementado usando um esquema Previsor-
Corretor, onde o previsor é o método de Euler.
Entao, a equagao de diferencas é dada por

uzjl — n +At€< ’ﬂ+1 V—‘rl)’

(4)
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i+ Atl(u n+1”),1/:0,1,...,u—1,

onde p é o numero de iteracoes do corretor. Na
pratica, tomamos u = 1.

Observamos, através de resultados experimen-
tais em imagens sintéticas, que o algoritmo do
par Previsor-Corretor mostrou-se mais eficiente na
restauragao das imagens.

Apresentamos, em seguida, um estudo sobre a es-
tabilidade do método (4) que baseia-se no resultado
apresentado por Alvarez e Esclarin [1].

Seja 0 tal que & = (—senf,cosf), onde £ de-
nota a diregdo ortogonal a Vu. Entao, pode-
mos tomar Vu/|Vul (cosf, senB) e, assim,



uy = \Juz+uZcosd e u, = ,/ui+ulsend.

Substituindo-se estes dois termos no termo de di-

fusao de (1),
|Vu| div <|§Z>
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Aproximando as derivadas Uyz, Uyy € Uzy POT
diferencas finitas ([6]) temos:
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+ cos? Ou; j+1 + cos? Ouij_1
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Desta forma, o esquema numérico para o modelo
(1) é da forma

m o=l Atl(uy), (6)
1
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+f (i 5)

com f(’ai’j) = _/\(1 - g(ﬂi,j))(aid -

_ _ n+lur+l .
Ujj =, definido em (4).
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Teorema Consideremos o esquema (6) tal que
[f(ui )| < C se w;; € [-b,b]. Entdo, VM > b,
temos que para valores pequenos de At,

se Vi,j, |uijl <M= \uf;r1| < M.
Demonstragao:
1
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Supondo que a ultima expressao seja menor que
M, temos

1
b+ CAt<M|1—g(t;;) At > A
kl=—1

(7)

Dividindo (7) por [1 — g(@y) ALY e
obtemos

|

b+ CAt
i < M. (8)

[1 — g ) DY e |/\k,z|}

Agora, temos que quando At — 0, b < M. Logo,
se At é suficientemente pequeno para a desigual-
dade (8) ser verdadeira, entao \ufjl\ <M.

O resultado acima mostra que o esquema
numérico (4) é L*>-estédvel.

O método (4) foi implementado e testado em
véarias imagens sintéticas e imagens do cotidiano e
os resultados foram comparados aos obtidos pelo
método de Euler (3). As imagens originais uti-
lizadas sao representadas por matrizes de dimensao
256 x 256 e 256 gradacoes de cinza. Para a com-
paragao entre os métodos, calculamos o erro médio,
em, que é dado pela expressao

. EZO Z;‘n:o |U?J - Uf;|

" (mA1) x (m+1)

)

onde m = 255, u;'; ¢ a imagem restaurada e u; ; ¢
a imagem original (sem ruido).

Para todas as imagens sintéticas testadas, o erro
médio obtido pelo método de Euler implicito foi
menor que o de Euler. Entretanto, o mesmo nao
ocorreu para as imagens reais. Também, da vi-
sualizagao grafica, é possivel notar uma melhora
na qualidade das imagens sintéticas obtidas pelo
método de Euler implicito, mas que é mais dificil
de verificar para as imagens reais.

Gostariamos de finalizar este trabalho, mencio-
nando que nosso objetivo foi o de verificar o com-
portamento de diferentes métodos numéricos apli-
cados a resolugdo do problema (1), que representa
a eliminacao de ruidos em imagens digitais e que
muito estudo necessita ainda ser feito para tirarmos
conclusoes mais precisas.

Referéncias

[1] L. Alvarez & J. Esclarin, Image quantiza-
tion using reaction-diffusion equation, STAM J.
Appl. Math., 57 (1997), 490-506.

[2] L. Alvarez, P. L. Lions & J. M. Morel, Im-
age selective smoothing and edge detection by
nonlinear diffusion, STAM J. Numer. Anal., 29
(1992), 845-866.

[3] G. Aubert and L. Vese, A variational method
in image recovery, SIAM J. Numer. Anal., 34
(1997), 1948-1979.

[4] C. A. Z. Barcelos, Y. Chen, Heat flows and re-
lated minimization problem in image restora-
tion, Comput. Math. Applicat., 39 (200), 81-97.



[5]

C. A. Z. Barcelos, M. Boaventura and E. C.
Silva Jr., A well-balanced flow equation for
noise removal and edge detection, IEFE Trans-
actions on Image Processing, 12 (2003), 751-
763.

K. M. D’Ippdlito, Estudo de Métodos
Numéricos para Eliminagao de Ruidos em Im-
agens Digitais, Dissertacao de Mestrado, De-
partamento de Ciéncias de Computacao e Es-

tatistica, UNESP, Sao José do Rio Preto, 2005.

J. Malik and P. Perona, Scale-space and edge
detection using anisotropic diffusion, IEEE
Trans. Pattern Anal. Machine Intell., 12
(1990), 629-639.

K.N. Nordstrom, Biased anisotropic diffusion:
a unified regularization and diffusion approach
to edge detection, Image Vis. Comput., 8
(1990), 318-327.

L. Rudin, S. Oscher & E. Fatemi, Nonlinear
total variation based noise removal algorithms,
Physica D, 60 (1992), 259-268.



