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1 Introduction

Uma forma de controlar insetos causadores de pra-
gas e doenças é alterar o processo de reprodução
liberando insetos estéreis [16]. Insetos esterilizados
são liberados no ambiente natural, de modo a resul-
tar em um pareamento que resulte na inviabilização
de ovos, podendo assim levar para a extinção do in-
seto [7].

A técnica de liberação de insetos machos estéreis
foi utilizada com sucesso em Flórida, USA, para
controlar mosca varejeira (Cochliomya omnivorax )
em 1958 [17, 18]. Foram liberados em um peŕıodo
de 18 meses um total de 2 bilhões, custando algo
como US10.000.000, 00 [7].

Fatores que devem ser considerados na liberação
de insetos estéreis são: competitividade dos inse-
tos estéreis na fertilização, liberação em número
insuficiente, forma de liberação inadequada, etc.
[3, 4, 6, 10, 13, 19, 20, 21]. Pode-se combinar
com uso de inseticidas [1], liberação de outros para-
sitóides [5, 15] ou insetos geneticamente modificados
[9].

Estuda-se aplicação de técnica de liberação de
mosquitos Aedes aegypti, que é transmissor de
dengue e febre amarela, cujo controle é dificultado
por ter ciclo de vida complexo [2]. Considera-se um
modelo em que se considera taxa de recrutamento
constante e dependente da densidade.

2 Modelo

Para avaliar controle biológico de mosquito trans-
missor de dengue, divide-se o ciclo de vida em fase
imatura (ovo, larva e pupa) e fase adulta. Denota-
se por A quantidade da população na fase aquática
(imatura) em um instante de tempo t. Para fase
adulta, considera-se os compartimentos: fêmeas
não-acasaladas, I; fêmeas fertilizadas, F ; fêmeas
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não-férteis após acasalamento, U ; e insetos machos,
M . A população de machos estéreis em tempo t é
denotada por MT .

As taxas de mortalidade percapita da forma
imatura, fêmeas não-acasaladas, fêmeas acasaladas
férteis, e não-férteis, machos naturais e estéreis são
designadas por µA, µI , µF , µU , µM e µT , respecti-
vamente.

A taxa global de oviposição de fêmeas fertilizadas
é proporcional à sua densidade, mas regulada por
limitação do meio. Assume-se que esta taxa é dada

por φ

(
1− A

C

)
, onde C é a capacidde do meio, e φ

é a taxa de oviposição intŕınseca. A fase aquática
transforma-se em mosquito adulto a uma taxa γ;
onde uma proporção r são fêmeas e 1− r, machos.

Aplicando-se a lei da ação das massas, a pro-
babilidade de encontro de uma fêmea com ma-
cho natural é dada por

M

M + MT
, sendo que a

taxa percapita de fertilização de fêmeas é dada

por
βM

M + MT
, onde β é a taxa de acasalamento.

De modo análogo, as fêmeas têm probabilidade de

encontro com machos estéreis
pMT

M + MT
, onde o

parâmetro p, com 0 ≤ p ≤ 1, é a probabilidade
de machos estéreis sejam de fato introduzidos nas
proximidades dos criadouros. Supondo que a taxa
de acasalamento também é diminúıdo por qβ, com

0 ≤ q ≤ 1, então tem-se
βT MT

M + MT
, onde βT = pqβ.

O parâmetro p está relacionado com a efetividade
de introdução do mosquito estéril, enquanto q repre-
senta modificações fisiológicas resultante de método
de esterilização.

2.1 Recrutamento Constante de Ma-
chos Estéreis

Assume-se que os machos estéreis são introduzidos a
uma taxa constante α. Neste caso, tem-se o modelo
descrito por



A′ = φ

(
1− A

C

)
F − (γ + µA)A

I ′ = rγA− βMI

M + MT
− βT MT I

M + MT
− µII

F ′ =
βMI

M + MT
− µF F (1)

M ′ = (1− r)γA− µMM

M ′
T = α− µT MT ,

e as fêmeas não férteis, desacoplado do sistema, são
descritas por

U ′ =
βT MT I

M + MT
− µUU.

2.1.1 Pontos de Equiĺıbrio

A população de machos estéreis aproxima do
equiĺıbrio

α

µT
. Então o sistem (1) tem equiĺıbrio

trivial dado por P2 = (0, 0, 0, 0,
α

µT
), com Ū = 0,

em que só existe machos estéreis. O equiĺıbrio não-
trivial é dado por (Ā, Ī, F̄ , M̄ ,

α

µT
) satisfazendo as

seguintes relações

Ī =
rγĀ

(
M̄ +

α

µT

)

(µI + β)M̄ + (µI + βT )
α

µT

F̄ =
(γ + µA)CĀ

φ(C − Ā)
(2)

M̄ =
(1− r)γĀ

µM
,

onde Ā é a solução de equação de segundo grau

p(A) = aA2 + bA + c = 0, (3)

com coeficientes

a =
1
C

φrγβ

(γ + µA)(β + µI)µF

b = 1− φrγβ

(γ + µA)(β + µI)µF

c =
(βT + µI)µMα

(β + µI)(1− r)γµT
.

As fêmeas estéreis são dadas por

Ū =
αβT Ī

µU (µT M̄ + α)
.

De F̄ nota-se que soluções positivas devem satis-
fazer 0 < Ā < C. E nos extremos deve-se ter

p(0) = c > 0
p(C) = C + c > 0

dp

dA
(C) =

φrγβ

(µA + γ)(β + µI)µF
+ 1 > 0.

Segue-se que p(A) tem uma ou duas ráızes no in-

tervalo (0, C) se e somente se (i)
dp

dA
(0) < 0 e (ii)

b2 − 4ac > 0. Define-se

R =
φrγβ

(µA + γ)(β + µI)µF
(4)

e

S =
(βT + µI)µMα

(β + µI)(1− r)γCµT
. (5)

Então equação (3) pode ser escrita como

p(A) =
R

C
A2 − (R− 1)A + CS = 0, (6)

e as condições para existência biológica do equiĺıbrio
não-trivial são

R > 1 (7)

e
(R− 1)2

4RS
≥ 1. (8)

Quando ambas as condições são satisfeitas, tem-se

Ā− =
(R− 1)

2R
C

[
1−

√
1− 4RS

(R− 1)2

]
(9)

e

Ā+ =
(R− 1)

2R
C

[
1 +

√
1− 4RS

(R− 1)2

]
. (10)

Logo, sob as condições (7) e (8), sistema (1) tem
duas soluções P3− e P3+, correspondendo a Ā− e
Ā+. No caso de igualdade em (8), P3− e P3+ co-

lapsam para um equiĺıbio P3 com Ā =
(R− 1)

2R
C,

de onde obtém-se o valor máximo R∗ que garante a
existência de solução não-trivial positiva, dado por

R∗ = (1 + 2S)

[
1 +

√
1− 1

(1 + 2S)2

]
. (11)

Note que R∗ > 1.

2.1.2 Estabilidade dos Pontos de Equiĺıbrio

A estabilidade é analisada por meio de Jacobiana
(J) do sistema (1) calculada nos valores correspon-
dentes aos pontos de equiĺıbrio.

Os autovalores de J do equiĺıbrio trivial P2 =
(0, 0, 0, 0, α/µT ) são −(γ + µA), −(β + µI), −µF ,
−µM , e −µT ; portanto P2 é sempre localmente e
assintoticamente estável.

Analisa-se os equiĺıbrios P3− e P3+. Para estes
pontos, um dos autovalores é −µT . Os demais au-
tovalores são soluções do polinômio

λ4 + a1λ
3 + a2λ

2 + a3λ + a4 (12)

com coeficientes



a1 = (µA + γ)
C

C − Ā
+ µI +

βM̄ + βT M̄T

M̄ + M̄T

+µF + µM

a2 = (µA + γ)
(

C

C − Ā

)

×
(

µI +
βM̄ + βT M̄T

M̄ + M̄T
+ µF + µM

)

+
(

µI +
βM̄ + βT M̄T

M̄ + M̄T

)
(µF + µM )

+µF µM

a3 = µF

(
µI +

βM̄ + βT M̄T

M̄ + M̄T

)

×(µA + γ)
(

Ā

C − Ā

)
+ µM

×
(

µI +
βM̄ + βT M̄T

M̄ + M̄T

)
(µA + γ)

(
C

C − Ā

)

+µF µM

(
µI +

βM̄ + βT M̄T

M̄ + M̄T

)

+(µA + γ)µF µM

[
CM̄ + M̄T Ā

(C − Ā)(M̄ + M̄T )

]

a4 =
µF µM (γ + µA)(βT + µI)α
(M̄ + M̄T )(C − Ā)µT CS

×(Ā2 + 2CSĀ− C2S).

Utilizando critérios de Routh-Hurwitz, as ráızes
do polinômio de quarto grau têm parte real nega-
tiva se e somente se ai > 0, com i = 1, · · · , 4, e
(a1a2 − a3)a3 > a2

1a4. Os coeficientes a1, a2 e a3

do polinômio (12) são positivos. É posśıvel mostrar
que para Ā positivo, a última condição é satisfeita.
Logo a estabilidade de P3− e P3+ é dada pelo sinal
do coeficiente a4, que é positivo se e somente se

s(Ā) = Ā2 + 2CSĀ− C2S (13)

é maior que zero. Note que s(Ā) tem uma única

raiz real postiva Ā = A∗ = CS

(
−1 +

√
1 +

1
S

)
e,

da equação (8), satisfaz a inequação

A∗ >
2CS

R− 1
. (14)

Determina-se agora o valor do polinômio (6) em A∗.
Usando (13), e as inequações (8) e (14), obtém-se

p(A∗) =
R

C
(−2CSA∗ + C2S)− (R− 1)A∗ + CS

= −(2RS + R− 1)A∗ + (R + 1)CS

< −(2RS + R− 1)
2CS

R− 1
+ (R + 1)CS

= −4RCS2

R− 1
+ (R− 1)CS

= (R− 1)CS

(
4RS

(R− 1)2
− 1

)

= − 4CRS2

(R− 1)

(
(R− 1)2

4RS
− 1

)
< 0,

de acordo com as condições de existência biológicas
(7) e (8). A inequação p(A∗) < 0 implica Ā− <
A∗ < Ā+ devido a positividade do coeficiente de
Ā2. Como s(Ā) é tal que s(Ā) < 0 para Ā < A∗ e
s(Ā) > 0 para Ā > A∗, tem-se a4 < 0 para Ā− e
a4 > 0 para Ā+. Portanto P3− é sempre instável e
P3+, localmente e assintoticamente estável.

Teorema 1. O equiĺıbrio P2 = (0, 0, 0, 0,
α

µT
)

do sistema (1) é sempre estável. Quando R > 1 e
(R− 1)2

4RS
≥ 1, o equiĺıbrio não-trivial, P3− e P3+

são viáveis. Nesta situação P3− é sempre instável
e P3+, estável.

De acordo com Teorema 1, para R > 1, se S

situa-se acima do valor
(R− 1)2

4R
então é posśıvel

controlar a doença, independentemente da condição
inicial fornecida ao sistema dinâmico.

O equiĺıbrio trivial P2 é estável para R <
R∗. Quando R = R∗, o equiĺıbrio único P3

aparece, dado por P3 =(Ā, Ī, F̄ , M̄ ,
α

µT
), onde Ā =

(R∗ − 1)
2R∗

C, e os valores Ī, F̄ e M̄ são obtidos de

(2) substituindo Ā obtido acima. Para R > R∗ e
α > 0, P3 divide em dois valores P3− e P3+, que
são instável e estável, respectivamente. Chama-se
R∗ como valor limiar uma vez que este separa região
onde existe somente machos estéreis (R < R∗) da
região onde existe coexistência de mosquitos ma-
chos naturais e estéreis (R > R∗).

O valor limiar R∗ depende de S, que é função
linear de α, conforme equação (5), com S(0) = 0
e S(α → ∞) → ∞. Portanto, os valores extremos
são R∗(0) = 1 e R∗(S →∞) →∞.

Considere o caso R > R∗. Chama-se de equiĺıbrio
de ruptura [8] para o ponto de equiĺıbrio instável
P3− = (Ā−, Ī−, F̄−, M̄−,

α

µT
), onde os valores Ī−,

F̄− e M̄− são obtidos de (2) substituindo Ā por
Ā− dado por (9). A raiz menor Ā− da equação (6)
forma o ramo decrescente da solução do polinômio,

com valor máximo em R = R∗
(

Ā =
(R∗ − 1)

2R∗
C

)

e tende assintoticamente para Ā− = 0, quando
R →∞. Para R > R∗ este ramo decrescente separa
duas regiões de atração de pontos de equiĺıbrios P2

e P3+. Em outras palavras, tem-se uma hiper-
superf́ıcie gerada pelas coordenadas do equiĺıbrio
P3−, e.g., f(Ā−, Ī−, F̄−, M̄−,

α

µT
) = 0, tal que um

dos pontos de equiĺıbrio P2 e P3+ é atrator depen-
dendo da posição relativa da condição inicial apli-
cada ao sistema dinâmico (1) com relação à hiper-
superf́ıcie.



2.2 Recrutamento Loǵıstico de Ma-
chos Estéreis

Considera-se recrutamento da forma

αMT

(
1− MT

K

)
. Note que α

(
1− MT

K

)
é a

taxa percapita de recrutamento de machos estéreis.
Assim o modelo dado por sistema de equações (1)
é modificado para

A′ = φ

(
1− A

C

)
F − (γ + µA)A

I ′ = rγA− βMI

M + MT
− βT MT I

M + MT
− µII

F ′ =
βMI

M + MT
− µF F

M ′ = (1− r)γA− µMM

M ′
T = αMT

(
1− MT

K

)
− µT MT , (15)

e as fêmeas não férteis são descritas por

U ′ =
βT MT I

M + MT
− µUU.

A equação para machos estéreis apresenta dois
pontos de equiĺıbrios: M̄T0 = 0 e M̄T1 =
(α− µT )K

α
. O último é biologicamente viável para

α > µT . Uma caracteŕıstica deste modelo é o fato
da estabilidade da quinta equação do sistema (15)
sozinha mostra que o equiĺıbrio trivial M̄T0 é estável
quando α > µT ; em outro caso, é instável e surge
equiĺıbrio não-trivial M̄T1 .

O valor M̄T0 = 0 resulta em dois equiĺıbrios. Um
é o trivial P0 = (0, 0, 0, 0, 0), mais Ū = 0, em que
não existe nem mosquitos naturais, nem mosquitos
estéreis, e o outro é um equiĺıbrio onde somente
mosquitos naturais existem, dado por

P1 = (Ā,
rγ

β + µI
Ā,

(γ + µA)C
φ(C − Ā)

Ā,
(1− r)γ

µM
Ā, 0),

com Ā =
C(R− 1)

R
e R dado pela equação (4).

Note que P1 é biologicamente viável somente para
R > 1, assim para R < 1 tem-se equiĺıbrio trivial
P0.

Análise linear mostra que −µM e α− µT são au-
tovalores da Jacobiana do sistema (15) em torno de
P0 e P1. Para P0 os outros autovalores são ráızes
do polinômio

λ3 + (γ + µA + β + µI + µF )λ2

+[(γ + µA)(β + µI) + µF (γ + µA + β + µI)]λ
+µF (γ + µA)(β + µI)(1−R).

Pode-se mostrar que condições de estabilidade deste
polinômio são satisfeitas para R < 1. No caso de
outro ponto de equiĺıbrio, os autovalores de P1 são
as ráızes do polinômio

λ3 + [R(γ + µA) + β + µI + µF ] λ2

+ [R(γ + µA)(β + µF + µI) + µF (β + µI)] λ
+µF (γ + µA)(β + µI)(R− 1).

Para R > 1 pode-se mostrar que as condições de
estabilidade são satisfeitas.

Para M̄T1 =
(α− µT )K

α
, os pontos de equiĺıbrio

são

P2 = (0, 0, 0, 0, M̄T1),

P3− = (Ā−,

rγĀ−
[
(1− r)γĀ− + µMM̄T1

]

(µI + β)(1− r)γĀ− + (µI + βT )µMM̄T1

,

(γ + µA)CĀ−
φ(C − Ā−)

,

(1− r)γĀ−
µM

, M̄T1)

e

P3+ = (Ā+,

rγĀ+

[
(1− r)γĀ+ + µMM̄T1

]

(µI + β)(1− r)γĀ+ + (µI + βT )µMM̄T1

,

(γ + µA)CĀ+

φ(C − Ā+)
,

(1− r)γĀ+

µM
, M̄T1),

onde Ā− e Ā+, soluções do polinômio (6), são dadas
pelas equações (9) e (10), em que se tem o mesmo
R definido antes, equação (4), só que S é trocado
por S1 dado por

S1 =
(βT + µI)µM (α− µT )K
(β + µI)(1− r)γCµT

. (16)

A expressão S1 vem de S substituindo α por (α −
µT )K. As fêmeas não férteis são dadas por

Ū =
αβT µM

µU [αµM + A(1− r)γµT ]
,

com A subsitúıdo por Ā− e Ā+ para resultar em
equiĺıbrios P3− e P3+, respectivamente.

Para existência biológica de P2, a condição α >
µT é necessária, e para equiĺıbrios P3− e P3+, in-
equações R > 1 e

(R− 1)2

4RS1
≥ 1 (17)

são necessárias. Para se ter duas soluções positivas
deve-se ter R > R∗, dada pela equação (11), porém
substituindo S por S1.

A análise de estabilidade de P2, P3+ e P3− segue
o mesmo padrão do modelo anterior . Tabela 1
resume a análise de estabilidade dos pontos de
equiĺıbrio.



α

µT
R estável instável

< 1 < 1 P0 —

< 1 > 1 P1 P0

> 1 < R∗ P2 P0, P1

> 1 > R∗ P2, P3+ P0, P1, P3−

Tabela 1. Estabilidade dos pontos de equiĺıbrio do
modelo (15).

Primeiro, analisa-se a estabilidade com relação a
R quando

α

µT
< 1. Quando R < 1, o equiĺıbrio P0,

onde não existe mosquitos, é estável. Este torna
instável para R > 1 e P1 surge como equiĺıbrio
estável. Nesta situação a população de mosquitos
estéreis vai para extinção para qualquer valor de R.
Se

α

µT
> 1 população de machos estéreis vai para

o valor M̄T1 =
(α− µT )K

α
. Neste caso o controle

biológico é dificultado em relação ao modelo ante-
rior, pois o valor limiar R∗ é menor que o fornecido
pelo modelo (1).

Agora, fixa-se R e varia-se α de zero a infinito.
Tem-se três casos diferentes dependendo do valor de
R.
Caso I. R < 1. P0 é estável para α < µT e perde
estabilidade quando

α

µT
= 1 é atingido. A partir

deste valor o equiĺıbrio P2 surge como estável para
α > µT . A população natural vai para zero por ter
taxa de oviposição muito pequena, o que torna lib-
eração de machos estéreis desnecessária.
Caso II. 1 < R < R∗. As trajetórias do sistema
dinâmico tendem ao único valor de equiĺıbrio P1

quando α < µT . Se α > µT , P1 torna instável e
surge P2 que é estável. Então, a erradicação de mos-
quitos naturais não é posśıvel até alcançar

α

µT
= 1.

Caso III. R > R∗. P1 é assintoticamente estável
para α < µT , mas torna instável e P2, P3+ e P3−
surgem quando α > µT . Os dois primeiros pontos
de equiĺıbrio são assintoticamente estáveis e o ter-
ceiro é instável. Quando α = α∗ onde α∗ é o valor
para qual (R− 1)2/4RS1 = 1, P3+ e P3− colapsam
para equiĺıbrio P3, e torna inviável para α > α∗.
No último caso P2 é globalmente e assintoticamente
estável. Então erradicação do mosquito natural é
atingida para valores acima do limiar α∗. Para va-
lores de α entre µT e α∗ o controle não é necessari-
amente obtido uma vez que depende das condições
iniciais, como no modelo (1).

3 Conclusão

Para população de mosquitos, competitividade no
acasalamento e dispersão de machos estéreis devem
ser relevantes na técnica de liberação de machos
estéreis para controlar os mosquitos naturais. Estas
propriedades foram mimetizadas por parâmetros p
e q. Experimentos de campo mostraram que a
competitividade entre os machos naturais e estéreis
de A. aegypti situavam entre moderado e bom
[11, 24] (o que pode sugerir p aproximadamente
0, 8). Quando a liberação de mosquitos estéreis é
adequada (12 a 15 estéreis em uma população com
taxa de oviposição em torno de 10 ovos por dia),
pode resultar em elevada produção de ovos não
viáveis. Porém, a técnica de liberação de insetos
deve prevenir contra posśıveis migrações de fêmeas
férteis para áreas controladas biologicamente [19].
O modelo aqui analisado não estudou este fator que
afeta a liberação de insetos estéreis. Outros fatores,
como migração de mosquitos naturais, devem ser
considerado em modelos para estudar como pode-
se manter regiões livres dos mosquitos por ação de
machos estéreis.
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