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1. Resumo

O objetivo do presente trabalho é utilizar os
métodos da geometria diferencial para reescrever
as equações da eletrodinâmica e obter a diádica
de Green, as equações de Fresnel e a previsão da
rotação de Faraday para ferritas utilizando a teoria
das formas diferenciais. Tal formalismo encontra
grande aplicabilidade na f́ısica-matemática, como
pode ser vista em [1] - [3], e nos últimos anos tem
havido a utilização de tal ferramenta no tratamento
de problemas de engenharia elétrica, como pode ser
visto em [4] e [5].

Inicialmente apresentamos o operador derivação
exterior d, que aplica campos de p-formas em cam-
pos de (p+1)-formas e em seguida, o dual de Hodge,
que relaciona p-formas com (n−p)-formas, onde n é
a dimensão do espaço. Dada uma matriz hermitiana
inverśıvel, podemos definir novos duais através da
equação abaixo:

⋆Adxi1 ∧ · · · ∧ dxip =

= gi1j1 · · · gipjpǫj1···jn

√
|g|

(n−p)!dxjp+1 ∧ · · · ∧ dxjn
.

(1.1)

onde gij =
a∗

ji

det A
, ǫ e |g| denotam o tensor de Levi-

Civita e o determinante da matriz de métrica (gij),
respectivamente, e (gij) = (gij)

−1. No caso em que
A = I, escrevemos simplesmente ⋆.

Dessa forma, com o dual de Hodge e derivação
exterior, as equações de Maxwell são (confira [1] -
[5])

dE = iωB, (1.2)

dH = −iωD + J, (1.3)

∗bolsista da Capes
†bolsista da Capes

dD = ρ, (1.4)

dB = 0. (1.5)

onde D, B e J denotam as 2-formas deslocamento
elétrico, indução magnética e densidade de corrente,
respectivamente; H, E e ρ denotam as 1-formas
campo magnético, campo elétrico e a 3-forma den-
sidade de carga, respectivamente. A dependência
temporal é suposta na forma eiωt ([1], [3], [4] e [5]).

As relações constitutivas entre os campos são:

D = ⋆εE, (1.6)

B = ⋆µH. (1.7)

onde (ε) e (µ) denotam as matrizes associadas aos
tensores de permissividade elétrica e permeabili-
dade magnética do meio, respectivamente. A van-
tagem de utilizarmos o dual de Hodge da maneira
como foi feita nas Eqs. (1.6) e (1.7) são que embu-
timos na métrica do nosso espaço as propriedades
elétricas e magnéticas do meio ao qual estamos tra-
balhando.

Supondo que as matrizes associadas aos tensores
permissividade elétrica e permeabilidade magnética
do meio são hermitianas inverśıveis, a partir das
Eqs. (1.2), (1.3), (1.6) e (1.7) é posśıvel ([1], [3], [4]
e [5]) obter-se a diádica de Green de maneira exata.

Para ferritas, a matriz associada ao tensor de per-
missividade é εI, onde ε é um escalar e a matriz µ

é:

µ = µ0





α −iβ

iβ α

γ



 (1.8)

Em [1] e [3] mostramos que a diádica de Green
neste caso é:



g = g0diag
(

eiω
√

σ−r
′

, eiω
√

σ+r
′

, eiω
√

εµ0(α2−β2)r
′
)

(1.9)
onde

g0 =
µ2

0(α
2 − β2)

1
2 γ

1
2

4πr
′

,

σ± = εµ0(α ± β)γ.

e
−→
r
′

=
(

x√
α+β

, y√
α−β

, z√
γ

)

.

Além do mais, utilizando o produto interior en-
tre formas diferenciais e as componentes dos campo
elétrico e indução magnética, obtivemos as ex-
pressões:

3
∑

i=1

s2
i

n2 − c2εµi

=
1

n2
. (1.10)

3
∑

i=1

s2
i

1
n2 − 1

c2εµi

= 0 (1.11)

3
∑

i=1

s2
i

v2 − v2
i

= 0. (1.12)

onde vi = εµi. As Eqs. (1.10), (1.11) e (1.12) são
as equações de Fresnel para ferritas ([1] e [3]).

Em [1] e [3], mostramos que o campo magnético
satisfaz a equação

ω2ε ⋆µ H = d ⋆ dH. (1.13)

Supondo que a 1-forma campo magnético seja

H = (H1dx + H2dy)ei(kz−ωt)

a Eq.(1.13) nos dá uma equação de autovalor para
k2. Resolvendo a mesma e tomando uma com-
binação linear particular, as componentes do campo
magnético na direção de dx e dy independentes do
tempo são dadas por ([1] e [3]):

H1(z) =
h

2
eik+z +

h

2
eik−z, (1.14)

H2(z) = i
h

2
eik+z − i

h

2
eik−z. (1.15)

onde k± = ω
√

εµ0α ± β.
As expressões das Eqs. (1.14) e (1.15) podem

ser reescritas em termos de funções trigonométricas.
Considerando θ0 como sendo o ângulo cuja tangente
seja a Eq. (1.15) dividida pela Eq. (1.14), chegamos
a:

θ0 =
1

2
zω

√
εµ0α

[

√

1 +
β

α
−

√

1 − β

α

]

. (1.16)

Supondo que termos de ordem cúbica ou superi-
ores podem ser desprezados, obtemos:

θ0 =
β

2α
zω

√
αµ0ǫ. (1.17)

A Eq. (1.17) nos diz que as componentes do
campo numa onda percorrendo uma certa distância
numa direção é defletida através de uma ângulo θ0

com respeito a direção do campo. Quando a onda
é refletida e retorna ao ponto inicial, ela sofre uma
nova deflexão de θ0, de modo que ela sofre uma
rotação total de 2θ0.

Como θ0 6= 0, segue que a ferrita é um meio não-
rećıproco, isto é, quando a onda retorna à posição
original, suas compontes diferem das originais. A
previsão da rotação de Faraday mostra a consitência
do formalismo empregado, uma vez que reobtive-
mos um resultado classicamente conhecido e exper-
imentalmente comprovado.

A escolha por tal formalismo advém do fato de
podermos obter os resultados proporcionados pelo
cálculo vetorial usual de uma maneira mais clara,
concisa e elegante, sem a necessidade de se ficar em-
pregando produtos vetoriais ou cálculos com rota-
cionais extremamente tediosos, como se faz tradi-
cionalmente. Ademais, com tais ferramentas, nos-
sos cálculos independem do sistema de coordenadas
utilizado e são facilmente generalizáveis para di-
mensões superiores, podendo inclusive englobar a
gravitação.
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