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Este trabalho visa obter a decomposição de
respostas forçadas para um modelo da dinâmica
de rotores. O modelo considerado é o de Stodolla-
Green, utilizado para simular o efeito giroscópico,
além da resposta dinâmica devido ao desbalanço de
sistemas rotativos [6]. Esta decomposição consiste
em separar a resposta forçada como uma soma de
uma resposta permanente e de uma resposta livre
induzida pelas condições iniciais da resposta per-
manente. No cálculo da decomposição da resposta
é utilizada a resposta impulso, a qual permite gerar
uma base que caracteriza o transiente introduzido
pelo sistema. Estas informações possibilitam o
monitoramento dos parâmetros de retroação e de
estabilidade do sistema.

O modelo matemático é descrito por uma equação
diferencial ordinária matricial de segunda ordem
com amortecimento e efeitos giroscópicos expressa
por

Mẅ(t) + (C + G) ẇ(t) + Kw(t) = f(t), (1)

sendo a sáıda do sistema dada por

w(t) =
[

Yc Zc βY βZ

]T ;

onde Yc e Zc são deslocamentos do centro
geométrico nas direções Y e Z, respectivamente,
com relação a um sistema referencial fixo; βY e
βZ correspondem aos ângulos determinados entre
o eixo X e a projeção do eixo x sobre o plano XZ e
XY , repectivamente. O parâmetro M corresponde
a matriz de inércia definida por

M =




m 0 0 0
0 m 0 0
0 0 Iyy 0
0 0 0 Iyy


 ,

onde m é a massa do rotor e Iyy é o momento de
inércia de massa em torno do eixo que tem a origem

perpendicular ao eixo x; a matriz G corresponde a
matriz giroscópica dada por

G =




0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 2Ixxω
0 0 −2Ixxω 0


 ,

onde Ixx é o momento de inércia de massa do rotor
em torno do eixo que tem a origem paralela ao eixo
x e ω a velocidade de rotação do rotor; C é a matriz
de amortecimento definida por

C =




cω 0 0 0
0 cω 0 0
0 0 cβ 0
0 0 0 cβ


 ,

onde cω e cβ são os coeficientes de amortecimento
e, K corresponde a matriz de rigidez expressa por

K =




kωω 0 0 kωβ

0 kωω −kωβ 0
0 −kωβ kββ 0

kωβ 0 0 kββ


 ,

onde kωω, kωβ e kββ são os coeficientes de rigidez.
A entrada no sistema é definida por uma força
centŕıpeta devido ao desbalanço do rotor, sendo do
tipo peŕıodica e representada por

f(t) = mεω2
[

eIωt eIωt 0 0
]T

,

onde m é a massa do rotor, e a excentricidade e ω
a velocidade de rotação do mesmo.

A resposta forçada do sistema é obtida analiti-
camente em função da resposta impulso, sendo
esta determinada a partir de uma representação
anaĺıtica obtida por Claeyssen, veja-se em [2] e [3].
A expressão da resposta forçada é denotada por

w(t) =
∫ t

t0

h(t− τ)f(τ)dτ, (2)



onde h(t) pode ser definida pela fórmula fechada [2]

h(t) =
2n∑

j=1

j−1∑

i=0

bid
(j−i−1)(t)h2n−j , (3)

onde hk = h(k)(0) satisfaz a equação matricial em
diferenças

Mhk+2 + (C + G) hk+1 + Khk = 0, (4)

com valores iniciais

h0 = 0, Mh1 = I.

O polinômio de grau 2n, denotado por

P (s) = det
[
Ms2 + (C + G) s + K

]
=

2n∑

k=0

bksk

(5)
corresponde ao polinômio caracteŕıstico associado
ao sistema e, d(t) representa a solução do problema
de valor inicial expresso por

b2nd(2n)(t) + · · ·+ b1ḋ(t) + b0d(t) = 0, (6)

com os valores iniciais dados

d(0) = 0, · · · , d(2n−2)(0) = 0, b2nd(2n−1)(0) = 1.
(7)

A resposta forçada é decomposta na soma de
uma solução homogênea wh(t) e numa solução não-
homogênea wp(t), ou seja,

w(t) =
∫ t

t0

h(t− τ)f(τ)dτ = wh(t) + wp(t), (8)

onde

wh(t) = −h(t− t0)[(C + G)wp(t0) + Mẇp(t0)]+
−ḣ(t− t0)Mwp(t0).

(9)
Esta expressão significa que, conhecidas as
condições iniciais de uma solução não-homogênea
wp(t), a solução homogênea wh(t) fica determinada
com o aux́ılio da resposta impulso h(t).

Nas simulações numéricas do modelo foram
considerados os valores dos parâmetros de acordo
com a referência [6] e comparados os resultados
provenientes da decomposição da resposta forçada
com o valor obtido da mesma quando calculada a
convolução diretamente através da Equação (2).
Os resultados obtidos por esta metodologia foram
considerados satisfatórios.
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