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1 Introducao

O trafego congestionado tem se tornado parte do
dia-a-dia dos moradores das grandes cidades nos
dltimos anos. Com o crescimento descontrolado
nem sempre é vidvel construir ruas ou avenidas para
suprir o aumento do fluxo de veiculos, sendo assim
necessario impor condigoes para diminui-lo em cer-
tas regioes.

Uma maneira de controlé-lo seria estabelecer im-
postos sobre alguns trajetos. Na economia de trans-
portes o problema de determinar os imposto visan-
do otimizar o tempo total do trajeto e o fluxo
de veiculos(evitando congestionamento) é conheci-
do como Congestion Princing Problem ver [4].

Este problema pode ser reformulado como um
problema de programacao matemadtica com re-
strigdes de equilibrio (MPEC) ver [4].

O objetivo deste trabalho consiste em resolver
este MPEC utilizando um algoritmo de restauracao
inexata. Estes algoritmos sao métodos iterativos
onde cada iteracao é realizada em duas fases: uma
de “Restauracao”, onde a viabilidade é melhorada
e outra fase chamada de “Otimizacao” onde se re-
duz a fungao objetivo do problema do primeiro nivel
sobre um conjunto viavel aproximado.

Na fase de Otimiza¢cdo usamos a direcao do gradi-
ente projetado da fungao lagrangeana sobre o plano
tangente associado ao sistema K.K.T dado pelo pro-
blema do segundo nivel. A fase de Restauracdo
consiste em aplicar na resolugao do problema de
equilibrio uma estratégia de projecao junto com
quadrados minimos do sistema K.K.T . Dado que
estas estratégias geram sequéncias de pontos que
se aproximam ao conjunto solugao do problema de
equilibrio, a distancia a este conjunto é usada co-
mo medida de progresso para a restauragao inexata.

Mostramos a formulacao do problema Congestion
Princing Problem como um MPEC.

2 Problema de Congestiona-
mento
Notacgoes

Para ajudar na formulagao do problema defini-
mos:

i- K : conjunto dos indices de nés da rede;

ii- N : conjunto dos indices dos links(arcos) per-
tencentes a rede;

iii- wv; : fluxo total sobre o link(arco) i;
iv- d; : demanda de fluxo no destino j;

v- A € IR**™ matriz de restricdes de fluxo, onde k
é o numero de nés da rede e n nimero de links;

vi- 8; : é o custo em tempo de uma unidade de
fluxo v; sobre o link(arco) 4;

vii- f3; : é o imposto(em minutos) cobrado sobre o
link(arco) 4

viii- Y : subconjunto de Y que corresponde aos
arcos que nao estao sujeitos a impostos.

2.1 Formulagao do Problema como
um MPEC

O problema de congestionamento pode ser formula-
do como um problema de programagao matematica
com restri¢oes de equlibrio (MPEC) [4] da seguinte
forma:



min, g(s(v),v) s.a
Bi=0sei€Y
G;i>0sei ¢y

(s(v)+P,v—2)<0VzeV

MPECT

onde V={z€R":Az=bez>0},s;,: R" > R
é pelo menos duas vezes diferencidvel, separavel e
mondtona, para i € {1,..,n}.

Se Y é vazio o problema é conhecido como First
Best Toll Princing caso contrario o problema é
chamada de Second Best toll princing [4].

Para deixar claro o problema consideremos o
seguinte exemplo:

Exemplo 2.1 Consideremos uma rede com uma
origem e um destino onde €é necessdrio levar 6
unidades de fluzo da origem até o destino através de
dois arcos, neste caso A =[1 1], b =6, s1(v) = v?
e so(v) = v3.

Desting

Figura 1:

A proposta deste trabalho, é resolver o problema
MPECT utilizando uma técnica de restauragao in-
exata [6].

3 Algoritmos

Consideremos o seguinte problema MPEC:

minxyy f(xvy) S.a
zeX={zr:a<zx<b} CR"
(G(z,y),y—2) <0Vz €Y (a)

MPEC

onde Y(z) = {y € R™ : h(z,y) = 0 ey > 0},

f ¢é diferencidvel, h;(z,.) : R™ — IR? é pelo

menos duas vezes diferencidvel e convexas para ¢ €

{1,...,q} eparatodox € X, G: R*"x R™ — IR™ é

diferencidvel, a; > —oo e b; < oo para i € {1,..,n}.
Definimos o operador

G(z,y) + Vihy(z,y)\ — 2

h@,y)
C(xayaAaz) = 21Y1 ) (1)
ZmYm
€

Q={(z,y,\,2) € R""™ ™.z e X, y,2 >0} (2)

3.1 Algoritmo I

Encontre n > 0, r € [0,1), e > 0, 8 > 0, 7 €
R AL S 0, -1 € (0,1), min > 0, 71 > 0,
T2 >0, so € Qe {ay} tal que Yoo qy < oo.

Passo 1: “ Parametros Iniciais. Defina
o ,0_1}.
92‘"96 = min{1, 9;’”" +ag} e

_ plarge
Oy = 01°79°

= min{1, 01, ...

Passo 2: “Fase de Restauragdo” Seja s
(Tk, Yk, Ak, 2 ) iteragao corrente.

Calcule C(sy).
2.1: Se C(sg) =0, escreva 5 = s.
senao

Fase I: Calcule g usando Algoritmo II tal que
[ R(gr)| < e
Fase II:

Fixando (zy, 7 ), encontre (\g, Z; ) satisfazendo

||C(mk7gk75‘ka2k)H S THC(ZUk,yk»)\bZk)H, (6)

onde r € (0,1), 8 > 0 e ndo dependem de k.

escreva 5 = (T, Uiy Moy Zs )-
Passo 3: “ Direcao de Cauchy ” Calcule

¥ = Pil5k — 1V L(5k, )] — 5 (7)

onde Pg[z] é a projecdo ortogonal de z sobre
mr={s€ Q:C'(5;)(s —5k) =0} e L(s,vy) =
[l y) + (7, Clz,y, A, 2)).

3.1 “ Critério de Parada do Algoritmo ”
Se C(si) = C(3x) = 0 e df,,, = 0 pare o algo-
ritmo e retone s, como solugao.



Se d¥

tan
e defina

=0, calcule v;41 tal que |[yis1| < M 3.2 Algoritmo II

Vamos introduzir os elementos e notagoes que serao
usadas no decorrer do algoritmo. Dado xj e o corre-
spondente Y (zy) do probelma MPEC, comegando
com yi € IR™, duas sequéncias sao geradas e deno-
tadas por {g;} € R™ e {y;} € IR™. A determinagao
de um hiperplano separador é o passo chave do al-
goritmo. Consideremos a projecao ortonalgal sobre
um conjunto S pela notagdo Ps[.]. Definos uma it-
Senio eragao projecao continua por

—~
0.9
~—

Sk+1 = Sk
Or = 0,1
Aredy, = (1 = 0,)[[[C(sp)ll = [CGR)I]. (1

—~
o ©
= =

e pare a iteracao k.

escolha i = 0, dpg > dmin € continue. R(y) =y — Poyly — Gk, )], (20)
e, dado g;, o ponto que define o se-
Passo 4: “ Fase de Minimizagao ” mi espago H; contendo o conjunto solucao do
Calcule sg; € m; usando Algorithm III tal que  VIP[G(zy,.),Y (21)], o conjunto H; é escrito como
= i = m . Us — Nz' < .
ks — 5kl < 0 e (11) H; ={z€ R™ : (G(zx,¥i),z — §i) < 0} (21)

L(sris k) << L(sk, Va)- (12) Dado 7,0 € (0,1), seja p o inteiro ndo negativo
tal que a desigualdade

onde Sk = (Tki, Ykiy Miy Zki)- (G(2k, 9i — " R(9:)), R(9:)) > UHR(@i)Hz (22)
é satisfeita. Em seguida nds buscamos a viabili-
Passo 5: “ Trial Multiplicadores” dade de yy, calculando §; = g, tal que (??) é satis-
Calcule yi71! tal que ||yfriel|| < M . feita.
Passo 1:

Passo 6: “ busca do 6 6timo ” Escolha 7,0 € (0,1) € fio = Poay)[ve]. Tome

Para todo 6 € [0, 1] defina i=0.
Calcule R(go) e R(yx) usando (20).
P?“@dk’i(e) = Q[L(Sk77k) - L(sk;u,yk) - (13)

ki Passo 2:

(C(5k)s Veriar — W) (14) Passo 2.1: Se i > 0 calcule R(¢;) us-

+1 =OIC(se) = IC (kN (15) ando (20).
Se “|R(g:)]| < €, pare o algoritmo e

Calcule 0y ; o maximo 6 € [0, 6y ;1] tal que returne ;.

Caso contrario, calcule
Predy;(0) > 0.5]]|C(s —|C(5 16 5 N .
(0) 2 0510~ ICGll (1) . -
Defina Predy; = Predy, ;(0y ;) onde 7; = ¥4, com p; sendo o menor p
B nao negativo tal que (22) é sastisfeito.

Passo 7: “ Redugao ” Passo 2.2: Calcule g¢;41 =

) Po(oyynm,[9i] onde H; é definido por (21),
Seja 1 «—— i+ 1 volte ao passo step 2.1.
Aredy,; = O i[L(si, ) — L(ski, viia)] + (17) 3.3  Algoritmo IIT

(1 =0e)IC ()l = [C s (18) 5
Passo 1: Calcule t}"¢*" = min{1, 5=},

a5, .1
Se
Passo 2: Tome «— tz':fak.
Aredk’i Z 0.1P'f‘6dk’i (19) Passo 3: Se
Defina Skt1 = Skyis Vhtl = 7}27“7 0, = ek‘,iv f(gk + tdzlfcan) < f(gk) + 01t<vf(§k)7dfan>a (24)
Ok = Ok,i» faux (k) =1 e pare a iteragao k. defina s ; € 2 such that ||sg; — 5x| < dx,; and
Senao f(sk) < max{f(5x + tdf,,), f(5k) — T10k,i, f(5) — 72)}. (25)
escolha 0y ;11 € [0.16,,0.90%,], i «— i+ 1e Sendo, escolha tpey € [0.1¢,0.9t], ¢ «— thew

volte ao passo 4. e volte ao passo 3.



Para garantir a convergéncia do Algoritmo I ,
vamos supor que o problema MPEC satisfaz as
seguintes hipoteses.

3.4 Hipbteses

Seja (z, y* (x), A*(z), 2*(x)) uma solucdo do sistema
K.K.T
Cz,y,\2)=0 e (x,y,\ 2) € Q. (26)
H1- w' VG, (x,y*(x))+ 37" Vohi(z, y* (x)) Xi]w >
0, para todo w € N(h/(z,y*(x))).

H2- Para cada (z,y*(z)), temos que (z,y*(z)) é
regular, no sentido de que os conjunto de re-
strigoes ativas em (z,y*(x)) sd@o Linearmente
Independentes.

H3- O conjunto 2 é convexo.

H4- Consideremos s = (z,y, A, z) € 2, entdo existe
Lo > 0, tal que para todo s; e sg € €,

[C"(s1) = C"(s2)|| < Lafls1 —s2ll. (27)

H5- Existe L > 0, tal que para todo

(z1,y1) € (x2,y2) € R™ x R™
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J.M. Martinez. Inexact-Restoration Method
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Merit Function for Nonlinear Propramming,
Journal of Opt. Theory and Applicat. vol 111,
n.1, pp.39-58 (2001).

M.V.Solodov and B.F.Svaiter, A New Projec-
tion Method for Variational Inequality Prob-
lems, STAM J.Control Optim. Vol 37 n.3 pp
765-776 (1999).

IV f(@1,91) = Vf(@2,92)[| < Ll[(z1 — 22,91 — y2)||. (28)

H6- Para todo (x,y*(x), A(z), 2(z)) solugao do sis-
tema K.K.T temos,

v (z); + 2(z); >0 Vi e {l,...,m}. (29)
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