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Introducao

A espectroscopia de impedancia eletroquimica é
uma técnica importante para o estudo de reacgoes
eletroquimicas que ocorrem em sistemas fisicos,
quimicos ou biolégicos. O procedimento experi-
mental consiste na observacdo da resposta do sis-
tema em estudo, quando perturbado por um sinal
de teste senoidal com amplitude suficientemente pe-
quena e freqiiéncia angular variando. A condicao de
amplitude pequena é necesséria para que o sistema
seja linear e, portanto, com o seu comportamento
dindmico descrito por uma equacdo diferencial li-
near [4], [6].

A impedancia de um sistema eletroquimico linear
é definida como sendo o quociente entre a transfor-
mada de Laplace da resposta e a transformada de
Laplace da perturbacio do sistema [6]. Trata-se de
uma funcao de varidvel complexa da forma:

f(w,8) = fi(w,0) +if(w,0) (1)
onde > = —1 ¢ a unidade imagin4ria, ©® é um vetor
de parametros a ser estimado e w é a frequéncia
angular.

Em geral, a funcao (1) é obtida de um circuito
elétrico com impedancia equivalente & do sistema
original, com a condicdo de que cada elemento do
circuito possua significado fisico apropriado. Deter-
minada a funcao complexa de impedancia procura-
se estabelecer um modelo de regressao adequado a
situagdo experimental em questdo.

Neste trabalho supode-se que o modelo de
regressao seja uma relacao entre as n varidveis
aleatérias complexas de impedancia, 2 = zp; +
iz, k= 1,...,n e os n valores fixos da frequéncia
angular wy, dada por:

Zk:f(wk7®)+€ka (2)
sendo f(wg,®) a fungdo complexa de impedancia
(funcdo de regressdo) e €, = €p1 + i€gp um erro
aleatério, ou uma perturbacdo no valor esperado
da variavel zg.

O principal objetivo de estudos por espectro-
scopia de impedancia eletroquimica é a estimacao
do vetor de parametros © e, com essas estimativas

obter informacdes tteis sobre as propriedades do sis-
tema em estudo. No caso dos estudos de corrosdao
o conhecimento desses parametros permite prever
o comportamento de um determinado material em
um COrrosivo agressivo.

O vetor de estimativas dos parametros é obtido
com base num conjunto de valores experimentais,
sendo que usualmente sdo determinadas como es-
timativas os valores que produzem a menor soma,
de quadrados dos desvios das partes real e ima-
ginaria das observacgoes experimentais em relacao
a funcdo de regressdo [2],[7]. Esse critério de es-
timacdo equivale & minimizacdo do trago da ma-
triz de covariancias dos erros aleatérios e é deno-
minado método dos Minimos Quadrados Com-
plexos (MQC), o qual pressupde que 0s erros
aleatérios €x1 e €2, k = 1,2,...,n, tenham um com-
portamento probabilistico normal de média zero,
variancia constante e sejam independentes [1].

Neste trabalho apresenta-se uma generalizacao do
método dos Minimos Quadrados Complexos, de-
nominada de método dos Minimos Quadrados Com-
plexos Generalizados (MQCG), na qual se consi-
dera a correlacao entre os erros residuais reais e
imaginarios.

Como aplicacio foram comparadas as estimativas
de MQCG e MQC dos parametros de impedancia
de um sistema eletroquimico constituido por uma
liga de titanio imersa em uma solu¢do de cloreto
de sédio e analisados os erros residuais. Sistemas
eletroquimicos desta natureza sdo importantes em
estudos sobre a resisténcia do Titanio & corrosao
em meios que simulam a agressividade corrosiva dos
tecidos do corpo.

Metodologia

O vetor de estimativas dos parametros, (:),
serd obtido supondo-se que os termos aleatérios,
€xm, k = 1,...,n; m = 1,2, tenham média zero
e covariancias conhecidas, dadas por:

Yms se k=r

cov(€Epmers) = { 0 se k#r (3)

parak,r=1,...,nem,s=1,2.



A estimativa de mdxima verossimilhanca dos
parametros é o vetor © de uma populacdo
hipotética que gera a maxima verossimilhanca para
os valores da amostra z;. A verossimilhanca de tal
populacao haver gerado a amostra extraida é dada
pela densidade de probabilidade conjunta dos zg,
expressa como uma funcdo dos possiveis valores dos
parametros e das covariancias da populagao.

Supondo que a distribuicdo de probabilidade dos
2k, seja normal, tem-se a seguinte funcio de verossi-
milhanga da amostra [1]:

|U_1|% _ |:m(EU2 E ):|
— = €

L(e, U = . , (4
v =] @
sendo U~! = (¥ .)2x2 a inversa da matriz de
covariancias € E = (€gm)nx2 a matriz dos erros

aleatérios. As barras denotam o determinante e tr
o traco da matriz.

Derivando-se o logaritmo da equacdo (4) com
relagdo a ¥ _ , obtém-se a seguinte expressio:

ms ?

OlnL (@,U_l) _n 1, 4

Igualando-se esta derivada a zero, encontra-se a es-
timativa da matriz de covaridncias dada por:

. t
o-EF (6)

n

Portanto, substituindo-se a estimativa U no loga-
ritmo da equacao 4, tem-se:

nz (0,0) :ln< : )—n—ﬁln|EtE|.

O méximo de InL (@,[7), que corresponde ao

méaximo de L (@,U), é obtido pela minimizacao
do determinante |E*E| da equagéo (7).

As estimativas dos pardmetros que produzem o
valor minimo do determinante |E!E| sdo chamadas
estimativas de Minimos Quadrados Complexos
Generalizados (MQCG).

Se o0s erros reais e imagindrios forem indepen-
dentes, entdo cov(ei1,€12) = cov(era,e11) = 0 e
na equagio (6) tem-se {E'E},, = {E'E},, = 0.
Portanto o termo In|E*E| da equacio (7) pode ser
escrito como:

In|E'E| = In({E'E} {E'E},,)
t t
In({E E}n) +In({E E}22)

e a minimizagdo do In|E'E| é equivalente & mini-
mizacao do trago
tr (B'E) = {E'E},, + {E'E},,. (8)

Este critério é conhecido como método dos Minimos
Quadrados Complexos (MQC).

Um intervalo de 100(1 — )% de confianga para o
parametro 0,k = 1,2, ..., p, pode ser determinado

por:
O + t(n — p;a/2)s,/2{Q 1}, (9)

sendo {Q’l }kk o k—ésimo elemento da diagonal da
inversa da matriz hessiana, t(n — p; @/2) o valor da
distribuicao ¢t de Student com n — p graus de liber-

dade e s? = Et(@)E(@)‘ /(n — p) uma estimativa
da variancia baseada em n — p graus de liberdade

1.

Resultados e discussao

Nesta secao pretende-se utilizar os métodos dis-
cutidos anteriormente para estimar os parametros
de impedéancia de um sistema eletroquimico con-
stituido por uma liga metdlica de Titanio imersa
em uma solucéo de cloreto de sédio a 0,9%.

Para esse sistema a funcdo que descreve a
impedéncia eletroquimica é dada por [3], [5]:

a
fw,0) = i (10)
sendo © = (a,b,a)” é o vetor de pardmetros, w
a freqgiiéncia angular e i> = —1 a unidade ima-
gindria. Os parametros a e b envolvem resisténcias
(em ohms, ) e capacitancias (em farads, F') do
sistema. O parametro « é 1util para se comparar
o comportamento da impedancia de uma interface
eletroquimica (regido interfacial entre o metal e a
solucdo eletrolitica) qualquer com a impedancia de
uma interface na qual a superficie do metal é plana,
correspondendo a « = 1.

Os resultados das estimativas de Minimos
Quadrados Complexos Generalizados (MQCG)
e Minimos Quadrados Complexos (MQC) dos
parametros e a amplitude de seus respectivos in-

tervalos de confianca, encontram-se na tabela 1.

Método a/Q b/QF a
MQCG 6,7 x 10° 169,1 0,9
+ + +

2,1x10* 0,9 8,4x107*
MQC 6,7 x 10°  169,4 0,9
+ + +

3,4x10* 1,31 1,2x107°

Tabela 1: Intervalos de confianga para as estimativas de
MQCG e MQC dos parametros a, b e a da impedancia
dada pela fun¢ao 10.

A representagdo no plano complexo dos valores
experimentais e dos valores calculados com essas
estimativas é dada na figura 1. A seta indica o
sentido crescente dos valores da freqiiéncia w.
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Figura 1: Representagao no plano complexo dos valores
experimentais e dos valores calculados da impedancia
com as estimativas de MQCG e MQC dos parametros.

Observa-se na tabela 1 que as estimativas pontu-
ais dos parametros, obtidas com os métodos MQCG
e MQC, sdo aproximadamente iguais. A diferenca
nos resultados esta somente na amplitude dos inter-
valos de confianca, sendo que para o método MQCG
os intervalos de sdo mais estreitos. Como as res-
trigdes cov(er1,€12) = cov(€r2,€11) = 0 ndo séo ve-
rificadas para o conjunto de pontos experimentais,
entdo os intervalos de estimacdo para os MQC po-
dem estar centrados em estimativas inexatas dos
parametros e este erro tende a ser compensado com
intervalos mais amplos.

E interessante analisar os erros residuais relativos
do ajuste realizado. Esses erros sdo definidos por

Zexper. _ fm (’wk, @)

Erm = b exper. > (11)
Zkm
sendo k =1,2,...nem=1,2. Os termos 2, e

km

~

fm(wg, ©) representam, respectivamente, os valores
experimentais e os valores calculados da impedancia
para o vetor de estimativas ©.

Na figura 2 tem-se a representacdo grafica dos
erros residuais com o logaritmo da freqtiéncia angu-
lar. Observa-se que os erros nio apresentam com-
portamento aleatério em torno do zero, chegando
memsmo a atingir valores de até 50% em determi-
nadas freqiiéncias.

Como, de acordo com os resultados anteriores, o
modelo de regressdo ndo se mostrou adequado para
descrever os valores experimentais de impedancia
procurou-se analisar mais detalhadamente o com-
portamento dos erros residuais. Verificou-se, como
pode ser comprovado na figura 3 que tanto os er-
ros reais como os imagindrios apresentam autocor-
relacdo (ou correlagdo serial), isto é, o erro €jyq
encontra-se correlacionado com o valor prévio €.

Portanto, nao é verificada a hipdétese de inde-
pendéncia dos erros, sendo necessario propor-se

outro modelo de regressao.

Como o comportamento dos erros sugere que se
trata de uma autocorrelacdo linear, o modelo de
regressao serd modificado nesse sentido.
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Figura 2: Erros residuais relativos, obtidos com as es-
timativas dos parametros dadas pela tabela 1
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Figura 3: Correlacao serial entre os erros residuais nas
observagoes k e k + 1: (a) Erros reais; (b) Erros ima-
gindrios



Sejam os erros dados por:

€kti,m = 6;;+1,m + Om€km, (12)
onde €2+1,m: k= 1,2,---,N; m = 1,2, sdo
erros aleatorios independentes de média zero e
variancia constante e d,, um parametro a ser de-
terminado.

A substituicdo do processo autoregressivo dado
pela equacao (12) no modelo de regressao (2) resulta
em:

zZet1 = f(wes,0)
+ 0z — f(wr, ©)) + €54, (13)
onde k = 1,2,---,N, €, = €11 + i€ 19, €
d = 01 +ids.

As estimativas de Minimos Quadrados Com-
plexos Generalizados e de Minimos Quadrados
Complexos dos parametros de impedancia a, b e
a da fungédo (10), obtidas quando se considerou um
processo autoregressivo de primeira ordem, estdo
na tabela 2. Os parametros de autocorrelacio da
equacao 13 foram determinados como sendo §; =
0,76 e 92 = 0,75.

Método a/Q b/QF  «
MQCG 7,1x10% 177,8 0,89
MQC 7,0x 10% 176,5 0,89
Tabela 2: Estimativas de MQCG e MQC dos

pardmetros a, b e a da impedancia dada pela funcao
10 quando se considera o processo autoregressivo de
primeira ordem.

A representagdo grafica dos erros residuais re-
lativos para o modelo autoregressivo é dada pela
figura 4.
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Figura 4: Erros residuais relativos, obtidos com as es-
timativas dos parametros dadas pela tabela 2, quando
se considera o processo autoregressivo de primeira
ordem

Comparando-se esses resultados com os da figura
2 verifica-se que os erros obtidos para o mod-
elo autoregressivo sdo relativamente menores. Os
resultados da tabela 2 mostram que os métodos
MQCG e MQC forneceram estimativas pontuais dos
parametros iguais, como ja havia ocorrido anterior-
mente para o modelo de regressdo ordinério.

Conclusoes

Embora o método dos Minimos Quadrados Com-
plexos Generalizados seja teoricamente mais efi-
ciente que o Método dos Minimos Quadrados Com-
plexos, uma vez que considera a correlacdo entre
0s erros reais e imagindrios e fornece um intervalo
de confianca valido, os resultados das estimativas
pontuais dos parametros foram semelhantes. Por-
tanto, observando-se que a minimizagdo do trago
é um processo computacional mais simples do que
a minimizacao do determinante, concluiu-se que o
Método dos Minimos Quadrados Complexos é um
critério adequado a situacao experimental consider-
ada.

Finalmente, concluiu-se também que a adocao de
um modelo autoregressivo melhorou significativa-
mente a qualidade do ajuste realizado.
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