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Este trabalho considera a estabilidade de
métodos numéricos na solugao das equacgoes de
Navier-Stokes em escoamentos com superficies
livres. Em forma adimensional, essas equagoes sao
escritas como

u; +u.Vu=-Vp+ 1)
Re 'V2u+ (Fr*)™'g em [0,T] x Q,
V.u=0 [0,T] x Q, (2)

onde u é o campo de velocidade, p é a pressao, g é
o campo gravitacional, Re é o nimero de Reynolds,
Fr é o numero de Froude, [0,7] é um intervalo
de tempo dado, e 2 C R? um dominio. Além
das condigoes de contorno em fronteiras rigidas, é
necessaria a imposicao de condicGes de contorno na
superficie livre. Portanto as condi¢oes de contorno
sao definidas como

em

u=0 em 0O (3)
(T.n).n=0 em 09y, 5
(T.n).m=0 em 09, (

onde 9§23 é o contorno rigido (contorno de parede)
e 0€)y é a superficie livre. Nas equagoes em 0€s, 0
vetor normal é definido como n = (ng,n,) e o tan-
gencial m = (m,, my), e a tensao superficial é nula.
Substituindo o tensor total T = —pI + 7, com T o
tensor tensao e I o tensor identidade, nas equagoes
(4) obtém-se em forma bidimensional cartesiana

2 [Ou 5 Ov 4
<gz gv> nLny] =0 em 09,
Q%nxmx + 2g—Znymy+
ou  Ov (6)
[83/ + 3 } (nymg +nzmy) =0 em 9

Condigoes de contorno nas entradas (0€23) e
saidas (0€4) de fluidos também podem ser pree-
scritas. Elas sao dadas por

Up = Uentrada © Ur = 0 em 893, (7)
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Oou,  Ouy,
p=0 e on  On ®)
onde u,, é a velocidade normal ao contorno e u, é
a velocidade tangencial ao contorno.
As equagoes (1) e (2) podem ser discretizadas no
tempo da seguinte forma

=0

em 0y,

u™ ) — g,6tRe ' V2u" ) =y

5t {~0:9 « (ww)" + 657 . () "V o)

VpHY 4 () g+ fuotRe VR,

V.ul"tb =, (10)

onde os parametros 61, 05, 03 e 04 sdao determina-
dos conforme o esquema de discretizagao temporal
escolhido.

Uma dificuldade na resolugao numérica das
equacoes de Navier-Stokes é que a velocidade e a
pressao estao acopladas pela restricao de incom-
pressibilidade, isto é, pela equagdo (2). Uma es-
tratégia para resolver essa dificuldade surgiu na
década de 60, com os métodos de projecao. O
primeiro método de projecao foi desenvolvido por
Chorin[4]. A idéia basica desses métodos é usar uma
velocidade intermediaria na equagao de quantidade
de movimento (1). Essa velocidade intermediéria
geralmente nao satisfaz a restricao de incompres-
sibilidade (2). Ent@o a velocidade intermediaria é
projetada para produzir um campo de velocidade
que satisfaga a equagdo (2) e um campo gradiente.
Essa formulacao matemaética é baseada na decom-
posigao de Helmholtz-Hodge [7, 5].

O método de projecao procura uma solugao para
(9), primeiro resolvendo a equagao

U — 010tRe 'V2ia = u"+

5t {_92v (uu)” + 05V . (uu) ™D (1)

Vq+ (FTQ)_lg”} + 040tRe~ ' V2u",

para uma velocidade intermedidria . A tabela 1
apresenta os possiveis valores dos parametros 6.

A velocidade u geralmente nao satisfaz a equagao
(10). Na equagao (11) considera-se uma apro-
ximagao para a pressao q. Usando a decomposigao



Tabela 1: Esquemas de discretizagao temporal. Ex:
Explicito, Im: Euler implicito, CN: Crank-Nicolson,
e AB/CN: Adams-Bashforth/Crank-Nicolson.

Método 01 92 93 94
Ex 0 1 0 1
Im 1 1 0 0
CN 051 1 0 |05

AB/CN | 05|15 (0505

de Helmholtz-Hodge, pode-se escrever a velocidade
intermediaria como

i =u"t + Ve, (12)

onde u("*1) satisfaz a equacdo (10). Aplicando o

divergente na equacao (12) e utilizando a equacao

(10) tem-se a equagao de Poisson

V) =V.a. (13)

As condigoes de contorno necessdrias para re-

solver a equacdo (13) sdo

e Condicao de contorno do tipo Neumann para
paredes rigidas, isto €,

0

9 = 0.
on

Esta condigao de contorno também sera uti-

lizada nas entradas de fluidos.

e Condigao de contorno do tipo Dirichlet ho-
mogénea para as saidas de fluidos, ou seja,

¥ = 0.

e Condigoes de contorno nas superficies livres:
Assim como em [12], as condigbes de contorno
para 1 nas superficies livres sdo determinadas
quando a equagdo (5) torna-se implicita, ou
seja, pode-se reescrever esta equagdo como

_ 2 [Qut? n? 4 vt n24
Re | Oz oy Y
6un+1 6vn+1 (14)
( oy + o7 )nwny} =0.

Note que esta equagao acopla os campos de ve-
locidades e pressao no nivel de tempo (n + 1),
e a solucao deste sistema linear pode oca-
sionar dificuldades computacionais. Oishi et
al. [12] apresenta uma estratégia para solu-
cionar o problema do acoplamento da equacao
(14). A equacdo (14) depende do vetor nor-
mal n, e desta forma, as condi¢bes de contorno
da equagdo (13) para v sao determinadas con-
forme os valores de n; e ny.

A varidvel g pode representar aproximagcoes dife-
rentes para a pressdo p. Os trabalhos [10, 9, 2, 3, §]
propoem formas distintas para q. Neste trabalho,
assumimos ¢ = p. Desta forma a pressao é atual-
izada como

wn—i—l

(nt1) _ 5
P Pt

. (15)

Uma dificuldade adicional, na resolu¢ao numérica
das equagoes de Navier-Stokes, aparece se os escoa-
mentos envolvem superficies livres, pois a presenga
desses contornos apresenta problemas como: a con-
figuragao da superficie livre deve ser determinada a
cada passo no tempo e o movimento da superficie
livre é geralmente influenciado por fenémenos in-
terfaciais. Apesar desses inconvenientes existem
varios métodos disponiveis na literatura especia-
lizada para se resolver a classe dos problemas com
superficies livres. A maioria desses esquemas foram
influenciados pelo método proposto em [6], o con-
hecido método MAC (“Marker-And-Cell”).

O método GENSMAC (“GENeralized Simplified
Marker-And-Cell”) desenvolvido por [13] é uma
extensao do método MAC e utiliza um esquema
explicito na discretizagao dos termos viscosos da
equagdo de quantidade de movimento (11). Entre-
tanto, a formulacao explicita utilizada pelo método
GENSMAC requer um numero elevado de ciclos
computacionais e, como resultado, pode consumir
grande quantidade de memoria, tempo de proces-
samento elevado e bastante espago de armazena-
mento. Esses problemas ocorrem, freqiientemente,
em simulagoes onde o valor do niimero de Reynolds
¢ baixo (Re << 1) ou quando o refinamento
da malha é necessario para se obter uma solugao
numérica melhor, pois o passo temporal ¢ se torna
muito pequeno. O valor de 0t se torna muito
restrito devido a condicao parabdlica de estabi-
lidade imposta pelos métodos explicitos, que en-
volvem o nimero de Reynolds e o espacamento da
malha. Uma alternativa para resolver esse inconve-
niente é aplicar formulagoes implicitas. Uma versao
semi-implicita do método MAC foi proposto por
Armeénio [1], e chamada de SIMAC (“Semi-Implicit-
Marker-And-Cell”). O SIMAC utiliza um esquema
implicito na discretizacao dos termos viscosos da
equagdo (11). Entretanto, Arménio considera a
pressao na superficie livre igual a zero, ou seja, a
equagdo (5) se reduz a p = 0. Uma versao modifi-
cada do método GENSMAC foi proposta por Oishi
et al.[11] e nédo realiza simplificagdes nas equagdes
das superficies livres. Neste método, o esquema
explicito utilizado em [13] é substituido por esque-
mas implicitos. Porém, no trabalho proposto em
[11], os esquemas implicitos apresentaram-se condi-
cionalmente estaveis, e em muitos casos o passo
temporal alcangado em problemas com superficies
livres com baixo nimero de Reynolds é préximo
ao método original explicito GENSMAC. Portanto,



a estabilidade numérica de esquemas implicitos re-
quer atencao especial quando estes sao aplicados
a escoamentos com superficies livres com Re <<
1. Num recente trabalho, Oishi et al. [12] apre-
sentaram um estudo da estabilidade numérica do
método de Euler implicito em problemas com su-
perficies livres. Os resultados apresentados em [12]
mostram que o esquema de Euler implicito torna-
se condicionalmente estdvel, se a equagao para a
pressao na superficie livre (5) é tratada explicita-
mente. Desta forma, Oishi et al. [12] propoem
uma estratégia para tornar implicita a equagéao (5),
obtendo um método semi-implicito incondicional-
mente estavel. Entretanto, o esquema utilizado na
discretizagao dos termos viscosos é de primeira or-
dem de precisao temporal.

Este trabalho tem como objetivo estender as
idéias aplicadas por [12] e apresentar um estudo
sobre a estabilidade numérica dos esquemas de
Euler Implicito, e os métodos de segunda ordem
de precisao temporal, Crank-Nicolson e Adams-
Bashforth/Crank-Nicolson. A discretizagdo tempo-
ral das condigoes de contorno em fronteiras rigidas
para a equacao (11) influéncia diretamente a es-
tabilidade numérica de um método semi-implicito,
como sera apresentado.
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