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Introdução

Nas últimas décadas vem aumentando
consideravelmente a preocupação do homem com
a emissão de poluentes na atmosfera terrestre.
Enquanto o nível de poluição natural pode ser
considerado constante no tempo, o nível de
poluição ocasionada pelo homem está em
aumento contínuo.

Devido aos problemas ocasionados pela
poluição do ar, é necessário estudar e entender o
processo de dispersão de poluentes para prever as
possíveis conseqüências do impacto ambiental
sobre os diversos ecossistemas. Sendo assim, a
simulação de dispersão de poluentes se torna uma
boa opção visto que, as observações de campo
sofrem muitas dificuldades (problemas
operacionais e alto custo).

Atualmente muitos estudos são realizados
para resolver a equação de difusão-advecção que
rege a dispersão de poluentes na camada limite
planetária. Mas, normalmente, estão voltados à
condição de vento forte e moderado.

Assim, neste trabalho é proposta uma solução
da equação de difusão-advecção para uma das
situações críticas para a dispersão de poluentes e
que ocorre freqüentemente: a condição de vento
fraco (U < 2m/s). Nestas condições os poluentes
não são capazes de dispersarem-se para longe da
fonte e então as áreas próximas são as mais
afetadas [1,3,4,6,7]. Vale salientar também, que a
complexidade da camada limite planetária cresce
com a diminuição dos ventos e aumenta o grau de
estabilidade atmosférica. Além disso,
instrumentos de medidas convencionais não
funcionam adequadamente abaixo de algumas
velocidades críticas e as tradicionais técnicas de
modelagem são inadequadas para trabalhar em
condições de ventos fracos [8,9,10].

Neste trabalho é resolvida a equação (1) que
representa a dispersão de poluente na atmosfera
em condição de vento fraco, pela técnica da
GILTT [11]. Este é um modelo estacionário
considerando-se a difusão longitudinal na equação
de difusão-advecção.

Solução da equação de difusão-advecção

A equação de difusão-advecção considerando
a difusão longitudinal é
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para  0 < x < f,  0 < z < zi, com condições de
contorno:
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onde x é a distância longitudinal, z é a altura, c  é
a concentração de poluentes integrada em relação
a y (distância transversal), U é a velocidade média
longitudinal, Kx é o coeficiente de difusão
longitudinal e Kz é o coeficiente de difusão
vertical.

Para resolver esta equação será utilizada a
técnica GILTT (Generalized Integral Laplace
Transform Technique), que consiste em resolver a
equação via GITT (Generalized Integral
Technique) resultando numa EDO, a qual será
resolvida pela Transformada de Laplace. Assim,
será aplicada a técnica da GITT em z, pois as
condições em z são homogeneas, a equação



apresenta o termo difusivo e o domíno em z é
finito (condições necessárias para a aplicação da
GITT).

Assim, aplicamos a regra da cadeia em (1) e
dividimos em ambos os lados por Kz:
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Assim escolhendo 
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Para determinar as autofunções de
qualquer operador usamos 0)()('' 2  <�< zz O ,
tendo 0< z < zi temos:
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 cuja solução é � �zz ii OO cos),(  <  e 
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com i = 0, 1, 2...
Substituindo a fórmula da inversa
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Como as funções são suaves podemos
reescrever a equação (5)
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onde )z(' i< representa a derivada primeira de

)z(i< e )z(" i< a derivada segunda.

Multiplicando ambos os lados por 
j

j

N

<

e integrando de 0 a zi temos
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Lembrando que 0)()('' 2  <�< zz O

então  )()('' 2 zz <� < O , substituindo a equação
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Reorganizando a expressão (8) temos
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Tomando
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Substituindo (10) na equação (9), temos

      0'''  �� CYBYAY    (11)

Multiplicando ambos os lados pela
inversa na matriz A, temos
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Temos   a  seguinte   equação  diferencial
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onde F e G são funções dependentes de x.



Para resolver esta equação fazemos a
seguinte mudança de variável
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Assim nos resulta no seguinte sistema
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Escrevendo (14) na forma matricial
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Resultando na EDO
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Para determinar qual é a condição inicial
da EDO (16), aplicamos GITT na condição inicial
da equação (1) em relação a x e para isto façamos
a substituição da fórmula da inversa
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Multiplicando ambos os lados por 
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e integrando de 0 a zi temos
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Pela propriedade de G temos
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onde R é muito distante da fonte.
A partir de agora utilizaremos o método

GILTT onde faremos o uso da transformada de
Laplace1 na equação (16), vale salientar que H é
uma função de x, assim para podermos aplicar a
transformada de Laplace, dividimos H em
subintervalos e em cada intervalo pegamos
valores médio de H.

Aplicando a transformada temos
^ `0'  �� SHSL  o ^ ` ^ ` ^ `0' LHYLSL  �  

                  o 0)()0()(  �� sSHSsSs

   o )0()()( SsSHsI  ��                  (21)

onde )(sS  significa o S transformado.
Para facilitar a inversão da matriz

)( HsI � chamamos 1��� XDXH , onde X é a
matriz dos autovetores de H, e D a matriz
diagonal de autovalores de H, e lembrando que a
matriz identidade pode ser escrita como

1�� XXI  . A equação (21) se tornará
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1 Se continuássemos a utilizar o método de GITT
resolveríamos a equação (18) numericamente. A vantagem de
utilizar o método GILTT é que esta equação será resolvida
analiticamente.
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Denominamos E como a matriz

E= ^ `ixe O�  e assim, a equação (26) se torna

                )0()( 1 SXEXxS ��� �    (24)
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Portanto  a solução da equação (1) é
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Conclusão

Neste trabalho foi obtida a solução analítica
da equação de difusão-advecção bidimensional
estacionária em situações de ventos fracos
representada pela equação (26). Esta solução será

futuramente implementada e validada utilizando
dados experimentais existentes na literatura [2,5].
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