Caos e pertubagao periédica no modelo de duas espécies
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1 Introducao

A dindmica de populacdo na biologia matematica
tem diversos contextos de aplicacgoes, especificamos
no trabalho de Lotka-Volterra e de verhust para as
interagoes do tipo predador-presa que é apresen-
tado como o exemplo na dinamica das populagoes
que apresenta o comportamento ciclico[4] . Os pro-
cessos estudados no modelo aborda as interacoes
da populacdo em competicdo intra-especifica tanto
na presa como no predador. Dinamica no mod-
elo é sujeitada a consideraveis flutuacoes sazonais
e aos ataques naturais dos inimigos. A perturbacao
periédica é aplicada em dois parametros do mo-
delo: na taxa do natalidade da presa e na taxa
de mortalidade do predador. Conseqiientemente, o
forgamento no sistema gera uma dinamica que pode
exibir comportamento cadtico[1-4].

O modelo incorpora mecanismos de auto-
regulacao nas equagoes, representando o cresci-
mento populacional da equacao logistica de Ver-
hust. A competicdo é uma composicdo de mecan-
ismos que podem produzir regulagao na populacao
tornando a dinamica populacional embutidas nos
modelos mais préximas dos sistemas naturais; as
teorias da competicao tratada por ecologistas e
matematicos, como mecanismo de regulacao entre
espécies tem uma larga abordagem e teorias a seu
respeito [4]. Considera-se neste trabalho que com-
peticdo entre espécies ocorra em termos de duas
espécies interagindo sobre limitacao de recursos,
isto é, proporcionado uma densidade-dependente.

2 O modelo

O modelo explorado neste trabalho nao é uma
situacao real, mas sim um primeiro passo para
uma boa aproximacao de uma iteracao mais com-
plexa, através da introducao de um fator de com-
petigdo entre as espécies (equagdo logistica) e um
parametro de variagao sazonal aplicado na taxa de
natalidade da presa. A estrutura geral do modelo
presa-predador e de competicao sao :
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Particularizando o sistema para duas espécies, tem-

%:m—kf(m,y)—g(x)a (3)
% =hf(z,y) — py —g(y). (4)

Onde x é o numero de presa, y o ndmero
de predador, f(x,y) a funcdo de iteragdo presa-
predador do préprio modelo de Lotka-Volterra, g(x)
e g(y) a fungéo de competigio e r, k, h e d sdo con-
stantes reais e positivas.

le—f =rx — kay — 622, (5)
dy _ 2
o = ey — py — oy (6)

Nés transformamos o sistema (3), (4) pela into-
duzindo as varidveis nao dimensionais.
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Agora o sistema equivalente pode ser escrito
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Agora nés implementaremos  forcamento

periédico no modelo em consequéncia da variacao
sazonal.  NO6s escolhemos modificar especifica-
mente modelo das equagdes (5) e (6), onde nds
substituiremos para:

r(t) = go + g(1 — cos(wt))
w(t) = Bo + B(1 — cos(wt))

Onde g e w s@o constantes positivas , usando (9),
nés simulamos o ecosssistema predador-presa para a
dinamica de interagoes entre espécies, que incorpora
flutuagoes periddicas regulares e com a sazonalidade
flutuagoes irregulares. Assim, sistema de equagoes
predador-presa ganha a forma:

dx
diTl =X1(1 - X1) — X1 X2+ g(1 — cos(wt)) X1 (15)
% — X1 X2 — bX2 — g(1 — cos(wt) X2 (16)
dx,

7 = X1l = X1) = XaXo + g(1 — cos(Xat)) Xy, (17)
dd)l(“Q = aX1 X2 — bX3 — g(1 — cos(Xst)) X2,  (18)

dXs
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With X3 = 0.

3 Métodos de Analise

A técenica do cédculo do expoente de lyapunov é uma
ferramenta poderosa que serve para distinguir os
atratores individuais, a partir da convergéncia ou
divergéncia exponencial no comportamento de tra-
jetorias vizinhas no espago de fase. Um atrator para
um sistema dissipativo com um ou mais expoente de
lyapunov é dito ser cadtico. Os expoentes de Lya-
punov avaliam a sensibilidade as condicoes iniciais,
verificando a divergéncia exponencial no tempo de
trajetérias vizinhas, e representa um dos critérios
mais importantes utilizados para definir o caos em
sistemas dinamicos.

Para a natureza qualitativa das solugbes espago
de fase usou-se a se¢do de Poincaré, na obtecao dos
diagramas de bifurcagoes. Através dele podemos
perceber, ciclos limite, solugoes quase-periddcas,
dublicacao de periodo e caos.

4 Resultados Numeéricos

Encontrou-se que o forgamento periédico no modelo
de Lotka-Volterra de tempo continuo pode produzir
uma dindmica com comportamento cadtico. A tra-
jetéria cadtica do sistema (9 — 10ell — 12) é perce-
bida na figura 1 e 2, respectivamente. Usou-se as
condigoes iniciais, X1 = 0.02 e X5 = 0.2 com passo
de integracdo 5.1072. Atribuindo diversos valores
para os parametros. Tomou-se a = 5.0,6 = 0.1. Na
figura 3, mostra-se o Expoente de Lyapunov para o
sistema dissipativo (9-10), o que ocorre que a soma
dos expoentes é negativa. O expoentes de Lyapunov
possitivo caracteriza a sensibilidade as condigoes
iniciais, que nos leva a conclusao de solugao cadtica
nas flutuacgoes sazonais das interacoes predador-
presa. NA figura 4 a dinamica global do atrator 1
e 2, é mostrado pelos seus respectivos diagramas de
bifurcagoes. Conseguentemente, na fig.5. verifica-
se para que valores o parametro da taxa de mor-
talidade do predador tem-se solugoes cadticas, e em
seguida, mostra-se o diagrama de bifurcacao da am-
plitude do forgamento.

Figura 1: Espaco de fase do modelo presa-predador de
Lotka-Volterra com variacao sazonal
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Figura 2: Atrator estranho do modelo de competi¢ao
entre espécies
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Figura 3: Atrator estranho do modelo de competic¢ao
entre espécies
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Figura 5: Expoente de Lyapunov e Diagrama de Bi-
furcacao

5 conclusao

A dinamica do sistema presa-predador com sazon-
alidade destacou-se com solucao cadtica provando
sua sensibilidade as condigbes iniciais, produzindo
uma variedade de comportamentos. O diagrama da
bifurcagdo fornece um sumério do comportamento
dinamico essencial do sistema. Certamente os pon-
tos que sao tragados representam bem as regides
de atracao podendo incluir o caos, ocorrendo a du-
plicagao de periodo.

Referéncias
[1] G.C.W. Sabin and D. Summer. Chaos in a peri-
odically forced predator-prey ecosystem model.

Math. Biosci. 113 (1993), pp. 91-113.

[2] G. Sunita, N. R. Kamel. “Chaos in seasonally
perturbed  ratio-dependent  prey-predator

system”, Chaos, Solitons and Fractals,
V.15,(2003), 107-118.

G. Sunita, N. R. Kamel, Seasonally perturbed
prey-predator system with predator-dependent
functional response Chaos, Solitons and Frac-
tals, V. 18, (2003), 1075-1083.

RIBEIRO, L.S.; COSTA, L. P. Da; PEREIRA,
W. D. C.; SANTOS, P. dos S.; Chaos and sea-
sonal variation analysis in Lotka-Volterra. IV
BIOMAT(2004).ILHEUS-BA.

OTT, Edward. Chaos in Dynamical Systems.
Cambridge, New York, 1993.



