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Neste trabalho € analisado um conjunto de
varidveis candnicas ndo-singulares para o
movimento rotacional definidas por Fukushima
(1993). Este conjunto mostra-se util quando o
angulo J entre o eixo OC de um sistema de
coordenadas fixo no satélite e o vetor momento
angular de rotacdo é zero ou muito préximo de
Zero. Sdo deduzidas as equagdes para o
movimento rotacional livre de torques externos
(MRLTE) nestas varidveis. Pela sua andlise é
possivel concluir que, embora as equagdes tenham
solucdes gerais mais complexas do que para outros
conjuntos de varidveis, é possivel obter solucdes
aproximadas adequadas quando o angulo J ¢
pequeno. Deve-se ressaltar ainda a vantagem de
que tais varidveis sdo candnicas e possuem
significado fisico.

Nomenclatura

A, B, C — momentos principais de inércia do
satélite;

OABC - sistema fixo no centro de massa do satélite
e que tém eixos nas direcdes de seus momentos
principais de inércia;

OXYZ — sistema inercial;

S - vetor momento angular de rotagio;

ox'y'z sistema do momento angular de
rotacdo, com OZ’ na direcdo de S;

(L,G,H,l,g,h) - conjunto das varidveis candnicas
de Andoyer;
Y.E.Hy. 8 h) -
canonicas ndo-singulares;

MRLTE - movimento rotacional livre de torques
externos.

conjunto das varidveis

Introducao

As varidveis de Andoyer [4] representam um
conjunto de varidveis candnicas para o estudo do
movimento rotacional.

Estas varidveis (L,G,H,l, g,h) sdo mostradas na

Figura 1, em que O € o centro de massa do satélite,

OABC ¢ o sistema com eixos nas direcdes dos
momentos principais de inércia do satélite, OXYZ € o
sistema inercial e OX’Y’Z’ € o sistema do momento
angular de rotagio, com OZ’ na direcio de S.

Embora as varidveis candnicas de Andoyer sejam
uteis para estudos tedricos do movimento rotacional
geral, elas apresentam limitacdes. Especificamente,
surgem algumas dificuldades quando se lida com
pequenas inclinagdes, como quando o angulo J entre o
eixo OC e o vetor momento angular de rotagdo € zero
ou muito préoximo de zero. Estas dificuldades sdo
causadas por uma aparente singularidade devida a uma
escolha nao apropriada de varidveis.

Uma maneira de contornar tais dificuldades estd em
usar outras varidveis canoOnicas, obtidas por uma
transformagdo de dimensdo dois utilizada por
Fukushima ([2], [3]), aplicada ao conjunto das varidveis
de Andoyer.

Transformacao de Fukushima

Considere a seguinte transformacao:

F:(X,Y,x,y)= U.,V,u,v),

em que
U=X
V=+vX2-Y2%seny

ey
u= x+tan'l(Ytan y]
X

J(x2-12
v =tan fcosy

Aqui assume-se a condig@o | X > Y |, que assegura que

as novas varidveis sdo reais. E facil mostrar que F é
canodnica, utilizando os colchetes de Poisson das novas
variaveis (U, V, u, v) [2]. Os resultados encontrados sdao

{Uuy={Vy}=L{UV}={Uv}={V,u}={u,v}=0 (2)



de modo que F € candnica.
Utilizando a transformacdo F, podemos obter
novos conjuntos de varidveis.

Um novo conjunto de variaveis
para o movimento rotacional

Ao se aplicar a transformacdo candnica F ao
subconjunto das varidveis de Andoyer (G, L, g, I),
obtém-se um novo conjunto de varidveis candnicas
(¥.E,H,y.&,h)

para o movimento rotacional

definido como

¥Y=G
E=+G2-L2senl

| 3)
¥ =g +tan (tanl]

em que as variaveis H e h permanecem inalteradas.
Note que a condicdo necessdria para aplicar-se F é
satisfeita, ja que \G\ > ‘ L\~ Introduzindo-se os

angulos auxiliares J ¢ B definidos como

L=GcosJ (€]

Z=Wsen f (@)
entdo as componentes Sy, Sp € Sc do momento

angular de rotagdo S tornam-se

S,=Wsen f=GsenJsenl
S, =%cos fsené =GsenJ cosl
Sc=%cos fcosé =GceosJ

©)

Um caso limite das novas varidveis (quando
J—0)é:

(V,2,H,y,E,h) = (L,LIsenl,H,l+g,J cosl,h) (7)
Portanto, o novo conjunto de varidveis € bem

definido para todos os valores positivos de L,

incluindo o caso L = G.

Figura 1: As varidveis de Fukushima (= H y &, h) parao

movimento rotacional. Note-se que ¥ representa o0 médulo do momento
angular de rotagdo. A figura também mostra as varidveis de Andoyer
(L,G,H,l,g.,h)» observando que G =¥

e L é a projecdo de G no eixo OC.

As mnovas varidveis (Z,y,E) t€m claro significado

fisico:

1) £ é a componente do momento angular de rotagio
S no eixo OA;

2) y € uma espécie de longitude do eixo OA medida
ao longo do grande circulo perpendicular a S, a partir do
nodo N, e

3) £ € o angulo diferenga entre o eixo OC e S visto a
partir do eixo OA, ou o angulo entre o plano AC e o

grande circulo conectando o eixo OA e §.

A energia cinética permanece a mesma para esta

transformacdo de varidveis, e a Hamiltoniana para o

MRLTE é€ expressa por
=2 2 2
Tzl E° [sen §+cos £ ‘PZ—EZ). @®)
21 A B C
As equacdes do movimento sdo obtidas por meio de
ay__ o dy _or
dt oy d ¥
dE _ 9T dE _oT ®)
dt ¢ dt  J=
aH__ ot an_ar
dr oh dt  oH



No que segue, as equacdes do MRLTE sdo
analisadas para os casos J = 0 e J = 0, utilizando-se
dados de um satélite ficticio de pequeno porte, e
solugdes analiticas sdo obtidas para dois momentos
principais de inércia iguais (A=B) e também para
momentos principais de inércia diferentes (A#B).
Serd determinada também a solugdo numérica para o
conjunto das equagdes de forma a validar a solucdo
analitica aproximada (a solugdo numérica das
equagdes, bem como alguns resultados analiticos
software

foram obtidos auxilio do

MAPLE V).

com O

Equacoes do movimento rotacional

Utilizando-se a Hamiltoniana dada por (8) em (9),

as equagdes do movimento para A # B  sdo
expressas por [1]:
¥ (10)
dt
a _, (11)
dt
dn_, (12)
dt
d= 1 1 ) 13
=| ——— ¥ —&7)cos§ sen (13)
dt [C B} ) Ssens
dl:isen2§+gcoszf (14)
dt B C
5)

dé E L, B L, &
—=—| —sen " ¢ +—Ccos ¢ ——
dt (B : c : A]

Pelas equacdes (10), (11) e (12) observa-se que as
varidveis ¥, H e h permanecem constantes, devido a

auséncia de torques externos.

Para o caso A = B, as equagdes (13), (14) e (15) se

reduzem a
‘f; :[é—;}TZ—EZ)cosfsenf (16)

W _(1_ 1 hpeosres X (17)
dt C A A
a8 _ (1 1k ¢ (18)
dt Cc A

Solu¢oes
Se J = 0, tem-se por (7) que £=0 ¢ E=0. As

equacdes sdo simplificadas e as solugdes obtidas sdo as

mesmas para os dois casos (tanto A = B quanto A # B),

ou seja,
Y=y, 19)
H=H, (20)
h=h, (21)
=32, (22)
v =y, (23)
§=¢, 24

em que W, H,,h,E,W,E a0 constantes associadas

com as condi¢des iniciais do problema. Nota-se que
neste caso apenas o angulo Y varia linearmente com o
tempo, sendo esta variacdo associada ao movimento de

rotagdo do satélite.

Se J =0, tem-se que { =0 e E =~ 0. Neste caso serdo
adotadas as aproximagdes: sené =& € cosé =1, sendo

2

desprezados termos da ordem de £2 e Z*. As solucdes

obtidas sdo as seguintes:

1°caso: A =B

Y=Y, (25)
H=H, (26)
h=h, @7
=(t) = Dsen(kt +¢) (28)

¥

YO =21y, (29)
Et) = lyﬂcos(kt +0) (30)

0



em que

1 1

[
[ea)

¢ = arctan| Zo
lI1050

D=2, -¥¢,

2°caso: A#B

(€1))

(32)

(33)

A solugdo geral das egs. (13), (14) e (15) é

habitualmente apresentada por meio de fungdes

elipticas de Jacobi e integrais elipticas. No entanto,

para pequenos valores de J, é possivel obter

solucdes aproximadas bem mais simples.

Neste

caso, com as aproximagdes sugeridas anteriormente,

as equagdes para &, W, e & tornam-se

dE (1 1),
dt_(C B}yé

ay _¥
i C

a_ (1 1Y
dr (c A}:

e as solugdes sdo:

Yoy,
H=H,
h=h,
- - ACK
E(1)=E, cos(Kt) + T C &, sen(Kr)
¥,
v (1) Z?OH"I/O
C—-A_
E(r)=¢&, cos(Kr) + K &, sen(Kr)

em que

) |[AB-AC-BC+C?
c AB

(34)

(35)

(36)

(37
(3%
(39

(40)

(41)

(42)

(43)

Comparando-se (29) e (41), verifica-se que a solug@o

paray é amesmaparaA=BeA#B.

Resultados

As solugdes obtidas previamente para as equacdes do
movimento foram implementadas para os casos em que
J = 0. Os casos em que J = 0 sdo bem simples e ndo
necessitam de maiores comentarios.

Nas implementacdes a seguir, sdo utilizados dados
relacionados a um satélite ficticio de pequeno porte, no
instante inicial t, = Os, e os resultados sdo apresentados
graficamente através de comparagdes das solugdes

analiticas e numéricas para as varidveis &, Y e &.

1°caso: A=B

A =10,67 kg.m?

B =10,67 kg.m? J=0,0087 rad
C=11,06kg.m?

G = 58,0583 kg.m%s g=1,1497 rad
H = 58,0569 kg.m?%s h=1,3905 rad
L =358, 0561 kg.m?/s [ =1/2 rad

Foram obtidas solu¢des numéricas das eqgs. (16), (17) e
(18) para as varidveis Z, y e & O método utilizado foi o
Runge-Kutta de 4* ordem, realizado pelo software
MAPLE V.
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Figura 2: Comparag@o entre as solu¢des numérica e analitica para a
varidvel E, quando A = B, para um tempo de 300s.
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Figura 3: Comparacdo entre as solu¢des numérica e analitica
para a varidvel y, quando A = B, para um tempo de 300s.

(— analitica; * numérica)
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Figura 4: Comparacdo entre as solu¢des numérica e analitica
para a varidvel &, quando A = B, para um tempo de 300s.

(— analitica; * numérica)

Pelas Figuras 2, 3 e 4, validas para A = B,
observam-se variacdes periddicas em Z e & e
variagdo linear em W, e a concordancia entre as
solucdes numéricas e as solugdes analiticas
aproximadas. As diferencas entre as solugdes sao da
ordem de 10" kg.m¥s para Z, 10° rad para § e

10 rad para y, no instante 300s.
2°caso: A# B
A =10,67 kg.m?

B =10,90 kg.m?
C =11,06 kg.m?

J=0,0087 rad

G = 58,0583 kg.m?/s
H = 58,0569 kg.m?%s
L =58, 0561 kg.m?/s

g=1,1497 rad
h=1,3905 rad
l=m/2 rad

Foram obtidas solu¢des numéricas das eqgs. (13), (14) e
(15) para as varidveis &, W e & O método utilizado foi o
Runge-Kutta de 4* ordem, realizado pelo software
MAPLE V.
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Figura 5: Comparac@o entre as solu¢des numérica e analitica para a
varidvel E, quando A # B, para um tempo de 300s.

(— analitica; * numérica)
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Figura 6: Comparagdo entre as solu¢des numérica e analitica para a
varidvel ¥, quando A # B, para um tempo de 300s.

(— analitica; * numérica)
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Figura 7: Comparacdo entre as solu¢des numérica e analitica

para a varidvel &, quando A # B, para um tempo de 300s.

(— analitica; * numérica)

Pelas Figuras 5, 6 e 7, validas para A # B,
e & e

variacdo linear em Y, e a concordancia entre as

observam-se variagdes periddicas em =

solucdes numéricas e as solugdes analiticas

aproximadas. As diferencas entre as solugdes sdo da

ordem de 107 kg.m?s para Z, 10° rad para § e
10 rad para , no instante 300s.

Conclusao

As varidveis de Andoyer, embora tteis no estudo
do movimento rotacional, mostram-se inadequadas
em situagdes em que se lida com pequenos valores
do angulo J. Uma maneira de contornar esta
dificuldade € utilizar as varidveis de Fukushima,
obtidas a partir das varidveis de Andoyer por meio
de uma transformacao canonica.

A vantagem do uso das varidveis de Fukushima
reside nos seguintes fatos:

1) sao variaveis candnicas;
2) sdo nao-singulares, isto €, mostram-se bem
definidas mesmo quando J = 0 (L = G);

3) possuem significado fisico, com as varidveis
métricas estando associadas com o moédulo do
momento angular de rotagdo (V) e suas projecdes
no eixo principal de inércia x (£) e no eixo inercial
Z (H), e as varidveis angulares sendo angulos que
relacionam os sistemas de referéncia envolvidos.

Em relacdio a desvantagens, as equagdes do
MRLTE sdo mais complicadas que em outros
conjuntos de varidveis, sendo a solucdo geral

expressa em termos de funcdes especiais (fungdes
elipticas de Jacobi e integrais elipticas).
Afortunadamente, para pequenos valores de J € possivel
obter solugdes aproximadas das equacdes em formas
bem mais simples.

Para o MRLTE verifica-se que o médulo do momento
angular de rotacdo e sua componente no eixo inercial
OZ permanecem constantes, enquanto sua componente
no eixo principal de inércia OA possui variacdes
periddicas.

Quanto as varidveis angulares, definidas na Figura 1,
verifica-se que h permanece constante no MRLTE,
enquanto & apresenta variagdes periddicas e W variagio
linear, estando esta udltima associada ao movimento de
rotagdo do satélite.

Nas comparacdes realizadas neste trabalho mostra-se
a concordincia entre as solugdes analiticas e numéricas
para pequenos valores da inclinag@o J.
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