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As aplicagdes de otimizagdo de forma em
problemas de fluidos sdo inlimeras e estdo presentes
em diversas areas da engenharia, sdo especialmente
importantes nas areas da engenharia aeroespacial e
automobilistica, no projeto de valvulas e bombas
hidraulicas. Na pratica, a engenharia esta interessada
em reduzir o arraste na asa de um avido ou em
automoveis, ou entdo, diminuir a perda de carga em
canais, em vdalvulas hidrdulicas, cardiovasculares,
etc.

Este trabalho propde um procedimento numérico
integrado para problemas que envolvem a
otimizagdo de forma aplicada ao escoamento de
fluidos. O procedimento ¢ denominado integrado
porque retine diversos moédulos distintos para o
tratamento do problema, tais como: modelagem
geométrica, geracdo de malhas por elementos
finitos, analise ndo-linear do escoamento, analise de
sensibilidade, programacdo matematica e otimizacao
de forma.

1. Equacio de Navier-Stokes

Formulacido Forte: Seja Q@ — R? um dominio
limitado e I' o seu contorno. O problema consiste
em determinar u(x) e p(x), Vx eQuUT, tais que:

1
u-(Vu)-2wW:-D(u)+—Vp=bemQ, )
P

V-u=0emQ,

sendo u o vetor velocidade, p a pressdo, v a
viscosidade dindmica, p a massa especifica, D(-)a
parte simétrica do operador gradiente e b o vetor de
forca do corpo.

As equagdes em (1) estdo sujeitas as condigdes
de contorno de Dirichlet ¢ Neumann, dadas,
respectivamente, por:

u=geml,

1 @
2vD(u) n——pn=hem[,
P

onde I'y e T’y sdo as regides do contorno com o

campo de velocidade prescrito e tensdo prescrita,
respectivamente.

Formulacdo Fraca: Define-se o0s  conjuntos:

Kinu:{ue Hl(Q)2 \u:gemru},
Kinp:{p e Lz(Q)},
Varuz{ve Hl(Q)Z\V=0emFu}

Varp = {[5 el? (Q)} , onde os espagos H'el® sio

definidos em [7].

A partir destas defini¢des, aplicando o Método de
Galerkin, apresenta-se a forma integral ponderada do
problema, dada por:

Determinar (u, p) € KinuxKinp, tais que:

”Q{(Vu)u-zyv.o(u)+1Vp_b}.vdg+

P

J'JQ{IV-u} pdQ=0, Vv (V,f)) € Varu x Varp.
o

Adicionando o termo de captura de descontinuidade,
com o objetivo de trabalhar com elevados niimeros de
Reynolds, e aplicando o teorema da divergéncia [1], as
condigdes de contorno definidas em (2), e simplificagdes
matematicas, pode-se apresentar a formula¢do fraca
como:

B(u,p,v,p) = F(v,p), ¥ (V,f)) € Varu x Varp,

sendo

B(u,p,v,p) = <(Vu)u, V>Q +2v < D (u) ,D (V)>Q
_/1)<|[,,O|iv(v)>Q —;<div(u), b, ©
+(div(u). adiv(v))

F(v.p) = (b,v),, +(h. V>rt @

onde < f(x), g(x)>Q = J-J.Q{ f(x)- g(x)} dQ ¢ definido
como produto interno de quaisquer fungdes arbitrarias
f(x), g(x)e L’ (Q) O parametro & no termo de

captura de descontinuidade ¢ definido em [3].



Formulacio Discreta (MEF2): O dominio 2 ¢

“aproximadamente” particionado em elementos 2,

nos quais os campos de velocidade e pressdo sdo
interpolados como:

u=[N,]q,, v=[N,lq; ¢ p=[N_lq]

onde [N ; ] ¢ o vetor que contém as fungdes de
Hi=u,p

u v p
de> 9e © Q¢
representam os vetores de velocidades e pressdes
nodais.

Os termos obtidos acima nas Egs. (3) e (4) sdo
discretizados elemento a elemento da malha via o
elemento T7/C3.

Uma vez computadas as contribui¢cdes de cada
elemento na formulagdo fraca discretizada do
problema (veja em [6]), faz com que os vetores e
matrizes elementares déem lugar as matrizes e
vetores globais, da seguinte forma:

interpolagcdes  elementares e

ne
q<=Uq,,
e=1

o [l ][]
[K(a)] = A R,
T e [T o]

()= A= ]+[=])

sendo ne o numero de elementos e A um operador
assembly, responsavel pela montagem da matriz de
rigidez e o vetor de forga globais. Note que o termo

I:]k:uu (u)] ¢ dependente de (u), ou seja, tem-se aqui um

termo ndo linear em B(-) .

Portanto, determina-se a equacdo de equilibrio
discretizada global:

[K(a)]a=[F"]

Resultando no sistema ndo linear global, o qual é
solucionado iterativamente com incremento do
método de Newton.

Como conseqiiéncia, se o algoritmo do método

(%)

solugéo

de Newton converge, tem-se q , a menos de

uma tolerancia, a solugdo do problema discretizado,

solugéo

onde q fornece os campos de velocidade (u) e

pressdo (p) convergidos.
2. Otimizacio

Definicdo do Contorno: Diversas técnicas podem
ser utilizadas para a representacdo do contorno do

modelo de otimizagdo, como o uso de polindmios ou
macro-elementos, mas estas técnicas apresentam
problemas de instabilidade numérica e distor¢des quando
trabalhadas com geometrias complexas.

Um grande avango foi obtido a partir da utilizacdo
das teorias de curvas paramétricas splines para definigdo
do modelo geométrico. As representacdes destas curvas
paramétricas provéem de uma defini¢do matematica que
facilita a manipulagdo e avaliacdo de pontos na curva,
permitindo controle local e mudangas iterativas, além de
requer poucos dados de entrada. As cubicas com
continuidade C?, sdo as mais populares, pois satisfazem
as necessidades da maioria dos problemas que surgem
em aplicagdes praticas. Ha varias representagdes como as
curvas de Ferguson, Bezier e B-splines [4], [5].

Devido a simplicidade, neste trabalho, adotou-se as
B-splines cubicas, representadas de forma paramétrica
como:

[p®] =[ . (1), by (1), P, ) |=[€][Rys | [bss -

sendo
-1 3 31
[]R ]:l 3 6 30
BSI 613 0 3 of
1 4 0
b
[t]:{tStZtl},ogtsL [bys]= bﬁl ,1<i<k-—1,
bi+2

onde b1, b, bis; € bisp s80 0s vetores posigdo dos vértices
de controle Bj 1, B;, B+ € Bj+2 do poligono representativo
que determina cada segmento da curva (ver Fig. 1), e
(k —1) é numero de segmentos da curva.

™,

N,

j

p, o B,
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v, /|
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B, - ponto de controle P, - ponto chave Q, - segmento

Figura 1. Segmento B-spline ctbica passando por um
conjunto de pontos-chave (P;) .

Define-se como variaveis de projeto, para o problema
de otimizagdo, o vetor dos pontos-chave, denotado por
s, o qual descreve o contorno do dominio, que ¢
representado pelos segmentos das B-splines cubicas.



Func¢io Objetivo: A fungdo objetivo a ser
considerada ¢ a dissipagdo viscosa, integrada sobre
0 dominio Q :

f (u(x(s)).s) = 2v (D (u(x(s))), D (u(X(S)))>Q(S)
- 2VHQ(S) {D(u(x(s)))- D (u(x(s)))} dQ

sendo v a viscosidade dindmica, D(-) a parte
simétrica do operador gradiente, u o vetor
velocidade, x o vetor posicdo das variaveis de
projeto e s o vetor das variaveis de projeto.

Apds a discretizagdo por elementos finitos a
fun¢do objetivo ¢ dada por:

f (a(s),s) =[K"(s)]a(s)- q(s) ©)

Onde:

ne

K )] =2 [k (5) ]

e=1

e q(s) ¢ o vetor contendo os campos de velocidade

e pressdo convergidos, solugdo do problema ndo
linear do fluido.

Definicio do Problema Otimo: O problema de
otimiza¢do consiste em determinar o valor 6timo
das variaveis de projeto, tais que elas maximizem ou
minimizem uma fungdo objetivo, satisfazendo um
conjunto de restri¢cdes. Neste trabalho é considerada
como fungdo objetivo a minimizagdo da dissipacdo
viscosa do escoamento e como variaveis de projeto
as coordenadas dos pontos-chave, ambas definidas
acima. Sendo o problema sujeito a restrigdes laterais
e volumétricas.

O problema de otimizagdo inicialmente pode ser
formulado como:

Determinar s solugdo de

min f (q(s),s)

s/a

g(s) <0, VseS§,

inf
s

onde S= {s

S
<s <5 } representa  as

g(s)=Q(s)- Q™ <0
representa uma restricdo volumétrica e q(s) ¢
solugdo do problema discretizado. Além disso, q(s)
impdem, de forma implicita, a equagdo de equilibrio
como uma restri¢ao de igualdade.

Aplicando o método Lagrangeano Aumentado
com Penalidade Exterior e introduzindo o conceito
de variaveis de folga, transforma-se o problema
original em uma seqliéncia de problemas de
otimizac¢do laterais, como:

restri¢cdes laterais,

. * * . * * ,
Determinar s eR" tal que s =£lmsk onde s, ¢é
—>00

solugdo do problema:

Dados uk eR"™ e &> 0 determinar s: tal que seja

solu¢do de onde sz ¢ solucdo do problema:

min z(s.u,e")

s/a
seS
onde
kK k 1 o K k
Z(s,p .8 )= f(s)+27£;1<§1\11j(g(s)=5 Kj) com

26*uf+9(9)19;(s) se g;(s) > —ep

k k [
-(8), € ) =
GiEhei) —(£*1)” se g(s) < —"p

O vetor dos multiplicadores de Lagrange p e o

parametro de penalidade € > 0, sdo reajustados de modo
a obter a solugdo do problema inicial. A maneira de
como ¢ feita a atualizagdo destes parametros pode ser
vista em [6]. O critério de otimalidade a ser considerado
para o problema de otimizacdo ¢ a satisfagdo das
condi¢des de Kuhn-Tucker [2].

Analise de Sensibilidade: Na analise de sensibilidade ¢
investigada a taxa de mudang¢a das quantidades de
resposta do contorno em relacdo as variaveis de projeto,
o que envolve o calculo de gradientes de alguma fungéo
resposta, com respeito as variaveis de projeto.
Geralmente estas fungdes sdo implicitas, ndo lineares,
dependentes das varidveis de projeto, conseqiientemente
sdo dificeis e caras de se calcular.

Seja a fungdo objetivo, definida pela Eq. (6). Como f
depende explicitamente e implicitamente das variaveis de
projeto s, o gradiente de f em relagédo a s; é dado por:

df of of d

dsj os; oq dsj

j=1..J.

As derivadas de f em relagdo a q e § sdo
simplesmente obtidas. E mais complicado determinar
dq/ds;, que representa a sensibilidade do deslocamento
nodal com rela¢do a variagdo da varidvel de projeto s;,
pois para cada varidvel de projeto S; € necessario
solucionar o problema ndo linear do fluido, precisando
assim, obter a convergéncia no método de Newton, o que
se torna inviavel. Uma alternativa para eliminar o calculo
deste termo, consiste em realizar uma operagdo
denominada de método adjunto, na qual redefine-se a

fungdo objetivo como f , introduzindo o vetor adjunto
A , tal que a fung@o objetivo modificada seja:

f=f +<X,R>,

24
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sendo R o vetor residuo definido na solugdo do
problema ndo-linear do fluido. Assume-se que no
equilibrio R =0, podendo escolher A

arbitrariamente, tal que <?\., R> =0.
Agora, calculando o gradiente para a nova
funcdo objetivo f , tem-se:

df df dR
=4+ }\"7
dsJ dsj dsJ
(M
of of dq JR OR dq
=—4+{ —,— )+ (A, —F——
0s; oq dsj os; 0q dsj

onde 9R/0q=[K;]. Sendo [K;]| a matriz de

rigidez tangente obtida na solugdo do problema do
fluido. O que nos permite escrever a Eq. (7) como:

dsj asj

ar_ k,a—R + i+)»[KT],d—q , (8
05 oq dsj
Como A pode ser escolhido arbitrariamente,
para eliminar a necessidade de calcular o termo
dq/ds;, escolhe-se A de modo a resultar em um
sistema de equagdes linear dado por:

A=——om:. )

Inserindo a solugdo A" do sistema (9) na Eq.
(8), obtém-se finalmente o gradiente da funcdo
objetivo modificada, dada por:

df  of . R\ .
L B T T
ds; 0s; 0s;

Solucionar o sistema linear (9) para o vetor
adjunto A ¢ computacionalmente barato, pois a

matriz de rigidez tangente [KT] ja foi calculada

durante a solugdo do problema néo linear do fluido.
3. Aplicagées - Difusor Divergente

O difusor divergente configura-se como um
escoamento incompressivel em um canal, onde sdo
prescritas as condigdes de contorno na entrada,
parede, saida e fronteira de simetria do difusor. As
situacdes a serem consideradas sdo as seguintes:

a. Otimizacdo da rampa de um difusor;

b. Otimizagdo da parede e do obstaculo no

interior de um difusor.

O problema consiste em determinar a melhor
forma da rampa, parede ¢ do obstaculo, para que a

perda de carga do escoamento analisado seja minima. A
Figura 2 mostra os difusores a serem otimizados,
enquanto a Fig. 3 apresenta a configuragdo do contorno
para o problema de otimizagdo, para os casos a e b.
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Figura 2. a - Difusor com rampa a ser otimizada. b -
Difusor com parede e obstaculo a serem otimizados.
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Figura 3. Configurag@o dos pontos-chave.

No caso a o contorno ¢ descrito por 9 pontos-chave, 6
segmentos de B-splines, tendo 8 varidveis de projeto
definidas para o problema de otimizagdo, que
correspondem aos graus de liberdade que os pontos-
chave podem variar em determinada dire¢do. No caso b o
contorno ¢ descrito por 12 pontos-chave, 6 segmentos de
B-splines cubicas e o problema tém 9 varidveis de

(33)



projeto. Note que as variaveis de projeto estdo
concentradas nos segmentos que representam as
regides a serem otimizadas.

A restricdo volumétrica imposta para ambos os e ——
casos ¢ de que o volume final na forma otimizada \
pode aumentar até 10 % do seu volume inicial. As

restrigdes laterais para o caso a sdo dadas pela vl ||
Tabela 1 e no caso b pela Tabela 2. 1453
I1_0249
Restrigdo lateral em X Restrigdo lateral em y | g:ggﬁi
0,93 < %< 1,07; -0,15 <y, < 0,1; - 0,64053
: . B 051242
1,8133 < X3 < 1,8533; -0,4 <y; <-0,15; | 038431
2,6466 < x4 < 2,6860; -0,65 < ys < 0.4 Iu.25621
3,4799 < x5 < 3,5199 0,65 < yi < -0,4; i
Tabela 1: Restrigdes laterais caso a. '

Restri¢do lateral em X Restri¢do lateral em y

6,9 < x < 7,1; 0,8 <y, £0;
54 < X < 5,6; 2,5 <y; < -5 el |
3,9 < X0 £ 4,1; 04 <ys <07, 10511
0,7 < Yo < -0.3; I0-93435
. 0.81755
04 <Y< 07 | 0.70076
0.58396
Tabela 2: Restri¢des laterais caso b. N 046717
- 0.35067
As analises de otimizagdo de forma foram feitas Igﬁ‘;?g
para escoamentos submetidos a nimero de Reynolds o
100 e a precisdo solicitada para o método de

Newton foi de 10™.
Utilizou-se, para o caso a e b, malhas de 1957 ¢
774 elementos triangulares, respectivamente, as

quais podem ser visualizadas na Fig. 4. § " ‘h

Figura 5. Norma Euclidiana do vetor velocidade.

p

1.4554
l 12844
1.1154
- 0.04636
- 077738
I 060836
| 0.43936
0.27036
0.10136

-0.067628

Fig
ura 6. Campo de pressio.

Os graficos abaixo oferecem wuma melhor
visualizagdo dos perfis finais em relacdo aos perfis
Figura 4. Malhas na configuracio inicial. iniciais para a rampa, a parede e o obstaculo do difusor:

A seguir sdo mostrados alguns resultados
obtidos da simulagdo numérica para o difusor na
configuragdo otimizada:
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Figura 7. Posigdo inicial e final dos nos na
rampa, parede e no obstaculo.

Os resultados obtidos para a reducdo da
dissipacdo viscosa na configuragido otimizada foram
bem satisfatorios. No caso a a redugdo foi
aproximadamente de 28% (fiyicial = 1.20751 € foima =
0.79565), enquanto no caso b foi de 55% (finicia =
2.66943 e foima = 1.21596).

Através das figuras (4), (5), e (6), pode-se
observar a suavizagdo do contorno, devido ao uso
das B-splines para a definigdo do contorno, o que
contribui para um bom rendimento do escoamento.

Analisando o formato final dos difusores, nota-
se um “afundamento” na regido da rampa e parede
do difusor, o que reduz o gradiente de velocidade e
conseqiientemente diminui o valor da fungdo
objetivo. No caso do obsticulo percebe-se que o
escoamento “tende” a arrastd-lo e diminui-lo,
respeitando as restrigdes impostas.

Todos os resultados obtidos estdo inteiramente
de acordo com o aspecto fisico dos fenomenos
estudados.

4. Conclusoes

A discretiza¢do adotada via o elemento T7/C3,
para as equacdes envolvidas, se mostrou vantajosa,
pois satisfaz a condi¢do Brezzi-Babuska (BB). A
satisfacdo desta condigdo, garante a existéncia da
solugdo do problema variacional e a estabilidade
numérica do problema discretizado, tornando
desnecessdria a introducdo de pardmetros de
estabilidade, simplificando consideravelmente o

esforco necessario para a determinacdo da andlise de
sensibilidade associada a otimizagdo de forma.

A representagdo paramétrica das curvas por meio de
B-splines, devido a forma como sdo definidas
matematicamente e da propriedade de continuidade,
oferece uma maneira simples, eficaz e flexivel de definir,
manipular e controlar o contorno, levando a obtengao de
excelentes resultados. Através das B-splines é possivel
representar suavemente os mais diversos contornos, com
fronteiras irregulares e obstru¢des, de uma maneira mais
natural, requerendo poucos dados de entrada, o que
facilita a manipulagdo e controle dos pontos-chave que
descrevem o contorno.

A alternativa de determinar a analise de sensibilidade
analitica pelo método adjunto, com a adi¢do do termo a
fungdo objetivo é eficiente e confiavel
computacionalmente, pelo fato de reduzir
consideravelmente o custo computacional para a solugdo
do problema nao-linear do fluido.

A metodologia utilizada neste trabalho mostrou-se
bastante versatil e eficaz no tratamento dos problemas de
otimizagdo de forma em escoamentos de fluidos que
foram propostos. As formas finais dos contornos e
superficies das aplicagdes estudadas sdo bastante suaves
e a redugdo nos valores da fungdo objetivo foi bastante
significativa.
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